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У роботi розглянуто деякi застосування теорiї керованих марковських полiв, заданих на деякому

скiнченному неорiєнтованому графi. Граф описує систему «сусiдської залежностi», еволюцiя випадко-

вого процесу описується через локальну i синхронну змiну станiв вершин графа, що залежать вiд рiшень,

що приймаються в них. Основну увагу придiлено розв’язанню задачi знаходження рiвноваги за Нешем

для стохастичних iгор накопичення капiталу з багатьма гравцями.
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Вступ

Теорiя керування випадковими процесами та
полями досить розгалужена i об’ємна. Застосу-
вання її теоретичних положень дає змогу описати
процеси рiзної природи. У роботi [1] розглянуто
деякi проблеми, якi виникають пiд час розв’язання
багатьох прикладних задач економiки, розпiзнаван-
ня, соцiологiї, бiологiї, моделювання катастроф.
Основною метою цiєї роботи є дослiдження за-
стосування керованих випадкових полiв, заданих
на скiнченному неорiєнтованому графi, описаних
в [2], до задач знаходження рiвноваги за Нешем
для стохастичних iгор накопичення капiталу з
багатьма гравцями. Такого типу економiчнi iгри,
також вiдомi як iгри видобутку ресурсiв, введенi
в роботi [3], широко вивчалися в останнi роки.
Результати включають теореми iснування стацiо-
нарної рiвноваги для детермiнованої версiї цiєї
гри в роботi [4] та два варiанти стохастичних
iгор iз симетричними гравцями, запропонованi
в [5] та [6].

Безпосереднiм поштовхом до написання цiєї
статтi була робота [7], що базується на ре-
зультатах роботи [8]. В нiй поширено резуль-
тати робiт [5; 6] на несиметричний випадок.
Це узагальнення було досягнуто за рахунок де-
яких додаткових структурних припущень (непе-
рервнiсть i опуклiсть закону руху мiж стана-
ми, обмеженiсть простору дiй гравцiв). Однак
це дозволило автору показати деякi важливi
риси стацiонарних рiвноважних стратегiй, як-
от неперервнiсть, монотоннiсть i властивiсть
Лiпшиця.

У цiй роботi узагальнено результат [7] на
багатомiрну модель: гравцi зосередженi у вер-
шинах деякого скiнченного графа, що визначає
їх локальну взаємодiю. Таке узагальнення дає
можливiсть застосування в реальних економiч-
них моделях, що описують процес накопичення
капiталу.

Постановка задачi

Матерiал цього роздiлу узагальнює та модифi-
кує результати роботи [2].

Нехай задано деякий неорiєнтований скiнчен-
ний граф Γ = (V,B) з множиною вершин V
i множиною ребер B ⊂ V 2 \ diag(V ). Позна-
чимо {k, j} ребро, що з’єднує вершини графа k
i j. Околом вершини k називатимемо множи-
ну вершин N(k) =

{
j | {k, j} ∈ B

}
. Повним око-

лом вершини k — множину Ñ(k) = N(k) ∪ {k},
тобто окiл вершини k разом iз самою верши-
ною k. Для будь-якої пiдмножини K ⊂ V означимо
окiл як N(K) =

⋃
k∈K N(k) \K, а повний окiл —

як Ñ(K) = N(K) ∪K .
Нехай X — простiр станiв системи, що всюди в

роботi позначатиме доступний для перерозподiлу
капiтал. Тому вважатимемо, що X = [0;∞).

Випадкова величина ξ, визначена на деякому
ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P), яка приймає зна-
чення в X , називається (дискретним) випадковим
процесом на X (або, простiше, випадковим проце-
сом на X).

Всюди вважатимемо, що всi випадковi вели-
чини заданi на деякому ймовiрнiсному просто-
рi (Ω,F ,P).

Припустимо, що в кожен момент часу гравцями,
що перебувають у вершинах графа (у подальшо-
му ототожнюватимемо їх iз самими вершинами),
приймаються рiшення щодо накопичення капiталу,
виходячи з доступного в даний момент капiталу
всiєї системи, i можуть набувати значень iз множи-
ниA = ×i∈V Ai(x), деAi(x) = [0;Ui(x)] — множи-
на допустимих дiй (рiшень) для вершини i, i ∈ V ,
а Ui(x) — залежна вiд сукупного капiталу верхня
межа для прийняття рiшення вершиною i, i ∈ V .
У загальному випадку припускатимемо, що Ai (а
отже, i Ui(x)) залежить вiд моменту часу t, t ∈ N

+,
в якому приймається це рiшення, тобто

At
i(x) =

[
0;U t

i (x)
]
, i ∈ V, x ∈ X.
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Верхнiми iндексами позначатимемо належнiсть
до моменту часу (наприклад, xt — стан системи в
момент часу t), а нижнiми — належнiсть до вер-
шини або пiдмножини вершин (наприклад, ai — рi-
шення, що приймається у вершинi i, aK = (ai : i ∈
∈ K ⊆ V ) — вектор рiшень, що приймаються у
вершинах пiдмножини K ⊆ V , aK ∈ ×i∈K Ai).

Для всiх i ∈ V позначимо через ati(x) рiшен-
ня, що приймається вершиною i в момент часу t,
якщо система перебуває в станi x, ati(x) ∈ Ai(x).
Тодi at = (ati, i ∈ V ) — вектор рiшень системи в
момент часу t. Розглядатимемо тiльки керування,
локальнi [9, p. 100] у розумiннi такого означення.
Означення 1. (1) Якщо в моменти часу t =
= 0, 1, . . . рiшення ati вершини i приймаються
тiльки на пiдставi iнформацiї про iсторiю пов-
ного околу Ñ(i) вершини i, тобто залежно вiд
x0, a0

Ñ(i)
, . . . , xt−1, at−1

Ñ(i)
, xt, то послiдовнiсть iмо-

вiрнiсних мiр δi = {δti , t ∈ N
+} називаєть-

ся локальною стратегiєю для вершини i, якщо
δti( · | htÑ(i)

) — умовна ймовiрнiсть на

Ai =
⋃

x∈[0;∞)

[
0;Ui(x)

]
,

залежна вiд iсторiї

ht
Ñ(i)

=
(
x0, a0

Ñ(i)
, . . . , xt−1, at−1

Ñ(i)
, xt

)

повного околу вершини i до моменту часу t включ-
но. Локальна стратегiя δi така, що

δti

([
0;Ui(x

t)
] ∣∣∣ ht

Ñ(i)

)
= 1, t ∈ N

+.

Таким чином, локальна стратегiя для вершини i
є послiдовнiстю ймовiрнiсних мiр на Ai, якi в ко-
жен момент часу t залежать вiд iсторiї повного око-
лу (вершини i), визначеної в просторi

Ht

Ñ(i)
= X ×

(
A

Ñ(i) ×X
)
× · · · ×

(
A

Ñ(i) ×X
)

︸ ︷︷ ︸
t раз

.

Клас усiх локальних стратегiй вершини i по-
значатимемо ∆i. Вважатимемо, що рiшення у всiх
вершинах графа приймаються одночасно в момен-
ти часу t ∈ N

+, тобто мова йде про синхронну
взаємодiю гравцiв.

Сукупнiсть локальних стратегiй усiх вер-
шин називатимемо стратегiєю системи δ =
= {δt, t ∈ N

+}, де δt = δtV = (δti , i ∈ V ). Клас
усiх стратегiй системи позначатимемо ∆.

(2) Нехай Fi = {f : [0;∞) → P(Ai)} — множи-
на всiх перехiдних iмовiрностей вершини i, i ∈ V ,
таких, що f(x)( · ) ∈ P([0;Ui(x)]) для всiх x ∈
∈ [0;∞), а P(Y ) — множина всiх iмовiрнiсних мiр
на Y . Тодi δi = (f, f, . . . ) називатимемо стацiонар-
ною стратегiєю гравця i, i ∈ V , якщо f ∈ Fi (у

такому разi ототожнюватимемо стацiонарну стра-
тегiю δi з f : δi ≡ f ).

Таким чином, множина Fi задає клас усiх
стацiонарних стратегiй гравця i, i ∈ V , а
F = ×i∈V Fi — клас усiх стацiонарних стратегiй
системи.

(3) Локальна стратегiя δi називається нерандо-
мiзованою (чистою), якщо δi(· | ht

Ñ(i)
) зосереджена

в єдиному атомi, тобто

δi : h
t

Ñ(i)
→ ai ∈

[
0;Ui(x

t)
]
.

Визначимо закон переходу станiв системи вiд-
повiдно до означених вище локальних стратегiй.
Означення 2. Дискретний випадковий процес
ξ = {ξt, t ∈ N

+} на (V,B) є (дискретним) марков-
ським процесом, якщо наступний стан системи
ξt+1 визначається перехiдним ядром Q:

ξt+1 ∼ Q

(
·
∣∣∣ xt −

∑

i∈V

ati

)
, t ∈ N

+, (1)

якщо ξt = xt ∈ X , δti = ati , i ∈ V .
Таким чином, перехiдне ядро Q разом з локаль-

ними стратегiями системи δ ∈ ∆ визначають закон
руху, в результатi чого отримаємо реалiзацiю iсто-
рiї системи, яка є елементом простору

H = [0;∞)×
(
×
i∈V

Ai × [0;∞)
)∞

.

Для довiльного початкового стану системи
x0 ∈ [0;∞) i довiльних δi, i ∈ V , визначимо (за
допомогою теореми Iонеску — Тулчи) iмовiрнiсну
мiру Pδ

x0
на H , що мiстить iсторiю можливих тра-

єкторiй руху системи з початком у точцi x0.
Керований процес взагалi не буде марковським,

оскiльки функцiї δti , i ∈ V , залежать не тiльки вiд
станiв xt, а й вiд попереднiх станiв x0, . . . , xt−1 i рi-
шень також. Використання стацiонарної стратегiї δ
як стратегiї керування залежним вiд часу марков-
ським випадковим процесом визначає марковський
процес (ξ, δ).
Означення 3. Пара (ξ, δ) називається керованим
процесом з локально взаємодiючими синхронни-
ми компонентами, заданим на скiнченному графi
Γ = (V,B), якщо ξ = {ξt, t ∈ N

+} — стохастич-
ний процес iз простором станiв X = [0;∞), δ =
= (δi, i ∈ V ) — локальна стратегiя, i переходи ξ (1)
разом з мiрами δi, i ∈ V , визначають за допомо-
гою теореми Iонеску — Тулчи iмовiрнiсну мiру Pδ

x0

на H , що мiстить iсторiю можливих траєкторiй ру-
ху системи з початком у деякiй точцi x0.

Якщо в момент часу t ∈ N
+ гравцем i прийнято

рiшення ati, то функцiя ui(ati) визначає кориснiсть
(однокрокову) для гравця i, i ∈ V . Тодi очiкувана
кориснiсть на необмеженому горизонтi для грав-
ця i, i ∈ V , якщо ξ починає з ξ0 = x i система
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використовує стратегiю δ, матиме вигляд:

Ri(x, δ) = Eδ
x

∞∑

t=0

βt
iui(a

t
i), (2)

де Eδ
x — математичне сподiвання, що вiдповiдає ке-

рованому процесу (ξ, δ), якщо ξ0 = x; βi — дисконт
гравця i, i ∈ V .

Задача полягає у знаходженнi рiвноваг за Не-
шем у такому розумiннi:
Означення 4. Нехай δδi↔δ′

i
позначає стратегiю си-

стеми, де всi гравцi j ∈ V \{i} дотримуються стра-
тегiї δj , а гравець i — стратегiї δ′i.

Стратегiя δ = (δi, i ∈ V ) ∈ ∆ називається рiв-
новагою за Нешем тодi i тiльки тодi, коли для всiх
δ′ = (δ′i, i ∈ V ) ∈ ∆, x ∈ [0;∞)

Ri(x, δ) > Ri

(
x, δδi↔δ′

i

)
(3)

для кожного гравця i ∈ V . Тобто жодному з грав-
цiв i не вигiдно самостiйно вiдхилятися вiд стра-
тегiї δi.

Якщо стацiонарна стратегiя f = (fi, i ∈ V ) ∈
∈ F системи задовольняє умову (3), тобто для всiх
δ′ = (δ′i, i ∈ V ) ∈ ∆, x ∈ [0;∞)

Ri(x, f) > Ri

(
x, ffi↔δ′

i

)
(4)

для кожного гравця i ∈ V , то її називатимемо ста-
цiонарною нешiвською рiвновагою. У такому разi
значення функцiй Ri(x, f) називатимемо цiновими
функцiями для гравцiв i ∈ V .

Уведемо припущення щодо функцiй корисно-
стi ui, перехiдних iмовiрностей Q i функцiй спо-
живчих обмежень Ui(x).
Припущення 1. Функцiя ui : [0;∞) → [0;∞) —

неспадна опукла для всiх i ∈ V .

Припущення 2. Q — перехiдна ймовiрнiсть з

[0;∞) в себе. Нехай G( · | y) — функцiя розподi-

лу, що вiдповiдає мiрi Q( · | y), тобто для всiх

x > 0 G(x | y) = Q([0;x] | y). Будемо вважати,

що:

а) для всiх x > 0 G(x | · ) — незростаюча функцiя;

б) для всiх x > 0 G(x | · ) — неперервна угнута

функцiя;

в) G(0 | 0) = 1.

Припущення 3. Для всiх i ∈ V функцiї Ui(x) не-

спаднi, рiвномiрно обмеженi зверху деякими ста-

лими Ci ∈ [0;∞) i задовольняють умови Ui(0) = 0,

Ui(x
′)− Ui(x

′′)

x′ − x′′
6 1 для всiх x′, x′′ > 0, x′ 6= x′′,

i
∑

i∈V Ui(x) 6 x для всiх x > 0.

Уведемо позначення для простору ефективних
чистих стратегiй i простору цiнових функцiй

EPSi =

=
{
f : [0;∞) → [0;∞)

∣∣∣ f(x) 6 Ui(x) ∀x > 0 ∧

∧ 0 6
f(x′)− f(x′′)

x′ − x′′
6 1 ∀x′ 6= x′′ ∈ [0;∞)

}
,

V Fi =
{
v : [0;∞) → [0;∞)

∣∣∣ v 6
ui(Ci)

1− βi
∧

∧ v неперервна на (0;∞) i неспадна на [0;∞)
}
.

Дискретний варiант гри

Для представлення основного результату, ана-
логiчно до [7], означимо дискретний аналог гри
з накопичення капiталу. Для неї отримаємо умови
iснування стацiонарної рiвноваги, якi використає-
мо для доведення аналогiчного факту для основної
задачi.

Отже, розглянемо керований процес з локально
взаємодiючими координатами

(
ξ(N,n), δ(N,n)

)

згiдно з означенням 3, де N = |V | — кiлькiсть
гравцiв, n ∈ N.

Для процесу
(
ξ(N,n), δ(N,n)

)
визначимо:

• множину станiв системи

X(N,n) =
{ k

Nn

∣∣∣ k ∈ N
+
}
;

• множини керуючих впливiв (дiй) вершини i,
i ∈ V , в станi x ∈ X(N,n)

Ai(N,n)(x) =
{ k

Nn

∣∣∣ k ∈ N
+ ∧ k 6 NnUi(x)

}
;

• функцiї корисностi ui(N,n) для гравцiв i, i ∈ V :

ui(N,n)(x) = ui

(⌊Nnx⌋
Nn

)

для всiх x ∈ X(N,n);

• закон руху мiж станами описується тим самим
ядром Q, але з iншою функцiєю розподiлу

G(N,n)(x | y) = G
(⌊Nnx⌋

Nn

∣∣∣
⌊Nny⌋
Nn

)

для всiх x ∈ [0;∞), y ∈ X(N,n).

Простiр ефективних стратегiй гравця i, i ∈ V ,
є простором стратегiй, що в кожному станi си-
стеми зосереджений у двох сусiднiх точках мно-
жини керуючих впливiв, що задовольняють умову
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Лiпшиця, i їх очiкуванi значення неспаднi:

EPSi(N,n) =

=

{
f : X(N,n) → P

({ k

Nn

∣∣∣ k ∈ N
+∧

∧ k 6 NnCi

}) ∣∣∣∣ ∀x ∈ X(N,n)

f(x) = αxσ[ax] + (1 − αx)σ
[
ax +

1

Nn

]

для деяких 0 6 αx 6 1 i

ax ∈ Ai(N,n)(x) \
{⌊NnUi(x)⌋

Nn

}
i

0 6
Ef̃(x′)− Ef̃(x′′)

x′ − x′′
6 1 ∀x′ 6= x′′ ∈ X(N,n)

}
,

де σ[a] — iмовiрнiсна мiра, сконцентрована в єди-
ному атомi a, якщо для x ∈ N i для всiх f f̃(x)
визначає випадкову величину з розподiлом, що
описується функцiєю f(x).

Вiдповiдний простiр цiнових функцiй визначи-
мо так:

V Fi =
{
v : X(N,n) → [0;∞)

∣∣∣

0 6 v 6
ui
(
Ci(N,n)

)

1− βi
∧ v неспадна

}
,

де Ci(N,n) =
⌊NnCi⌋

Nn .
Аналогiчно з [10] можемо довести iснування

стацiонарної рiвноваги для дискретної гри, визна-
ченої вище.
Теорема 1. Для довiльного n ∈ N керований

процес з локально взаємодiючими координатами

(ξ(N,n), δ(N,n)) має стацiонарну рiвновагу, яка є

елементом простору ×i∈V EPSi(N,n). Окрiм то-

го, їй вiдповiдатиме цiнова функцiя

(Ri, i ∈ V ) ∈ ×
i∈V

V Fi(N,n).

Аналогiчно з [7] зробимо подальше узагаль-
нення дискретної гри та сформулюємо аналоги
теоретичних результатiв. Для цього розглянемо
керований процес з локально взаємодiючими ко-
ординатами (ξ(n), δ(n)) згiдно з означенням 3,
де n ∈ N.

Для процесу (ξ(n), δ(n)) визначимо:
• множину станiв системи i множини керуючих
впливiв (дiй) вершини i, i ∈ V , такi самi, як i для
керованого процесу (ξ, δ);
• функцiї корисностi ui(n) для гравцiв i, i ∈
∈ V , такi самi, як i для керованого процесу
(ξ(N,n), δ(N,n)):

ui(n)(x) = ui

(⌊Nnx⌋
Nn

)

для всiх x ∈ X , N = |V |;

• закон руху мiж станами описується тим самим
ядром Q, але з iншою функцiєю розподiлу

G(N,n)(x | y) = G
(⌊Nnx⌋

Nn

∣∣∣
⌊Nny⌋
Nn

)

для всiх x, y ∈ [0;∞).
Лема 2 (див. лему 4.1 в [7]). Для будь-якого n ∈ N

керований процес (ξ(n), δ(n)) має стацiонарну рiв-

новагу (fi(n), i ∈ V ) таку, що для всiх i ∈ V i x ∈
∈ X fi(n) повнiстю сконцентрованi у двох сусiднiх

точках множини [0;Ui(x)]∩X(N,n) i задовольня-

ють нерiвнiсть

0 6 Ef̃i(n)
(
x+

1

Nn

)
− Ef̃i(n)(x) 6

1

Nn
(5)

для всiх x > 0. Вiдповiднi цiновi функцiї

(Ri(n)( · , f(n)), i ∈ V ) для f(n) = (fi(n), i ∈
∈ V ) неперервнi справа, рiвномiрно обмеженi звер-

ху (вiдносно n) величинами ui(Ci)/(1 − βi), i ∈ V ,

i неспаднi.

Лема 3 (див. лему 4.2 в [7]). Нехай fi(n), Ri(n)
для всiх i ∈ V задовольняють умови леми 2. Якщо

для деякого i ∈ V ui розривна в точцi 0, то для

всiх x > 0 f̃i(n)(x) 6= 0 з iмовiрнiстю одиниця для

достатньо великих n.

Лема 4 (див. лему 4.3 в [7]). Нехай fi(n), Ri(n)
для всiх i ∈ V задовольняють умови леми 2. Тодi

для всiх i ∈ V

sup
x∈(0;∞)

[
Ri(n)

(
x+

1

Nn
, f(n)

)
−

−Ri(n)
(
x, f(n)

)] n→∞−−−−→ 0.

Лема 5 (див. лему 4.4 в [7]). Нехай x ∈ R i {rn}
та {sn} — двi послiдовностi дiйсних чисел такi,

що для довiльного n.

Основний результат i висновок

На пiдставi зазначених вище теоретичних
фактiв можна довести факт, аналогiчний до гри
з двома гравцями.
Теорема 6. Керований процес з локально взає-

модiючими компонентами (ξ, δ) має стацiонарну

рiвновагу за Нешем, яка є елементом добутку про-

сторiв ×i∈V EPSi. Окрiм того, їй вiдповiдатиме

цiнова функцiя

(Ri, i ∈ V ) ∈ ×
i∈V

V Fi.

Доведення цього факту цiлком аналогiчне до
доведення теореми 2.1 роботи [7], тому його опу-
скаємо.

Загалом, застосування теорiї марковських полiв
на практицi має широкi перспективи. Розглянута
задача стосується економiчних застосувань, однак
може легко переноситися на iншi системи: фiзичнi,
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бiологiчнi, хiмiчнi тощо. Основна увага прикута до
знаходження несиметричних рiвноваг за Нешем у
грi з багатьма гравцями. На вiдмiну вiд матерiалу
цiєї роботи, у разi нескiнченної кiлькостi гравцiв
задача знаходження нешiвських рiвноваг досi не

вирiшена. Результати цiєї роботи можна узагаль-
нити на випадок, коли стан системи описується
вектором значень (фазовi стани гравцiв), або склад-
нiшої (нелiнiйної) залежностi перехiдних iмовiрно-
стей вiд керуючих впливiв.
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7. Wieçek P. Continuous convex stochastic games of capital accu-
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R. Chornei

ON THE NASH EQUILIBRIUM IN STOCHASTIC GAMES OF
CAPITAL ACCUMULATION ON A GRAPH

This paper discusses some applications of the theory of controlled Markov fields defined on some finite

undirected graph. This graph describes a system of “neighborhood dependence” of the evolution of a random

process described by local and synchronous change of state of vertices, depending on the decisions made in

them. The main attention is paid to solving the problem of finding the Nash equilibrium for stochastic games

of capital accumulation with many players.

Keywords: Markov decision process, stochastic game, Nash equilibrium, capital accumulation, random
fields, local interaction.
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