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1 Анотацiя

У 1937 роцi П. Алєксандров займався вивченням «особливих» топологi-
чних просторiв. Ця особливiсть полягала у накладаннi бiльш суворої умови
на одну з аксiом топологiї, а саме: вiдкритою множиною є перетин не лише
скiнченної кiлькостi вiдкритих множин, а й будь-якої їх кiлькостi [1]. На
честь Павла Сергiйовича зараз простори з такою властивiстю називаються
Алєксандровими. Метою даної роботи є розбiр основних понять та власти-
востей функцiональних просторiв Алєксандрова, дослiдження їх зв’язку зi
звичайними просторами Алєксандрова, аналiз таких просторiв на аксiоми
вiдокремлюваностi, пошук спорiдненостi мiж субмаксимальними простора-
ми й просторами Вайберна, а також опис найменших та найбiльших топо-
логiй з властивiстю неперервностi.

Ключовi слова: топологiчний простiр, простiр Алєксандрова, непе-
рервне вiдображення, база топологiї, аксiоми вiдокремлюваностi, простiр
Колмогорова, T1/2 простiр, простiр Фреше, всюди щiльна множина, субма-
ксимальний простiр, простiр Вайберна.
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2 Вступ

Простори Алєксандрова або, як їх ще називають, «простори найменшого
околу» (англ. «Smallest Neighborhood Spaces») є цiкавим пiдвидом топо-
логiчних просторiв, у яких довiльний перетин вiдкритих множин є також
вiдкритою множиною. Вперше цi простори були введенi П. Алєксандровим
у 1937 роцi у працi пiд назвою «Diskrete Räume» (з нiм. – «Дискретнi Про-
стори») [1]. Натомiсть, як влучно зазначили у своїй роботi палестинськi
математики Мохаммед Елатраш (англ. Mohammed S. Elatrash) та Хiшам
Махдi (англ. Hisham B. Mahdi), така назва наразi не є актуальною, адже
дискретним у сучаснiй топологiї узвичаєно називати простiр, будь-якi пiд-
множини якого є вiдкритими [7].

Простори Алєксандрова широко використовуються у таких галузях як
iнформатика, цифрова топологiя, бiологiя, соцiологiя [4]. Згiдно статi «Struc-
tural and Numerical Studies of Some Topological Properties for Alexandroff
Spaces» це зумовлено передусiм тим, що будь-яка топологiя на скiнченно-
му носiї є простором Алєксандрова [4]. Крiм того, топологiчнi результати
вiдiграють важливу роль у комп’ютернiй графiцi та аналiзi зображень [8].
Зокрема, чимало уваги придiляється T0 - просторам Алєксандрова. Зна-
чна кiлькiсть математикiв розглядала саме такi простори ([7], [9], [10], [12],
[11] тощо) передусiм через їх зв’язок з множинами з заданим на них вiд-
ношенням передпорядку, частково впорядкованими множинами, а також
природнiм бажанням вилучити з розгляду топологiчно не розрiзнюванi то-
чки. Натомiсть, у нашому дослiдженнi ми не будемо зосереджуватися лише
на просторах Колмогорова.

У данiй роботi ми розглянемо функцiональнi простори Алєксандрова
(надалi – ФПА), розберемо їх спорiдненiсть зi звичайними просторами Алє-
ксандрова та дослiдимо такi простори на аксiоми вiдокремлюваностi T0,
T1/2, T1 тощо. Вперше ФПА були введенi iранськими математиками Фате-
мою Ширазi (англ. Fatemah Ayatollah Zadeh Shirazi) та Насером Голеста-
нi (англ. Nasser Golestani) у публiкацiї пiд назвою «Functional Alexandroff
Spaces» у 2011 роцi [3]. У своїй роботi Ф. Ширазi та Н. Голестанi продемон-
стрували декiлька цiкавих результатiв, та одним з найбiльш суттєвих є кри-
терiй функцiональностi Алєксандрiвських просторiв з примiткою «[Main
Theorem]».
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У доволi свiжiй працi «Structural and Numerical Studies of Some Topologi-
cal Properties for Alexandroff Spaces» 2021-го року [4] тунiськi математики
Самi Лазар (англ. Sami Lazaar), Хаусем Сабрi (англ. Houssem Sabri) та Ран-
да Тахрi (англ. Randa Tahri) дослiджували простори Алєксандрова та їх
зв’язок з субмаксимальними просторами та просторами Вайберна. З огляду
на це виникають природнi питання i стосовно зв’язку ФПА з вищезгадани-
ми просторами.
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3 Основнi означення та попереднi результа-

ти

3.1 Означення та твердження

Означення 3.1. Топологiчний простiр (𝑋, 𝜏), що задовольняє нижче-
наведенi еквiвалентнi умови називається простором Алєксандрова ([2], с.
43):

1. ∀𝑖 ∈ I : {𝑈𝑖} ⊆ 𝜏 =⇒
(︀⋂︀

𝑖∈I 𝑈𝑖

)︀
∈ 𝜏 .

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝑉 (𝑥) ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥) ∀𝑈𝑥 ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑈𝑥 (iснування
найменшого околу 𝑥).

Доведення.

Достатнiсть: Нехай у топологiчному просторi (𝑋, 𝜏) довiльний перетин
вiдкритих множин є вiдкритою множиною. Зафiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑋. По-
кладемо 𝑂(𝑥) := {𝑈𝑥 ⊆ 𝑋 : 𝑈𝑥 ∈ 𝜏 ∧ 𝑥 ∈ 𝑈𝑥}. Розглянемо множину 𝑉 (𝑥) =⋂︀

𝑈𝑥∈𝑂(𝑥) 𝑈𝑥. Маємо, що 𝑉 (𝑥) ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥) та ∀𝑈𝑥 ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑈𝑥.

Необхiднiсть: Нехай для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑋 топологiчного простору
(𝑋, 𝜏) iснує найменший окiл 𝑉 (𝑥) ∈ 𝜏 . Розглянемо множину𝑊 :=

⋂︀
𝑖∈I 𝑈𝑖, 𝑈𝑖 ∈

𝜏 . Якщо 𝑊 = ∅, то 𝑊 ∈ 𝜏 . Якщо ж 𝑊 ̸= ∅, зафiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑊 . Ма-
ємо, що ∀𝑖 ∈ I : 𝑥 ∈ 𝑈𝑖. Оскiльки ∀𝑖 ∈ I : 𝑈𝑖 є деяким околом точки 𝑥 ∈ 𝑋,
а для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑋 iснує найменший окiл 𝑉 (𝑥) ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥), то
маємо, що ∀𝑖 ∈ I : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑈𝑖. Звiдси 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑊 для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑊 .
Отже, 𝑊 ∈ 𝜏 .

Нехай 𝑋 – довiльна множина, на якiй дiє вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑋. По-
кладемо для довiльного 𝑥 ∈ 𝑋:

↑ 𝑥 :=
⋃︁
𝑛⩾0

𝑓−𝑛(𝑥)

↓ 𝑥 :=
⋃︁
𝑛⩾0

𝑓𝑛(𝑥).
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Означення 3.2. Топологiчний простiр, породжений базою 𝛽 = {↑ 𝑥 :
𝑥 ∈ 𝑋} називається функцiональним простором Алєксандрова. ([3], с. 516)

Лема 3.3. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандрова. Тодi

∀𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑈 ∈ 𝜏𝑓 ⇐⇒ 𝑓−1(𝑈) ⊆ 𝑈 .

Доведення.

Необхiднiсть: Нехай 𝑈 ∈ 𝜏𝑓 . Покажемо, що тодi 𝑓−1(𝑈) ⊆ 𝑈 . Оскiльки
𝑈 ∈ 𝜏𝑓 , то 𝑈 =

⋃︀
𝑥∈𝑈

↑ 𝑥.

𝑓−1(𝑈) = 𝑓−1
(︁ ⋃︁

𝑥∈𝑈

↑ 𝑥
)︁
=

⋃︁
𝑥∈𝑈

𝑓−1( ↑ 𝑥) =
⋃︁
𝑥∈𝑈

𝑓−1
(︁ ⋃︀

𝑛⩾0
𝑓−𝑛(𝑥)

)︁
=

⋃︁
𝑥∈𝑈

(︁ ⋃︀
𝑛⩾0

𝑓−1
(︀
𝑓−𝑛(𝑥)

)︀)︁
=

⋃︁
𝑥∈𝑈

(︁ ⋃︀
𝑛⩾0

𝑓−𝑛
(︀
𝑓−1(𝑥)

)︀)︁
=

⋃︁
𝑥∈𝑈

↑
(︀
𝑓−1(𝑥)

)︀
⊆

⊆
⋃︁
𝑥∈𝑈

( ↑ 𝑥), бо ↑
(︀
𝑓−1(𝑥)

)︀
⊆ ↑ 𝑥 – за умовою 1 Теореми 3.16.

Оскiльки
⋃︀
𝑥∈𝑈

( ↑ 𝑥) = 𝑈 , то маємо, що 𝑓−1(𝑈) ⊆ 𝑈 .

Достатнiсть: Нехай 𝑓−1(𝑈) ⊆ 𝑈 . Покажемо, що тодi 𝑈 ∈ 𝜏𝑓 . Зафiксуємо
довiльну точку 𝑥 ∈ 𝑈 =⇒ 𝑓−1(𝑥) ∈ 𝑓−1(𝑈) =⇒ 𝑓−1(𝑥) ∈ 𝑈 =⇒
𝑓−2(𝑥) ∈ 𝑓−1(𝑈) =⇒ . . . =⇒ 𝑓−𝑛(𝑥) ∈ 𝑈 =⇒ . . .. Таким чином,
{𝑥} ∪ {𝑓−1(𝑥)} ∪ · · · ∪ {𝑓−𝑛(𝑥)} ∪ . . . = ↑ 𝑥 ⊆ 𝑈 . Отже, маємо, що: ∀𝑥 ∈ 𝑈 :
↑ 𝑥 ∈ 𝑈 . Звiдси 𝑈 =

⋃︀
𝑥∈𝑈

↑ 𝑥, а тому 𝑈 ∈ 𝜏 .

Твердження 3.4. [Зовнiшнiй критерiй бази ] ([6], с. 22) Нехай 𝑋 –
деяка множина, 𝛽 ⊆ 2𝑋 є базою деякої топологiї 𝜏 на X тодi i тiльки тодi,
якщо виконуються наступнi умови:

1.
⋃︀

𝐵∈𝛽 𝐵 = 𝑋;

2. ∀𝐵1, 𝐵2 ∈ 𝛽 ∀𝑥 ∈ 𝐵1 ∩𝐵2 ∃𝐵3 ∈ 𝛽 : 𝑥 ∈ 𝐵3 ⊆ 𝐵1 ∩𝐵2.

Означення 3.5. Топологiчний простiр (𝑋, 𝜏), задовольняє 𝑇0 - аксiому
вiдокремлюваностi, якщо: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 ∃𝑈 ∈ 𝜏 :

(︀
𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑦 /∈ 𝑈

)︀
∨
(︀
𝑥 /∈

𝑈 ∧ 𝑦 ∈ 𝑈
)︀
. ([2], с. 42)
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Означення 3.6. Топологiчний простiр (𝑋, 𝜏), задовольняє 𝑇1/2 - аксiому
вiдокремлюваностi, якщо: ∀𝑥 ∈ 𝑋 : {𝑥} – вiдкрита ∨ {𝑥} – замкнена. ([5],
с. 89)

Означення 3.7. Топологiчний простiр (𝑋, 𝜏), задовольняє 𝑇1 - аксiому
вiдокремлюваностi, якщо: ∀𝑥 ∈ 𝑋 : {𝑥} – замкнена. ([2], с. 31)

Означення 3.8. Топологiчний простiр (𝑋, 𝜏), називається субмаксима-

льним, якщо: ∀𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑈 – всюди щiльна =⇒ 𝑈 – вiдкрита.

Твердження 3.9. ([4], с. 4) Простiр Алєксандрова (𝑋, 𝜏) є простором
Вайберна тодi i тiльки тодi, коли: ∀𝑥 ∈ 𝑋 : | ↓ 𝑥| ⩽ 2.

Твердження 3.10. [Критерiй всюди щiльностi в топологiчному
просторi ] ([13], с. 36) Множина 𝐴 ⊆ 𝑋 топологiчного простору (𝑋, 𝜏)
є всюди щiльною тодi i тiльки тодi, коли вона перетинає його будь-яку

вiдкриту непорожню множину:

∀𝑈 ∈ 𝜏, 𝑈 ̸= ∅ : 𝐴 ∩ 𝑈 ̸= ∅.

Означення 3.11. Орiєнтований граф 𝐷 є впорядкованою парою мно-
жин (𝑉 (𝐷), 𝐴(𝐷)), де 𝐴(𝐷) ⊆ 𝑉 (𝐷)× 𝑉 (𝐷).

Означення 3.12. Нехай 𝑋 – довiльна множина, 𝑓 : 𝑋 → 𝑋.
Функцiональний орiєнтований граф Γ𝑓 є впорядкованою парою множин
(𝑉 (Γ𝑓), 𝐴(Γ𝑓)), де 𝑉 (Γ𝑓) = 𝑋, а 𝐴(Γ𝑓) = {(𝑥, 𝑓(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋}.

Для кожного орiєнтованого графа 𝐷 можемо визначити неорiєнтований
граф [𝐷].

Означення 3.13. Нехай 𝑋 – довiльна множина. Неорiєнтований граф

[𝐷] є впорядкованою парою множин (𝑉 ([𝐷]), 𝐸([𝐷])), де 𝑉 ([𝐷]) = 𝑋, а
𝐸([𝐷]) = {{𝑢, 𝑣} : 𝑢 ̸= 𝑣, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴(𝐷) ∨ (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐴(𝐷)}.

Означення 3.14. Нехай 𝐷 – орiєнтований граф, а 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷). Кажуть,
що 𝑣 досяжна iз 𝑢, якщо 𝑢 = 𝑣 або:

∃𝑛 ∈ N ∃𝑢1 = 𝑢, . . . , 𝑢𝑛 = 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷) : (𝑢1, 𝑢2), . . . , (𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) ∈ 𝐴(𝐷).
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3.2 Попереднi результати

Твердження 3.15. 𝛽𝑓 = { ↑ 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋} є базою деякої топологiї.

Доведення. Покажемо, що 𝛽𝑓 дiйсно є базою. Для цього скористаємося зов-
нiшнiм критерiєм бази Твердження 3.4.

⋃︁
𝐵∈𝛽𝑓

𝐵 =
⋃︁

𝐵∈{ ↑𝑥:𝑥∈𝑋}

𝐵 ⊇
⋃︁

𝑦∈{{𝑥}:𝑥∈𝑋}

𝑦 =
⋃︁
𝑦∈𝑋

𝑦 = 𝑋

Зафiксуємо ↑ 𝑥1, ↑ 𝑥2 ∈ 𝛽𝑓 та 𝑥3 ∈ ↑ 𝑥1 ∩ ↑ 𝑥2. У пунктi 2Теореми 3.16 ми
покажемо, що ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 : ↑ 𝑥1 ⊆ ↑ 𝑥2 ∨ ↑ 𝑥2 ⊆ ↑ 𝑥1 ∨ ↑ 𝑥1 ∩ ↑ 𝑥2 = ∅.
Не втрачаючи загальностi, покладемо ↑ 𝑥1 ⊆ ↑ 𝑥2. Розглянемо 𝐵3 = ↑ 𝑥3 ∈
𝛽𝑓 . 𝑥3 ∈ ↑ 𝑥3 – за означенням 𝛽𝑓 . ↑ 𝑥3 ⊆ ↑ 𝑥1 ∩ ↑ 𝑥2, бо 𝑥3 ∈ ↑ 𝑥1 ∩ ↑ 𝑥2.
Отже, 𝛽𝑓 дiйсно є базою.

Теорема 3.16. Нехай (𝑋, 𝜏) – простiр Алєксандрова. (𝑋, 𝜏) є функцiо-
нальним простором Алєксандрова тодi i тiльки тодi, коли виконуються

наступнi твердження:

1. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑉 (𝑦) ∨ 𝑉 (𝑦) ⊆ 𝑉 (𝑥) ∨ 𝑉 (𝑥) ∩ 𝑉 (𝑦) = ∅;

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋 :
(︁
∃𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊂ 𝑉 (𝑦) =⇒ ∀𝑧 ∈ 𝑋∖{𝑥} : 𝑉 (𝑥) ̸= 𝑉 (𝑧)

)︁
;

3. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑉 (𝑧) ⊆ 𝑉 (𝑦)} – скiнченна множина.

Доведення.

Необхiднiсть: Нехай, (𝑋, 𝜏𝑓) є функцiональним простором Алєксандрова.
Покажемо, що в такому разi для (𝑋, 𝜏𝑓) виконуються вищенаведенi твер-
дження.

1 : Доведемо вiд супротивного. Нехай ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : ( ↑ 𝑥 ⊈ ↑ 𝑦) ∧ ( ↑ 𝑦
⊈ ↑ 𝑥) ∧ ( ↑ 𝑦 ∩ ↑ 𝑥 ̸= ∅). Тодi ∃𝑎 ∈ 𝑋 : 𝑎 ∈ ↑ 𝑥 ∧ 𝑎 /∈ ↑ 𝑦, ∃𝑏 ∈ 𝑋 : 𝑏 ∈
↑ 𝑦 ∧ 𝑏 /∈ ↑ 𝑥 та ∃𝑐 ∈ 𝑋 : 𝑐 ∈ ↑ 𝑦 ∧ 𝑐 ∈ ↑ 𝑥. Звiдси ∃𝑚,𝑛 ∈ N : 𝑓𝑚(𝑐) = 𝑎
та 𝑓𝑛(𝑐) = 𝑏. Нехай 𝑚 > 𝑛. Тодi 𝑏 ∈ ↑ 𝑎. 𝑎 ∈ ↑ 𝑥, тобто ↑ 𝑎 ⊆ ↑ 𝑥. Звiдси
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𝑏 ∈ ↑ 𝑥. Отримали суперечнiсть.  Аналогiчно для 𝑛 > 𝑚. Якщо 𝑚 = 𝑛, то
𝑎 = 𝑏 =⇒ 𝑎 ∈ ↑ 𝑥 ∧ 𝑎 /∈ ↑ 𝑥. Отримали суперечнiсть.  

2 : Доведемо вiд супротивного. Нехай ∃𝑥, 𝑦 : ↑ 𝑥 ⊂ ↑ 𝑦 та ∃𝑧 ∈ 𝑋∖{𝑥} :
↑ 𝑥 = ↑ 𝑧. Оскiльки 𝑥 ̸= 𝑧, то функцiональний граф 𝐺𝑓 мiститиме цикл,
серед вершин якого будуть точки 𝑥, 𝑦 та 𝑧. Тобто ∃𝑛 ∈ N : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥.
Не складно помiтити, що ∀𝑖 ∈ N : ↑ 𝑥 = ↑ 𝑓 𝑖(𝑥) = ↑ 𝑓 𝑖 mod 𝑛(𝑥). Також,
оскiльки 𝑥 ∈ ↑ 𝑥 ⊂ ↑ 𝑦, то 𝑥 ∈ ↑ 𝑦. Це означає, що ∃𝑚 ∈ N : 𝑓𝑚(𝑥) = 𝑦.
Звiдси маємо, що ↑ 𝑥 = ↑ 𝑦. Отримали суперечнiсть.  

3 : Зафiксуємо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Покажемо, що [𝑥, 𝑦] := {𝑧 ∈ 𝑋 : ↑ 𝑥 ⊆ ↑ 𝑧 ⊆ ↑ 𝑦}
– скiнченна множина. Розглянемо 2 випадки: ↑ 𝑥 ⊆ ↑ 𝑦 та ↑ 𝑥 ⊈ ↑ 𝑦.
Якщо ↑ 𝑥 ⊈ ↑ 𝑦, то [𝑥, 𝑦] = ∅ – скiнченна множина. Якщо ж ↑ 𝑥 ⊆ ↑ 𝑦,
то ∃𝑛 ∈ N : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑦, причому якщо |M| := |{𝑚 ∈ N : 𝑓𝑚(𝑥) = 𝑦}| > 1,
то нехай 𝑛 = min𝑚∈MM. Зафiксуємо 𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦]. Оскiльки ↑ 𝑥 ⊆ ↑ 𝑧 ⊆ ↑ 𝑦,
то ∃𝑙, 𝑝 ∈ N : 𝑓 𝑙(𝑥) = 𝑧, 𝑓 𝑝(𝑧) = 𝑦. Розглянемо 2 випадки: 𝑙 ⩽ 𝑛 та 𝑙 > 𝑛.
Якщо 𝑙 ⩽ 𝑛, то 𝑧 = 𝑓 𝑙(𝑥) ∈ {𝑥, 𝑓(𝑥), . . . , 𝑓𝑛−1(𝑥), 𝑦}. Якщо ж 𝑙 > 𝑛, то
маємо: 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑦, 𝑓 𝑙−𝑛(𝑦) = 𝑧, 𝑓 𝑝(𝑧) = 𝑦. Звiдси 𝑓 𝑙−𝑛+𝑝(𝑦) = 𝑦. Отже, маємо
𝑦 – цикл. Тодi 𝑧 = 𝑓 𝑙−𝑛(𝑦) – лежить на 𝑦 – циклi (скiнченна множина).
Таким чином, [𝑥, 𝑦] = {𝑥, 𝑓(𝑥), . . . , 𝑓𝑛−1(𝑥), 𝑦} ∪ [𝑦] – скiнченна множина,
як об’єднання скiнченних множин.

Достатнiсть: Нехай для простору Алєксандрова (𝑋, 𝜏) виконуються вище-
наведенi твердження. Покажемо, що тодi такий простiр дiйсно є функцiо-
нальним простором Алєксандрова.

Розглянемо вiдношення еквiвалентностi на 𝑋 : 𝑎 ∼ 𝑏 ⇐⇒ 𝑉 (𝑎) = 𝑉 (𝑏).

Зафiксуємо 𝑎 ∈ 𝑋. Покладемо [𝑎] := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑎)} ∈ 𝑋/∼.

За умовою 3, {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑧) ⊆ 𝑉 (𝑎)} = {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) = 𝑉 (𝑧)} = [𝑎]
– скiнченна. Також [𝑎] ̸= ∅, оскiльки 𝑎 ∈ [𝑎].

Розглянемо 2 випадки:

1. Нехай ∃𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑦).

За умовою 2, ∀𝑧 ∈ 𝑋∖{𝑎} : 𝑉 (𝑎) ̸= 𝑉 (𝑧). Таким чином, [𝑎] = {𝑎}.
За умовою 3, {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑧) ⊆ 𝑉 (𝑦)} := [𝑎, 𝑦] – скiнченна.
За умовою 1, ∀𝑧𝑖, 𝑧𝑗 ∈ [𝑎, 𝑦] ⊆ 𝑋 : 𝑉 (𝑧𝑖) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑗) ∨ 𝑉 (𝑧𝑗) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑖) ∨ 𝑉 (𝑧𝑖) ∩
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𝑉 (𝑧𝑗) = ∅. Розглянемо 𝑧𝑖, 𝑧𝑗 ∈ [𝑎, 𝑦] ⊆ 𝑋. Оскiльки 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑖) ⊆ 𝑉 (𝑦)
та 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑗) ⊆ 𝑉 (𝑦), то 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑖) ∩ 𝑉 (𝑧𝑗).

В такому разi, ∀𝑧𝑖, 𝑧𝑗 ∈ [𝑎, 𝑦] ⊆ 𝑋 : 𝑉 (𝑧𝑖) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑗) ∨ 𝑉 (𝑧𝑗) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑖). Не
втрачаючи загальностi вважатимемо, що 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑧1) ⊆ 𝑉 (𝑧2) ⊆ . . . ⊆
𝑉 (𝑧𝑛) ⊆ 𝑉 (𝑦), де [𝑎, 𝑦] = {𝑎, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, 𝑦}. Покладемо 𝑓(𝑎) = 𝑧1.

2. Нехай ∀𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) ̸⊂ 𝑉 (𝑦).

Нехай [𝑎] = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}. Покладемо ∀𝑖 ∈ 1, 𝑛− 1 : 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖+1 та 𝑓(𝑎𝑛) =
𝑎1.

Також зауважимо, що ∀𝑎 ∈ 𝑋 ∃! [𝑎] ∈ 𝑋/∼ : 𝑎 ∈ [𝑎]. Отже, 𝑓 – коректно
визначена.

Покажемо, що 𝜏𝑓 – функцiональний простiр Алєксандрова. Для цього за-
фiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑋 та покажемо, що 𝑉 (𝑥) = ↑ 𝑥. Для цього продемон-
струємо, що 𝑉 (𝑥) ⊆ ↑ 𝑥 та 𝑉 (𝑥) ⊇ ↑ 𝑥.

∀𝑎 ∈ 𝑋 : 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑥) =⇒ 𝑧 ∈ ↑ 𝑥 :

Нехай 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑥). Розглянемо множину [𝑎, 𝑥]. За умовою 3, вона є скiн-
ченною. За допомогою методу математичної iндукцiї покажемо, що 𝑎 ∈ ↑ 𝑥.
База iндукцiї |[𝑎, 𝑥]| = 1 : 𝑎 = 𝑥 ∈ ↑ 𝑥. Крок iндукцiї |[𝑎, 𝑥]| ⩾ 2. Якщо
𝑉 (𝑎) = 𝑉 (𝑥), то за побудовою 𝑓 , 𝑎 та 𝑥 лежать у спiльному циклi. Звiдси
маємо, що 𝑎 ∈ ↑ 𝑥. Нехай тепер 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑥). Тодi розглянемо 𝑦, такий, що
𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑦). Нехай [𝑎, 𝑥] = {𝑎, 𝑧′

1, . . . , 𝑧
′

𝑚 = 𝑥}, а [𝑎, 𝑦] = {𝑎, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 = 𝑦}.
Розглянемо 2 наступнi варiанти: 𝑧

′

1 ̸= 𝑧1 та 𝑧
′

1 = 𝑧1.

Нехай 𝑧
′

1 ̸= 𝑧1. Тодi 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑧
′

1)∩𝑉 (𝑧1). За умовою 1, 𝑉 (𝑧
′

1) ⊆ 𝑉 (𝑧1) або
𝑉 (𝑧1) ⊆ 𝑉 (𝑧

′

1). Якщо 𝑉 (𝑧
′

1) ⊂ 𝑉 (𝑧1), то 𝑧
′

1 ∈ [𝑎, 𝑦]. Тому 𝑧
′

1 = 𝑧𝑖 для 𝑖 ⩾ 2.
Отримали суперечнiсть, оскiльки 𝑉 (𝑧1) ⊆ 𝑉 (𝑧𝑖). Аналогiчнi мiркування
можемо застосувати i для випадку 𝑉 (𝑧1) ⊂ 𝑉 (𝑧

′

1), а отже 𝑉 (𝑧1) = 𝑉 (𝑧
′

1).
В такому разi, за умовою 2: 𝑉 (𝑧1) = 𝑉 (𝑧

′

1) = 𝑉 (𝑧
′

2) = . . . = 𝑉 (𝑥). За
побудовою 𝑓 , 𝑧1 та 𝑥 лежать на спiльному циклi, але при цьому 𝑧1 = 𝑓(𝑎).
Отже, 𝑎 ∈ ↑ 𝑥.

Тепер нехай 𝑧
′

1 = 𝑧1. Оскiльки [𝑧
′

1, 𝑥] ⊂ [𝑎, 𝑥] та 𝑎 /∈ [𝑧
′

1, 𝑥], то 𝑧
′

1 ∈
𝑉 (𝑥) та |[𝑧′

1, 𝑥]| < |[𝑎, 𝑥]|. За умовою 2, 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑧
′

1), бо 𝑉 (𝑎) ⊂ 𝑉 (𝑧). За
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припущенням iндукцiї, 𝑧
′

1 ∈ ↑ 𝑥, але 𝑓(𝑎) = 𝑧1 = 𝑧
′

1 ∈ ↑ 𝑥 – за побудовою.
Отже, 𝑎 ∈ ↑ 𝑥.

∀𝑎 ∈ 𝑋 : 𝑎 ∈ ↑ 𝑥 =⇒ 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑥) :

Нехай 𝑎 ∈ ↑ 𝑥. Тодi ∃𝑛 ⩾ 0 : 𝑓𝑛(𝑎) = 𝑥. Покажемо за допомогою методу
математичної iндукцiї, що 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑥). База iндукцiї 𝑛 = 0 : 𝑎 = 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥).
Крок iндукцiї 𝑛 ⩾ 1 : розглянемо елемент 𝑏 = 𝑓(𝑎). Тодi 𝑓𝑛−1(𝑏) = 𝑥.
За припущенням iндукцiї, 𝑏 ∈ 𝑉 (𝑥). Звiдси 𝑉 (𝑏) ⊂ 𝑉 (𝑥). За побудовою 𝑓
маємо: 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑓(𝑎)). Тому 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑎) ⊆ 𝑉 (𝑏) ⊂ 𝑉 (𝑥). Отже, 𝑎 ∈ 𝑉 (𝑥).

Приклад 3.17. Наведемо приклад простору Алєксандрова, що задо-
вольняє 1 та 2 умови, але не задовольняє умову 3 .

Нехай 𝑋 = N ∪ {0}. Топологiя 𝜏 породжена базою 𝛽 = {𝑉 (𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑋},
де 𝑉 (0) = 0, а ∀𝑛 ∈ N : 𝑉 (𝑛) = {0, 𝑛, 𝑛 + 1, . . .}. Спершу покажемо, що
такий набiр вiдкритих множин дiйсно є базою. Для цього скористаємося
зовнiшнiм критерiєм бази Твердження 3.4.

⋃︁
𝑉 (𝑛)∈𝛽

𝑉 (𝑛) ⊇ 𝑉 (1) = N ∪ {0} = 𝑋

Зафiксуємо 𝑉 (𝑚), 𝑉 (𝑛) ∈ 𝛽,𝑚 ⩾ 𝑛 та 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑚) ∩ 𝑉 (𝑛) = 𝑉 (𝑚). Роз-
глянемо 𝑉 (𝑥) ∈ 𝛽. Тодi 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑉 (𝑚).

Тепер покажемо, що наведений простiр Алєксандрова задовольняє умо-
ви 1 та 2 . Виконання умови 1 є очевидним. Перевiримо виконання
умови 2 . Зафiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 /∈ {0, 1}. Тодi ∃𝑦 = 𝑥−1 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊂
𝑉 (𝑥− 1). Зафiксуємо точку 𝑧 ∈ 𝑋 ∖ {𝑥}. Дiйсно, 𝑉 (𝑥) ̸= 𝑉 (𝑧). Якщо 𝑥 = 0,
то ∃𝑦 = 1 ∈ 𝑋 : 𝑉 (0) = 0 ⊂ 𝑉 (1) = N∪{0}. Тодi ∀𝑧 ∈ N : 𝑉 (0) = 0 ̸= 𝑉 (𝑧).
Якщо ж 𝑥 = 1, то ∄𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (1) = 𝑋 ⊂ 𝑉 (𝑦).

Нарештi продемонструємо, що ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊆ 𝑉 (𝑧) ⊆
𝑉 (𝑦)} – нескiнченна множина. Розглянемо точки 𝑥 = 0 та 𝑦 = 1. 𝑉 (0) = 0,
𝑉 (1) = N∪{0} = 𝑋. Тодi {𝑧 ∈ 𝑋 : 0 ⊆ 𝑉 (𝑧) ⊆ N∪{0}} = 𝑋 – нескiнченна.

Приклад 3.18. Наведемо приклад простору Алєксандрова, що задо-
вольняє 1 та 3 умови, але не задовольняє умову 2 .
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Нехай𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Розглянемо наступну топологiю 𝜏 на𝑋 : 𝜏 = {∅, 𝑋,
{𝑎, 𝑏}}. Виконання умов 1 та 3 є очевидним. Покажемо, що ∃𝑥 ∈ 𝑋 :(︁
∃𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊂ 𝑉 (𝑦)

)︁
∧
(︁
∃𝑧 ∈ 𝑋∖{𝑥} : 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑧)

)︁
. Нехай 𝑥 = 𝑎,

тодi ∃𝑦 = 𝑐 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑎) = {𝑎, 𝑏} ⊂ 𝑉 (𝑐) = 𝑋 та ∃𝑧 = 𝑏 ∈ 𝑋 ∖ {𝑎} : 𝑉 (𝑎) =
{𝑎, 𝑏} = 𝑉 (𝑏).

Приклад 3.19. Наведемо приклад простору Алєксандрова, що задо-
вольняє 2 та 3 умови, але не задовольняє умову 1 .

Нехай𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Розглянемо наступну топологiю 𝜏 на𝑋 : 𝜏 = {∅, 𝑋,
{𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}}. Виконання умови 3 є очевидним. Покажемо, що ∀𝑥 ∈
𝑋 :

(︁
∃𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑉 (𝑥) ⊂ 𝑉 (𝑦) =⇒ ∀𝑧 ∈ 𝑋∖{𝑥} : 𝑉 (𝑥) ̸= 𝑉 (𝑧)

)︁
.

� 𝑥 = 𝑎 : ∃𝑦 = 𝑏 : 𝑉 (𝑎) = {𝑎} ⊂ 𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑏}. Покажемо, що ∀𝑧 ∈
{𝑏, 𝑐} : 𝑉 (𝑎) ̸= 𝑉 (𝑧). Якщо 𝑧 = 𝑏, то 𝑉 (𝑎) = {𝑎} ̸= 𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑏}.
Якщо ж 𝑧 = 𝑐, то 𝑉 (𝑎) = {𝑎} ≠ 𝑉 (𝑐) = {𝑎, 𝑐}.

� 𝑥 = 𝑏 : ∄𝑦 : 𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑏} ⊂ 𝑉 (𝑦).

� 𝑥 = 𝑐 : ∄𝑦 : 𝑉 (𝑐) = {𝑎, 𝑐} ⊂ 𝑉 (𝑦).

Тепер покажемо, що ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑉 (𝑥) ⊈ 𝑉 (𝑦)) ∧ (𝑉 (𝑦) ⊈ 𝑉 (𝑥)) ∧ (𝑉 (𝑦)
∩ 𝑉 (𝑥) ̸= ∅). Нехай 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑐. Тодi (𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑏} ⊈ 𝑉 (𝑐) = {𝑎, 𝑐}) ∧
(𝑉 (𝑐) = {𝑎, 𝑐} ⊈ 𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑏}) ∧ (𝑉 (𝑐) ∩ 𝑉 (𝑏) = {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑎, 𝑏} = {𝑎} ≠ ∅).
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4 Основнi результати

4.1 ФПА та аксiоми вiдокремлюваностi

Лема 4.1. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандрова. Одно-
точкова множина {𝑥} є вiдкритою тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 /∈ 𝑓(𝑋).

Доведення.

Достатнiсть: Доведемо вiд супротивного. Нехай 𝑥 – вiдкрита множина
та ∃𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 : 𝑓(𝑦) = 𝑥. Оскiльки 𝑥 – вiдкрита, то найменший
окiл ↑ 𝑥 = {𝑥}, але {𝑥} не може бути найменшим околом точки 𝑥, адже
𝑓−1(𝑥) = 𝑦, тобто ↑ 𝑥 = {𝑥} ∪ {𝑦} ∪ . . .. Отримали суперечнiсть.  

Необхiднiсть: Нехай ∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 : 𝑓(𝑦) ̸= 𝑥. Тодi ↑ 𝑥 = {𝑥}. Звiдси
маємо, що 𝑥 – вiдкрита множина.

Лема 4.2. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандрова. Одно-
точкова множина {𝑥} є замкненою тодi i тiльки тодi, коли 𝑓(𝑥) = 𝑥.

Доведення.

Достатнiсть: Нехай 𝑓(𝑥) = 𝑥. Тодi ∀𝑎 ∈ 𝑋/𝑥 : 𝑥 /∈ ↑ 𝑎. Розглянемо множи-
ну 𝑋 ∖ {𝑥}:

𝑋 ∖ {𝑥} =
⋃︁

𝑎∈𝑋∖{𝑥}

↑ 𝑎 – вiдкрита

Звiдси маємо, що {𝑥} – замкнена.

Необхiднiсть: Доведемо вiд супротивного. Нехай {𝑥} – замкнена та ∃𝑦 ∈
𝑋, 𝑦 ̸= 𝑥 : 𝑦 = 𝑓(𝑥). Тодi 𝑋 ∖ {𝑥} – вiдкрита, а отже її можна представити
у виглядi об’єднання елементiв з бази:

𝑋∖{𝑥} =
⋃︁

𝑧∈
(︀
𝑋∖{𝑥}

)︀ ↑ 𝑧 =
⋃︁

𝑧∈
(︀
𝑋∖
(︀
{𝑥}∪{𝑦}

)︀)︀ ↑ 𝑧 ∪ ↑ 𝑦 =

=
⋃︁

𝑧∈
(︀
𝑋∖
(︀
{𝑥}∪{𝑦}

)︀)︀ ↑ 𝑧 ∪ {𝑦} ∪ {𝑥} ∪ . . . = 𝑋.
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Отримали суперечнiсть.  

Твердження 4.3. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандро-
ва. Тодi (𝑋, 𝜏𝑓) задовольняє 𝑇0 - аксiому вiдокремлюваностi тодi i тiльки

тодi, коли кожна 𝑓 – перiодична точка є нерухомою.

Доведення.

Достатнiсть: Нехай кожна 𝑓 – перiодична точка є нерухомою. Покаже-
мо, що тодi ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 ∃𝑈 ∈ 𝜏 :

(︀
𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑦 /∈ 𝑈

)︀
∨
(︀
𝑥 /∈ 𝑈 ∧ 𝑦 ∈ 𝑈

)︀
.

Зафiксуємо довiльнi точки 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦. Розглянемо 2 випадки: «при-
наймнi одна з двох фiксованих точок є перiодичною» та «жодна з точок не
є перiодичною».

Нехай точка 𝑥 – перiодична, тобто ∃𝑛 ∈ N : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥. Покажемо, що
∃𝑈 ∈ 𝜏 :

(︀
𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑦 /∈ 𝑈

)︀
∨
(︀
𝑥 /∈ 𝑈 ∧ 𝑦 ∈ 𝑈

)︀
. Тодi вона є нерухомою:

𝑓(𝑥) = 𝑥. Тодi заЛемою 4.2 одноточкова множина {𝑥} є замкненою. Звiдси
𝑋 ∖ {𝑥} ∈ 𝜏 . Таким чином 𝑈 = 𝑋 ∖ {𝑥} ∈ 𝜏 : 𝑥 /∈ 𝑋 ∖ {𝑥} ∧ 𝑦 ∈ 𝑋 ∖ {𝑥} –
бо 𝑥 ̸= 𝑦. Аналогiчнi мiркування можемо застосувати i для випадку, якщо
перiодичною є точка 𝑦.

Нехай 𝑥 та 𝑦 не є перiодичними. Оскiльки 𝑥 ̸= 𝑦, то ↑ 𝑥 ̸= ↑ 𝑦. За Твер-
дженням 3.16, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : ↑ 𝑥 ⊆ ↑ 𝑦 ∨ ↑ 𝑦 ⊆ ↑ 𝑥 ∨ ↑ 𝑥 ∩ ↑ 𝑦 = ∅.
Таким чином, маємо: ↑ 𝑥 ⊂ ↑ 𝑦 ∨ ↑ 𝑦 ⊂ ↑ 𝑥 ∨ ↑ 𝑥 ∩ ↑ 𝑦 = ∅. Нехай
↑ 𝑥 ⊂ ↑ 𝑦. Тодi 𝑈 = ↑ 𝑥 ∈ 𝜏 : 𝑥 ∈ ↑ 𝑥 ∧ 𝑦 /∈ ↑ 𝑦. Аналогiчнi мiркування
можемо застосувати i для випадку ↑ 𝑦 ⊂ ↑ 𝑥. Якщо ж ↑ 𝑥 ∩ ↑ 𝑦 = ∅, то
в якостi 𝑈 можемо обрати будь-яку з двох множин: ↑ 𝑥 або ↑ 𝑦.

Необхiднiсть: Доведемо вiд супротивного. Нехай функцiональний простiр
Алєксандрова задовольняє 𝑇0 - аксiому вiдокремлюваностi та iснує перiо-
дична точка 𝑎, яка не є нерухомою. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 ∃𝑈 ∈ 𝜏 :

(︀
𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑦 /∈

𝑈
)︀
∨
(︀
𝑥 /∈ 𝑈∧𝑦 ∈ 𝑈

)︀
та ∃𝑧 ∈ 𝑋/𝑎 ∃𝑚,𝑛 ∈ N : (𝑓𝑛(𝑎) = 𝑧)∧(𝑓𝑚(𝑧) = 𝑎). Звiд-

си ↑ 𝑎 = ↑ 𝑧, причому 𝑧 ∈ ↑ 𝑎 та 𝑎 ∈ ↑ 𝑧. Покажемо, що ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦
∀𝑈 ∈ 𝜏 :

(︀
𝑥 /∈ 𝑈 ∨ 𝑦 ∈ 𝑈

)︀
∧
(︀
𝑥 ∈ 𝑈 ∨ 𝑦 /∈ 𝑈

)︀
. Для цього розглянемо то-

чки 𝑎, 𝑧 ∈ 𝑋 та зафiксуємо довiльну вiдкриту множину 𝑈 ⊆ 𝑋. Оскiльки
𝑈 ∈ 𝜏 , то 𝑈 =

⋃︀
𝑐∈𝑈 ↑ 𝑐. Тому

(︀(︀
𝑎 /∈ 𝑈 ∨ 𝑧 ∈ 𝑈

)︀
∧
(︀
𝑎 ∈ 𝑈 ∨ 𝑧 /∈ 𝑈

)︀)︀
⇐⇒(︀(︀

↑ 𝑎 /∈ 𝑈∨ ↑ 𝑧 ∈ 𝑈
)︀
∧
(︀

↑ 𝑎 ∈ 𝑈∨ ↑ 𝑧 /∈ 𝑈
)︀)︀
. Оскiльки ↑ 𝑎 = ↑ 𝑧, то

маємо:
(︀(︀

↑ 𝑎 /∈ 𝑈∨ ↑ 𝑎 ∈ 𝑈
)︀
∧
(︀

↑ 𝑧 ∈ 𝑈∨ ↑ 𝑧 /∈ 𝑈
)︀)︀

⇐⇒ 1. Отже,
отримали суперечнiсть.  
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Лема 4.4. Нехай (𝑋, 𝜏) – довiльний топологiчний простiр. Якщо (𝑋, 𝜏)
є субмаксимальним (Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8), то вiн задовольняє 𝑇1/2 аксiому вiд-

окремлюваностi (Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6).

Доведення. Нехай ∀𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑈 – всюди щiльна =⇒ 𝑈 – вiдкрита. За-
фiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑋. Покажемо, що якщо {𝑥} – не вiдкрита, то {𝑥} –
замкнена. Оскiльки {𝑥} – не вiдкрита, то 𝑋 ∖{𝑥} – всюди щiльна множина.
З субмаксимальностi простору (𝑋, 𝜏) маємо, що 𝑋 ∖ {𝑥} – вiдкрита. Звiдси
{𝑥} – замкнена, як доповнення до вiдкритої множини. Тепер покажемо, що
якщо {𝑥} – не замкнена, то {𝑥} – вiдкрита. Оскiльки {𝑥} – не замкнена,
то 𝑋 ∖ {𝑥} – не вiдкрита. З субмаксимальностi простору (𝑋, 𝜏) маємо, що
𝑋 ∖ {𝑥} – не всюди щiльна. Натомiсть 𝑋 – всюди щiльна. Звiдси маємо, що
{𝑥} – вiдкрита множина.

Твердження 4.5. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандро-
ва. Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1. (𝑋, 𝜏𝑓) задовольняє 𝑇1/2 - аксiому вiдокремлюваностi (Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6Означення 3.6);

2. ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓(𝐴) – замкнена;

3. 𝑓 є iдемпотентною (∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥));

4. (𝑋, 𝜏𝑓) є субмаксимальним простором (Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8Означення 3.8).

Доведення. Доведемо дане твердження "по колу".

1 =⇒ 2 : Покажемо, що ∀𝑥 ∈ 𝑋 : {𝑥} – вiдкрита ∨ {𝑥} – замкнена
=⇒ ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓(𝐴) – замкнена. Зафiксуємо множину 𝐴 ⊆ 𝑋. Покажемо,
що ∀𝑎 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓(𝑎) – замкнена. I тодi матимемо:

⋃︀
𝑎∈𝐴

𝑓(𝑎) = {𝑓(𝑎) : 𝑎 ∈

𝐴} = 𝑓(𝐴) – замкнена, бо простiр Алєксандрова.

Розiб’ємо це твердження на двi частини, розглянувши вiдкритi одноточковi
та замкненi одноточковi множини окремо.

Покажемо, що ∀𝑥 ∈ 𝑋, {𝑥} – вiдкрита : 𝑓(𝑥) – замкнена. Доведемо вiд
супротивного. Нехай ∃𝑥 ∈ 𝑋, {𝑥} – вiдкрита : 𝑓(𝑥) – не замкнена. В силу
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𝑇1/2 : 𝑓(𝑥) – вiдкрита. Але 𝑓(𝑥) не може бути вiдкритою, оскiльки {𝑥} ∪
{𝑓(𝑥)} ⊆ ↑ 𝑓(𝑥) – найменший окiл {𝑓(𝑥)}. Отримали суперечнiсть.  

У Лемi 4.2 ми показали еквiвалентнiсть умов «{𝑥} є замкненою множи-
ною» та наступної умови: ∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 : 𝑦 ̸= 𝑓(𝑥) (або iнакше: 𝑓(𝑥) = 𝑥).
Звiдси маємо: ∀𝑥 ∈ 𝑋, {𝑥} – замкнена : 𝑓(𝑥) = 𝑥. Отже, i 𝑓(𝑥) – замкнена.

2 =⇒ 3 : Доведемо вiд супротивного. Нехай ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓(𝐴) – замкнена
множина та ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑓(𝑥)) ̸= 𝑓(𝑥). В такому разi маємо, що: ∃𝑦 ∈ 𝑋/𝑥 :
𝑦 = 𝑓(𝑥) та ∃𝑧 ∈ 𝑋/𝑦 : 𝑧 = 𝑓(𝑦). Розглянемо одноточкову множину {𝑥}.
Її образ 𝑓(𝑥) = 𝑦 є замкненою множиною. За Лемою 4.2 𝑓(𝑦) = 𝑦 ̸= 𝑧.
Отримали суперечнiсть.  

3 =⇒ 4 : Доведемо вiд супротивного. Нехай 𝑓 є iдемпотентною, тобто
∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥)) та ∃𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑈 – всюди щiльна та 𝑈 – не
вiдкрита. Оскiльки 𝑈 – не вiдкрита, то маємо, що: 𝑓−1(𝑈) ⊈ 𝑈 . Це означає,
що ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈) ∧ 𝑥 /∈ 𝑈 . Звiдси ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 ∧ 𝑥 /∈ 𝑈 .
Оскiльки 𝑓 – iдемпотентна, то ∀𝑦 ∈ 𝑋/𝑥 : 𝑓(𝑦) ̸= 𝑥, тобто 𝑓−1(𝑥) = ∅.
Тодi {𝑥} – вiдкрита, бо ↑ 𝑥 = {𝑥}, але 𝑥 /∈ 𝑈 . Отже, 𝑈 – не всюди щiльна
множина. Отримали суперечнiсть.  

4 =⇒ 1 : За Лемою 4.4 маємо доведення i для ФПА.

Наслiдок 4.6. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандрова,

що задовольняє 𝑇1/2 - аксiому вiдокремлюваностi. Тодi вiн є простором

Вайберна (Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9Твердження 3.9).

Доведення. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) задовольняє 𝑇1/2 - аксiому вiдокремлюваностi,
тобто за Твердженням 4.5 : ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥). Зафiксуємо точку
𝑥 ∈ 𝑋. Тодi ↓ 𝑥 = {𝑥} ∪ {𝑓(𝑥)}. Таким чином, дiйсно | ↓ 𝑥| ⩽ 2.

Твердження 4.7. Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксандро-
ва. Тодi (𝑋, 𝜏𝑓) задовольняє 𝑇1 - аксiому вiдокремлюваностi (Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7Означення 3.7)
тодi i тiльки тодi, коли ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑖𝑑(𝑥) = 𝑥.

Доведення.

19



Достатнiсть: Нехай ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑥. Тодi ∀𝑥 ∈ 𝑋 : ↑ 𝑥 = {𝑥} – вiдкрита
множина. Звiдси ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑋∖{𝑥} – вiдкрита, як довiльне об’єднання вiд-
критих одноточкових множин {𝑦} для всiх 𝑦 ∈ 𝑋∖{𝑥}. Отже, ∀𝑥 ∈ 𝑋 : {𝑥}
– замкнена.

Необхiднiсть: Оскiльки 𝑇1 - простiр задовольняє умови 𝑇1/2 - простору,
то вже маємо маємо необхiдне доведення у Лемi 4.2.
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4.2 Неперервнiсть вiдображення у ФПА

Твердження 4.8. Нехай 𝑋, 𝑌 – довiльнi множини, 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, 𝑓 ′ :
𝑌 → 𝑌 . Тодi 𝑔 : (𝑋, 𝜏𝑓) → (𝑌, 𝜏𝑓 ′) є неперервним тодi i тiльки тодi, коли

𝑔 як вiдображення iз Γ𝑓 у Γ𝑓 ′ зберiгає вiдношення досяжностi.

Доведення.

Необхiднiсть: Нехай 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 та 𝑏 досяжна з 𝑎 в графi Γ𝑓 . Тодi ∃𝑛 ⩾
0 : 𝑓𝑛(𝑎) = 𝑏. Тому 𝑏 ∈ Cl{𝑎}. 𝑔(Cl{𝑎}) ⊆ Cl(𝑔({𝑎})) = Cl({𝑔(𝑎)}). Тому
𝑔(𝑏) ∈ Cl({𝑔(𝑎)}). Звiдси маємо, що 𝑔(𝑏) досяжна з 𝑔(𝑎) в графi Γ𝑓 ′.

Достатнiсть: Нехай 𝑥 ∈ 𝑋. Покажемо, що вiдображення 𝑔 є неперервним
в точцi 𝑥. Для цього продемонструємо, що 𝑔(𝑉𝑓(𝑥)) ⊆ 𝑉𝑓 ′(𝑔(𝑥)). Нехай 𝑦 ∈
𝑔(𝑉𝑓(𝑥)). Тодi 𝑦 = 𝑔(𝑎) для деякого 𝑎 ∈ 𝑉𝑓(𝑥). Тодi 𝑥 досягається iз 𝑎 в
графi Γ𝑓 . За умовою, 𝑔(𝑥) досягається iз 𝑔(𝑎) в графi Γ𝑓 ′. Тому 𝑔(𝑎) ∈
𝑉𝑓 ′(𝑔(𝑥)).

Наслiдок 4.9. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑋. Тодi 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑓) → (𝑋, 𝜏𝑓) є неперерв-
ним.

Доведення. Нехай 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 (Γ𝑓) та 𝑏 досягається iз 𝑎 в Γ𝑓 . Тодi ∃𝑛 ⩾ 0 :
𝑓𝑛(𝑎) = 𝑏. Звiдси маємо, що 𝑓(𝑓𝑛(𝑎)) = 𝑓𝑛(𝑓(𝑎)) = 𝑓(𝑏). Таким чином, 𝑓(𝑏)
досягається iз 𝑓(𝑎) у Γ𝑓 . Отже, за Твердженням 4.8 вiдображення 𝑓 є
неперервним.

Лема 4.10. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 . Тодi ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))) = 𝑓−1(𝐴).

Доведення. Зафiксуємо множину 𝐴 ⊆ 𝑋. Покажемо, що 𝑓−1(𝐴) ⊆ 𝑓−1(𝑓(
𝑓−1(𝐴))). Нехай 𝐵 := 𝑓−1(𝐴). Дiйсно, тодi 𝐵 ⊆ 𝑓−1(𝑓(𝐵)).

Тепер покажемо, що 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))) ⊆ 𝑓−1(𝐴). Оскiльки 𝑓(𝑓−1(𝐴)) ⊆ 𝐴, а
також за монотоннiстю прообразу 𝑓−1 маємо, що 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))) ⊆ 𝑓−1(𝐴).

Таким чином маємо, що ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))) ⊆ 𝑓−1(𝐴) ∧ 𝑓−1(𝐴) ⊆
𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))), що еквiвалентно: ∀𝐴 ⊆ 𝑋 : 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐴))) = 𝑓−1(𝐴).
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Твердження 4.11. [Опис найбiльшої топологiї 𝜏 на 𝑋, вiдносно
якої 𝑓 – неперервна ] Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксан-

дрова, (𝑋, 𝜏) – довiльний топологiчний простiр. Нехай 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑓) → (𝑋, 𝜏)
– неперервна. Тодi 𝜏 = {𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈 ⊆ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋)} є найбiльшою

топологiєю на 𝑋, вiдносно якої 𝑓 – неперервна.

Доведення.

Спершу покажемо, що даний набiр множин дiйсно є топологiєю.

1. ∅, 𝑋 ∈ 𝜏 – очевидно.

2. Нехай ∀𝑖 ∈ I : {𝑈𝑖 ⊆ 𝑋 : 𝑖 ∈ I} ⊆ 𝜏 . Покажемо, що тодi
⋃︀
𝑖∈I

𝑈𝑖 ∈ 𝜏 .

𝑓−1
(︁⋃︁

𝑖∈I

𝑈𝑖

)︁
∖
(︁⋃︁

𝑖∈I

𝑈𝑖

)︁
=

(︁⋃︁
𝑖∈I

𝑓−1(𝑈𝑖)
)︁
∖
(︁⋃︁

𝑖∈I

𝑈𝑖

)︁
=

=
⋃︁
𝑗∈I

(︁
𝑓−1(𝑈𝑗) ∖

⋃︁
𝑖∈I

𝑈𝑖

)︁
⊆

⋃︁
𝑗∈I

(︁
𝑓−1(𝑈𝑗) ∖ 𝑈𝑗

)︁
⊆ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋).

3. Нехай 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝜏 . Покажемо, що тодi (𝑈1 ∩ 𝑈2) ∈ 𝜏 .

𝑓−1
(︁
𝑈1∩𝑈2

)︁
∖
(︁
𝑈1∩𝑈2

)︁
=

(︁
𝑓−1(𝑈1∩𝑈2)∖𝑈1

)︁
∪
(︁
𝑓−1(𝑈1∩𝑈2)∖𝑈2

)︁
⊆

⊆
(︁
𝑓−1(𝑈1) ∖ 𝑈1

)︁
∪
(︁
𝑓−1(𝑈2) ∖ 𝑈2

)︁
⊆ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋).

Тепер покажемо, що 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑓) → (𝑋, 𝜏) дiйсно є неперервною. Для цього
зафiксуємо 𝑈 ∈ 𝜏 та продемонструємо, що 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝜏𝑓 . Розглянемо мно-

жину 𝑓−1
(︀
𝑓−1(𝑈)

)︀
=

(︁
𝑓−1

(︀
𝑓−1(𝑈) ∩ 𝑈

)︀
∪ 𝑓−1

(︀
𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈

)︀)︁
⊆ 𝑓−1(𝑈), бо(︁

𝑓−1(𝑈) ∩ 𝑈
)︁
⊆ 𝑈 та 𝑓−1

(︁
𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈

)︁
= ∅ (бо 𝑈 ∈ 𝜏 ). Таким чином, за

Лемою 3.3 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝜏𝑓 .

Нарештi, покажемо, що топологiя 𝜏 = {𝑈 ⊆ 𝑋 : 𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈 ⊆ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋)}
є найбiльшою топологiєю на 𝑋, вiдносно якої 𝑓 – неперервна, тобто: ∀𝜏0 ⊆
2𝑋 , 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑓) → (𝑋, 𝜏0) – неперервна, ∀𝑈 ∈ 𝑋 : 𝑈 ∈ 𝜏0 =⇒ 𝑈 ∈ 𝜏 .

22



Зафiксуємо довiльну топологiю 𝜏0 та вiдкриту множину 𝑈 ∈ 𝜏0. Оскiльки
𝑓 – неперервна, то 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝜏𝑓 . За Лемою 3.3 𝑓−1(𝑓−1(𝑈)) ⊆ 𝑓−1(𝑈).
Продемонструємо, що 𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈 ⊆ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋). Для цього покажемо, що
∀𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈 : 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑓(𝑋). Зафiксуємо точку 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈) ∖ 𝑈 . Це
означає, що 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈) та 𝑥 /∈ 𝑈 . Звiдси 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 та 𝑥 /∈ 𝑈 .

Покажемо, що тодi ∀𝑦 ∈ 𝑋/𝑥 : 𝑓(𝑦) ̸= 𝑥. Доведемо вiд супротивного. Нехай
∃𝑦 ∈ 𝑋/𝑥 : 𝑓(𝑦) = 𝑥. В такому разi 𝑓(𝑦) /∈ 𝑈 та 𝑓(𝑦) ∈ 𝑓−1(𝑈). З останнього
маємо, що: 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑓(𝑦)) ⊆ 𝑓−1(𝑓−1(𝑈)) =⇒ 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑓−1(𝑈)). Оскiльки
𝑓−1(𝑓−1(𝑈)) ⊆ 𝑓−1(𝑈) – за Лемою 3.3, то з цього слiдує, що 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑈).
Нарештi, 𝑓(𝑦) ∈ 𝑈 . Отримали суперечнiсть.  

Оскiльки ∀𝑦 ∈ 𝑋/𝑥 : 𝑓(𝑦) ̸= 𝑥, то 𝑓−1(𝑥) = ∅. Звiдси маємо, що 𝑥 ∈
𝑋 ∖ 𝑓(𝑋).

Лема 4.12. Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , де 𝑋 – довiльна множина, а (𝑌, 𝜏) –

топологiчний простiр. Тодi 𝜏𝑚𝑖𝑛 = {𝑓−1(𝑈) : 𝑈 ∈ 𝜏} є найменшою топо-

логiєю на 𝑋, вiдносно якої 𝑓 – неперервна.

Доведення. Спочатку покажемо, що 𝜏𝑚𝑖𝑛 дiйсно є топологiєю на 𝑋:

1. 𝑓−1(∅) = ∅ ∈ 𝜏𝑚𝑖𝑛 та 𝑓−1(𝑋) = 𝑋 ∈ 𝜏𝑚𝑖𝑛

2. Нехай ∀𝑖 ∈ I : {𝑈𝑖 ⊆ 𝑋 : 𝑖 ∈ I} ⊆ 𝜏 . Покажемо, що тодi
⋃︀
𝑖∈I

𝑈𝑖 ∈ 𝜏 .

𝑓−1
(︁⋃︁

𝑖∈I

𝑈𝑖

)︁
=

⋃︁
𝑖∈I

𝑓−1(𝑈𝑖) ∈ 𝜏

3. Нехай 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝜏 . Покажемо, що тодi (𝑈1 ∩ 𝑈2) ∈ 𝜏 .

𝑓−1
(︁
𝑈1 ∩ 𝑈2

)︁
= 𝑓−1(𝑈1) ∩ 𝑓−1(𝑈2) ∈ 𝜏

Очевидно, що 𝑓 : (𝑋, 𝜏𝑚𝑖𝑛) → (𝑌, 𝜏) є неперервною, бо дана топологiя 𝜏𝑚𝑖𝑛

i утворена прообразами вiдкритих множин в 𝜏 . Також очевидно, що 𝜏𝑚𝑖𝑛

є найменшою топологiєю, адже будь-яка iнша топологiя 𝜏0 має її мiстити,
аби вiдображення 𝑓 : (𝑋, 𝜏0) → (𝑌, 𝜏) було неперервним.
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Твердження 4.13. [Опис найменшої топологiї 𝜏 на 𝑋, вiдносно
якої 𝑓 – неперервна ] Нехай (𝑋, 𝜏𝑓) – функцiональний простiр Алєксан-

дрова, (𝑋, 𝜏) – довiльний топологiчний простiр. Нехай 𝑓 : (𝑋, 𝜏) → (𝑋, 𝜏𝑓)
– неперервна. Тодi 𝜏 = {𝑈 ∈ 𝜏𝑓 : 𝑓−1(𝑓(𝑈)) = 𝑈} є найменшою топологiєю

на 𝑋, вiдносно якої 𝑓 – неперервна.

Доведення. Скористаємося Лемою 4.12 та покажемо, що 𝜏 = 𝜏𝑚𝑖𝑛.

Спершу продемонструємо, що 𝜏𝑚𝑖𝑛 ⊆ 𝜏 . Нехай 𝑉 ∈ 𝜏𝑚𝑖𝑛. Тодi 𝑉 = 𝑓−1(𝑈)
для деякого 𝑈 ∈ 𝜏𝑓 . Покажемо, що 𝑉 = 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝜏𝑓 . За Лемою 3.3
𝑓−1(𝑈) ⊆ 𝑈 . За монотоннiстю прообразу маємо: 𝑓−1(𝑓−1(𝑈)) ⊆ 𝑓−1(𝑈).
Таким чином, 𝑓−1(𝑉 ) ⊆ 𝑉 . Звiдси так само за Лемою 3.3 𝑉 ∈ 𝜏𝑓 . Нарештi,
за Лемою 4.10 маємо, що 𝑓−1(𝑓(𝑉 )) = 𝑉 .

Тепер покажемо, що 𝜏 ⊆ 𝜏𝑚𝑖𝑛. Зафiксуємо множину 𝑉 ∈ 𝜏 . Тодi 𝑉 ∈ 𝜏𝑓
та 𝑓−1(𝑓(𝑉 )) = 𝑉 . З Леми 3.3 маємо, що 𝑓−1(𝑉 ) ⊆ 𝑉 . Покажемо, що
∃𝑈 ∈ 𝜏𝑓 : 𝑓−1(𝑈) = 𝑉 . Розглянемо множину 𝑈 = 𝑓(𝑉 ) ∪ 𝑉 . В такому разi
маємо: 𝑓−1(𝑈) = 𝑓−1(𝑓(𝑉 ) ∪ 𝑉 ) = 𝑓−1(𝑓(𝑉 )) ∪ 𝑓−1(𝑉 ) = 𝑉 ∪ 𝑓−1(𝑉 ) = 𝑉 .
Оскiльки 𝑓−1(𝑈) = 𝑉 ⊆ 𝑓(𝑉 ) ∪ 𝑉 = 𝑈 , то за Лемою 3.3 𝑈 ∈ 𝜏𝑓 .
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5 Програма на мовi Java

Програма приймає в якостi вхiдних даних множину точок та набiр вiд-
критих множин, утворених з попередньо введених точок. Пiсля цього про-
водиться перевiрка на те, чи задовольняє заданий простiр аксiоми тополо-
гiї. (Зауважимо, що на скiнченному носiї поняття топологiчного простору
та простору Алєксандрова є еквiвалентними). У разi успiху застосунок ви-
значає чи є простiр функцiональним простором Алєксандровим, перевiря-
ючи умови функцiональностi простору Алєксандрова вiдповiдно до Теоре-
ми 3.16.

В якостi класу, що iнкапсулює усi логiку, вiдповiдальну за перевiрку
простору на умови ФПА виступає клас Determinant , параметризований
типом <T>. Серед полiв класу: множина точок простору space , набiр вiд-
критих множин topology та мапа smallestNeighbourhoods , яка ставить у
вiдповiднiсть кожнiй з точок простору її найменший окiл. Також зауважи-
мо, що для перевiрки заданого простору на аксiоми топологiї ми викори-
стовуємо:

� комбiнаторну функцiю 𝑆𝑒𝑡𝑠.𝑐𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑆𝑒𝑡 < 𝐸 > 𝑠𝑒𝑡, 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑡
𝑠𝑖𝑧𝑒) вiд Google Guava, яка знадобиться нам для перебору усiх мо-
жливих комбiнацiй об’єднань та перетинiв вiдкритих множин;

� бiблiотеку Lombok, яка дозволить не писати «зайвий» код та за допо-
могою анотацiй @𝐷𝑎𝑡𝑎 та @𝐴𝑙𝑙𝐴𝑟𝑔𝑠𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑜𝑟 згенерує необхiдний
конструктор, а також гетери та сетери.

import com.google.common.collect.Sets;
import lombok.AllArgsConstructor;
import lombok.Data;
import java.util.*;

@Data
@AllArgsConstructor
public class Determinant<T> {

private Set<T> space;
private Set<Set<T>> topology;
private Map<T, Set<T>> smallestNeighbourhoods;
...

}
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Розглянемо алгоритм роботи програми та її основнi методи.

boolean isFAS() {
return isTopology() && satisfyFirstCondition() &&

satisfySecondCondition();
}

isFAS() – метод, що визначає чи є заданий простiр ФПА. Для цього пере-
вiряємо чи є даний простiр топологiчним та чи задовольняє вiн першi двi
умови з Теореми 3.16. Зауважимо, що для скiнченних просторiв виконання
третьої умови є «безкоштовним», а отже не потребує перевiрки.

boolean isTopology() {
return isIntersectionOpen() && isUnionOpen();

}

boolean isIntersectionOpen() {
for (int i = 2; i < space.size(); i++) {

Set<Set<Set<T>>> setCombinations =
Sets.combinations(topology, i);

for (Set<Set<T>> family : setCombinations) {
Set<T> intersection = new HashSet<>(space);
for (Set<T> set : family) {

intersection.retainAll(set);
if (!topology.contains(intersection)) { return false; }

}
}

} return true;
}

boolean isUnionOpen() {
for (int i = 2; i < space.size(); i++) {

Set<Set<Set<T>>> setCombinations =
Sets.combinations(topology, i);

for (Set<Set<T>> family : setCombinations) {
Set<T> union = new HashSet<>();
for (Set<T> set : family) {

union.addAll(set);
if (!topology.contains(union)) { return false; }

}
}

} return true;
}

isTopology() – визначає чи є заданий простiр топологiчним. Для цього
перевiряємо двi аксiоми топологiї: довiльний перетин скiнченної кiлькостi
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множин з заданого набору має мiститися в цьому наборi, так само як i
довiльне об’єднання. Зауважимо, що виконання першої аксiоми забезпе-
чує сама програма, автоматично додаючи множину всiх введених елементiв
простору space до набору вiдкритих множин topology .

boolean satisfyFirstCondition() {
if (space.size() == 1) { return true; }
Set<Set<T>> pairs = Sets.combinations(space, 2);
for (Set<T> pair : pairs) {

List<T> aList = new ArrayList<>(pair);
Set<T> vx = new HashSet<>

(smallestNeighbourhoods.get(aList.get(0)));
Set<T> vy = new HashSet<>

(smallestNeighbourhoods.get(aList.get(1)));
Set<T> superSet = vx.size() >= vy.size() ? vx : vy;
Set<T> subSet = vx.size() < vy.size() ? vx : vy;
Set<T> intersection = Sets.intersection(superSet, subSet);
if (!intersection.equals(subSet) && !intersection.isEmpty()) {

return false;
}

} return true;
}

satisfyFirstCondition() – визначає чи задовольняє заданий топологiчний
простiр першу умову з Теореми 3.16.

boolean satisfySecondCondition() {
for (T x : space) {

if (!existSuperset(x)) { continue; }
if (!checkImplication(x)) { return false; }

} return true;
}

boolean existSuperset(T element_x) {
Set<T> vx = smallestNeighbourhoods.get(element_x);
for (T y : space) {

Set<T> vy = new HashSet<>(smallestNeighbourhoods.get(y));
vy.removeAll(vx);
if (!vy.isEmpty()) { return true; }

} return false;
}

boolean checkImplication(T element_x) {
Set<T> spaceMinusX = new HashSet<>(space);
spaceMinusX.remove(element_x);
for (T z : spaceMinusX) {
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if (smallestNeighbourhoods.get(element_x)
.equals(smallestNeighbourhoods.get(z))) {

return false;
}

} return true;
}

satisfySecondCondition() – визначає чи задовольняє заданий топологi-
чний простiр другу умову з Теореми 3.16.
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6 Висновки

У роздiлi Роздiлi 3.1 «Означення та твердження» ми навели основнi
означення понять, пов’язаних з ПА та ФПА, а також необхiднi для подаль-
шого доведення твердження.

У роздiлi Роздiлi 3.2 «Попереднi результати» ми показали, що набiр
вiдкритих множин, утворених прообразами точок довiльної множини 𝑋
дiйсно є базою певної топологiї, а також розглянули критерiй функцiо-
нального простору Алєксандрова 3.16, сформульований iранськими мате-
матиками Фатемою Ширазi (англ. Fatemah Ayatollah Zadeh Shirazi) та На-
сером Голестанi (англ. Nasser Golestani) у публiкацiї пiд назвою «Functi-
onal Alexandroff Spaces» [3]. Натомiсть, у своєму доведеннi критерiю, iран-
ськi математики допустили декiлька дуже суттєвих помилок. Таким чином,
увесь хiд доведення Ф. Ширазi та Н. Голестанi виявився хибним. У роздiлi
Роздiлi 3.2 вищезгаданий критерiй було доведено.

У Роздiлi 4.1 «ФПА та аксiоми вiдокремлюваностi» ми сформулюва-
ли декiлька допомiжних лем та дослiдили аксiоми вiдокремленостi в кон-
текстi Алєксандровських просторiв, знайшовши необхiднi та достатнi умови
для просторiв Колмогорова, T1/2 просторiв та просторiв Фреше. Подальший
розгляд T2, T21/2, T3, T31/2, T4, T5, T6 аксiом вiдокремлюваностi є тривiаль-
ним та не має змiсту, адже вже при розборi ФПА, якi є просторами Фреше
ми побачили, що такi простори є дискретними.

У Роздiлi 4.2 «Неперервнiсть вiдображення у ФПА» ми навели декiль-
ка необхiдних для подальшого доведення лем та сформулювали критерiй
неперервностi вiдображення мiж двома ФПА у термiнах графiв. Наслiдком
з цього стала неперервнiсть вiдображення ФПА у самого себе, що послу-
гувало мотивацiєю для опису найбiльшої та найменшої топологiй, вiдносно
яких вiдображення мiж ФПА та цима топологiями є неперервним.

У Роздiлi 5 «Програма на мовi Java» ми реалiзували деякi теоретичнi
результати, отриманi у роздiлi Роздiлi 3.2, розробивши написаний на мо-
вi Java консольний застосунок. Ми описали алгоритм роботи програми, її
основнi методи та використанi бiблiотеки.
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