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1. Вступ. Розглянемо природну дiю пiдстанов-
ками матричної групи SL(n,C) на векторному про-
сторi Vn,d n-арних форм порядку d.Полiномiальнi
функцiї з C[Vn,d], якi залишаються на мiсцi при iн-
дукованiй дiї групи SL(n,C) утворюють алгебру
iнварiантiв In,d. Алгебра In,d є скiнчено породже-
ною градуйованою алгеброю

In,d = (In,d)0 + (In,d)1 + · · ·+ (In,d)k + · · · ,

де всi векторнi простори (In,d)k однорiдних полi-
номiальних функцiй степеня k є скiнчено вимiрнi.
Формальний степеневий ряд

P(In,d, z) :=
∞∑

k=0

dim((In,d)k)zk

називається рядом Пуанкаре алгебри iнварiантiв
In,d. Iз скiнченої породженостi алгебри iнварiан-
тiв In,d випливає, що її ряд Пуанкаре є розкладом
за степенями z деякої рацiональної функцiї. Ряд
Пуанкаре P(A, z) скiнчено вимiрної градуйованої
алгебри A мiстить важливу iнформацiю про стру-
ктуру алгебри A. Наприклад, її степiнь трансцен-
дентностi tr degCA рiвний порядку полюса z = 1
рацiональної функцiї P(A, z). Також iз ряду Пу-
анкаре можна отримати iнформацiю про верхню
межу степенiв елементiв мiнiмальної породжуючої
системи алгебри A. Тому задача обчислення рядiв
Пуанкаре для алгебри In,d була однiєю iз голов-
них задач класичної теорiї iнварiантiв. Для неве-
ликих значень d, використовуючи вiдому формулу
Келi—Сильвестра, ряди P(I2,d) алгебр iнварiантiв
бiнарних форм обчисленi ще в роботi Сильвестра i
Франклiна [1]. Не так давно, Спрiнгер вивiв (див.
[2]) явну формулу для обчислення рядiв Пуанкаре

алгебр iнварiантiв бiнарної форми, а саме :

P(I2,d, z) =
∑

0≤k<d/2

(−1)kψd−2 k (Uk) ,

тут Uk дорiвнює

(1− z2)zk(k+1)((1− z2) . . . (1− z2k))−1

(1− z2)(1− z4) . . . (1− z2d−2k)
.

Лiнiйна функцiя ψn : C[[z]] → C[[z]] визначається
так:

ψn(f(zn)) =
1
n

n∑

k=1

f(e
2iπk

n z)

для довiльної рацiональної функцiї f(z).
Використовуючи формулу Спрiнгера в [4] обчи-

сленi ряди Пуанкаре P2,d для d < 17. Розвиваючи
iдеї роботи [2] в статтi [5] запропоновано алгоритм
обчислення рядiв Пуанкаре i пораховано цi ряди
для парних d ≤ 36.

Iнший пiдхiд до обчислення ряду Пуанкаре ком-
пактної групи G полягає у застосуваннi вiдомої
формули Молiна—Вейля (див. [8]) яка для групи
G=SL(2,C) записується як

P(I2,d, z) =
1

2πi

∮

|t|=1

1− t−2

∏n
k=1(1− ztd−2 k)

dt

t

(див. [3], с. 183). Використовуючи цю формулу, в
статтi [6] ряди P(I2,d, z) обчисленo для d ≤ 30.
Явний вигляд цих рядiв можна знайти в Iнтернетi
[11].

Про ряди Пуанкаре P(I3,d, z) iнварiантiв тер-
нарної форми до останнього часу було вiдомо ду-
же мало. У працях [3] i [7] обчислено ряди Пуан-
каре P(I3,3, z) та P(I3,4, z), а, у дослiдженнi [12]
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виведено формулу для обчислення ряду P(I3,d, z)
та виписано кiлька перших членiв розкладу ряду
P(I3,d, z) для d ≤ 7. У спiльнiй працi [16] ви-
користовуючи формулу з [12] та технiку операто-
рiв Мак-Магона вперше обчислено ряди Пуанкаре
P(I3,d, z) для випадкiв d = 5, 6.

Метою цiєї статтi є отримання елементарного
доведення формули Спрiнгера, знаходження її ана-
логу для ряду Пуанкаре iнварiантiв тернарної фор-
ми, а також проведення обчислень за цiєю фор-
мулою, застосовуючи комбiнаторну технiку Мак-
Магона.

2. Формула Спрiнгера. На початку наведемо
коротке й елементарне доведення формули Спрiн-
гера для ряду Пуанкаре алгебри iнварiантiв бiнар-
ної форми. Розглянемо C-алгебру формальних сте-
пеневих рядiв C[[z]] вiд z. Для довiльного n ∈ N
задамо C-лiнiйну функцiю

ϕn : C[[z]] → C[[z]],

яка так визначається на базисниx мономах:

ϕn

(
zm

)
:=





z
m
n , якщо m = 0 (mod n),

0, якщо m 6= 0 (mod n),
1, для m = 0.

Зрозумiло, що для довiльного ряду

A = a0 + a1z + a2z
2 + · · · ,

ми отримаємо

ϕn(A) = a0 + anz + a2 nz2 + · · ·+ as nzs + · · · .

У явному виглядi функцiю ϕn, n > 0 можна
задати, наприклад, так

Лема 1. Для довiльного f ∈ C[[z]] i n > 0 справе-
дливi такi твердження

(i) ϕn(f(z))=
1
n

n∑

k=1

f(z e
2πi k

n )
∣∣∣
zn=z

;

(ii) ϕn(f(z))=
1
2π

∫ 2π

0

f(zeiθ)
1− e−i n θ

dθ
∣∣∣
zn=z

;

(iii) ϕn(f(z))=
1

2πi

∮

Cn

f(zr)
(rn − 1)

dr

r

∣∣∣
zn=z

.

Iнтегрування ведеться по контуру Cn який охоп-
лює всi коренi з 1 степеня n i не мiстить 0.

Доведення. (i) Доведення випливає з вiдомого
спiввiдношення для суми первiсних коренiв з оди-
ницi. Нехай ξ = e

2πi
n . Маємо

1
n

n∑

k=1

(
ξkz

)m = zm 1
n

n∑

k=1

(
ξk

)m =

=





zm, якщо m = 0 (mod n),

0, в протилежному випадку.

Звiдси й отримаємо

ϕn(f(z))(zm) =





z
m
n ,m = 0 (mod n),

0,m 6= 0 (mod n).

Це прямий наслiдок формули Сiмпсона (див. [9],
або [10], с.14).

(ii) Нехай f(z) =
∞∑

k=0

fkzk. Тодi, врахувавши, що

для цiлих n iнтеграл
∫ 2π

0

ei nθdθ рiвний нулю,

отримаємо

1
2π

∫ 2π

0

f(zeiθ)
1− e−i n θ

dθ =

=
1
2π

∫ 2π

0

∞∑

k,s=0

fkzkek iθe−snθdθ =

=
1
2π

∞∑

k=0

fkzk
∞∑

s=0

∫ 2π

0

e(k−s n)iθdθ =

=
1
2π

∫ 2π

0

∞∑
s=0

fn sz
n sdθ =

∞∑
s=0

fn sz
n s.

Пiсля замiни zn на z отримаємо необхiдне твер-
дження.

(iii) В iнтегралi
1
2π

∫ 2π

0

f(zeiθ)
1− e−i n θ

dθ виконає-

мо замiну змiнної r = eiθ. Тодi, враховуючи аналi-
тичнiсть f(z), отримаємо

1
2π

∫ 2π

0

f(zeiθ)
1− e−i n θ

dθ =

=
1

2πi

∫

|r|=1

rn−1f(zr)
rn − 1

dr =

=
n∑

k=1

Res
(rn−1f(zr)

rn − 1
, r = ξk

)
=

=
n∑

k=1

Res
( f(zr)

r(rn − 1)
, r = ξk

)
=

=
1

2πi

∮

Cn

f(zr)
(rn − 1)

dr

r
.

Для роботи з формальними степеневими ряда-
ми вiд двох змiнних визначимо C-лiнiйну функцiю

Ψm,n : C[[t, z]] → C[[z]],

m, n ∈ N подiбним чином:

Ψn1,n2

(
tm1zm2

)
= zs,
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якщо
m1

n1
=

m2

n2
= s ∈ N. В протилежному випад-

ку покладемо Ψn1,n2

(
tm1zm2

)
= 0. Для довiльного

степеневого ряду

A = a0,0 + a1,0t + a0,1z + a2,0t
2 + · · · ,

очевидно, маємо

Ψn1,n2(A) = a0,0 + an1,n2z + a2 n1,2 n2z
2 + · · · .

Виявляється, що у деяких випадках, обчислення
функцiї Ψm,n можна звести до обчислення функ-
цiй типу ϕ, якi ми природно продовжимо з кiльця
C[[z]], на кiльцеC[[t, z]]. Має мiсце наступне тверд-
ження

Лема 2.

(i) Ψm,n = Ψ1,1 ◦ ϕm ◦ ϕn;
(ii) Для R ∈ C[[z]] i для m,n, k ∈ N

справедлива формула

Ψm,n

(
R

1− tmzk

)
=





ϕn−k(R), n ≥ k,

0, якщо n < k.

Доведення. (i) Нехай f =
∞∑

k,s=0

fk,st
kzs. Тодi, за

означенням, маємо

Ψm,n(f) =
∞∑

k=0

fk m,k n zk.

З iншого боку, послiдовно обчислюючи, отримаємо

ϕn(f) =
∞∑

k,s=0

fk n,st
k nzs,

ϕm(ϕn(f)) =
∞∑

k,s=0

fk n,s mtk nzs m,

Ψ1,1(ϕm(ϕn(f))) =
∞∑

k=0

fk m,k nzk.

Отже, Ψm,n = Ψ1,1 ◦ ϕm ◦ ϕn.

(ii) Нехай R =
∞∑

j=0

fjz
j . Тодi для k < n маємо

Ψm,n

(
R

1− tmzk

)
=

= Ψm,n

( ∑

j,s≥0

fjz
j(tmzk)s

)
=

=Ψm,n

( ∑

s≥0

fs(n−k)(tmzn)s
)
=

∑

s≥0

fs(n−k)z
s.

З iншого боку, ϕn−k(R) = ϕn−k

( ∞∑

j=0

fjz
j
)

=

=
∑

s≥0

fs(n−k)z
s.

Головна iдея обчислень цiєї роботи полягає в
тому, що ряд Пуанкаре P(I2,d, z) алгебри iнварi-
антiв бiнарної форми можна легко виразити в тер-
мiнах функцiї Ψ. Справджується наступне просте,
але важливе твердження.

Лема 3.

P(I2,d, z) = Ψ1,d

(
fd(z, t2)

)
,

де

fd(z, t) =
1− t

(1− z)(1− zt) . . . (1− ztd)
=

=
1− t

(z, t)d+1
,

тут (a, q)n = (1 − a)(1 − a q) · · · (1 − a qn−1) –
q-зсунутий факторiал.

Доведення. Для довiльного ряду A з кiльця C[[t, z]]
пiд символом [tnzm]A позначатимемо його коефi-
цiєнт бiля tnzm. З формули Келi–Сильвестра ви-
пливає (доведення див. [12]), що розмiрнiсть про-
стору (I2,d)n рiвна [(tzd/2)n]fd(t, z). Тодi

P(I2,d, z) =
∞∑

n=0

dim(I2,d)nzn =

=
∞∑

n=0

(
[(tzd/2)n]fd(t, z)

)
zn =

=
∞∑

n=0

(
[(tzd)n]fd(t, z2)

)
zn=Ψ1,d(fd(t, z2)).

Тепер ми можемо дати елементарне доведення
формули Спрiнгера для обчислення ряду Пуанкаре
P(I2,d, z).

Теорема 1 (Спрiнгер).

P(I2,d, z) =

=
∑

0≤k<d/2

ϕd−2 k

(
(−1)kzk(k+1)(1− z2)
(z2, z2)k (z2, z2)d−k

)
.

Доведення. Розкладемо рацiональний дрiб fd(t, z)
на елементарнi дроби

fd(t, z) =
d∑

k=0

Rk(z)
1− tzk

.

Прямими обчисленнями знаходимо явний вигляд
функцiй Rk(z) :

Rk(z) = lim
t→z−k

(
fd(t, z)(1− tzk)

)
=

= lim
t→z−k

(
(1− z)
(t, z)d+1

(1− tzk)
)

=

=
(−1)kz

k(k+1)
2 (1− z)

(z, z)k(z, z)d−k
.
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Застосувавши леми 1 i 2 знайдемо

P(I2,d, z)=

=Ψ1,d

(
fd(t, z2)

)
=Ψ1,d

(
n∑

k=0

Rk(z2)
1− tz2 k

)
=

=
∑

0≤k<d/2

ϕd−2 k

(
(−1)kzk(k+1)(1− z2)
(z2, z2)k(z2, z2)d−k

)
.

3. Формула для тернарної форми. Виведемо
аналогiчну формулу для ряду Пуанкаре алгебри iн-
варiантiв тернарної форми.

У працi [12] доведено, що розмiрнiсть
градуйованої компоненти dim

(I3,d

)
n

рiвна

[
(
z(pq)

d
3
)n]fd(z, p, q), де

fd(z, p, q)=
b3(p, q)∏

k+l≤d

(1−zpkql)
=

b3(p, q)
d∏

s=0

(zqs, p)d+1−s

,

i b3(p, q) = 1 + p q +
q2

p
− 2 q − q2.

У кiльцi C[[z, p, q]] визначимо C-лiнiйну фун-
кцiю Φn1,n2,n3 , ni ≥ 0, яка на лексикографiчно
впорядкованому мономi

zm1pm2qm3

набуває значення zs, якщо

m1

n1
=

m2

n2
=

m3

n3
= s ∈ N,mi ≥ 0,

i рiвна нулю, в протилежному випадку. Повнiстю
аналогiчно до леми 2 та леми 3 доводиться твер-
дження:

Лема 4.

(i) Для довiльного ряду R ∈ C[[p, q]]
справедлива формула:

Φn1,n2,n3

(
R

1− zn1pkql

)
=





Ψn2−k,n3−l(R) для n2 ≥ k, n3 ≥ l,

0, якщо n2 < k, або n3 < l;
(ii) Φm,n,k = Ψ1,1,1 ◦ ϕm ◦ ϕn ◦ ϕk;
(iii) P(I3,d, z) = Φ1,d,d

(
fd(z, p3, q3)

)
.

Тут ми вважаємо, що дiя функцiї Ψn,m

на C[[p, q]] iдентична її дiї на C[[t, z]], тобто
Ψn,m(f(p, q)) : = Ψn,m(f(t, z)).

Тепер ми можемо довести аналог формули
Спрiнгера для ряду Пуанкаре алгебри iнварiантiв
тернарної форми.

Теорема 2.

P(I3,d,z)=
∑

0≤k,j≤[ d
3 ]

Ψd−3 k,d−3j

(
Rk,j(p3, q3)

)
,

де Rk,j(p, q) =

=
(−1)kp

k(k+1)
2 b3(p, q)((p, p)k)−1

(
d∏

s=0,s 6=j

(zqs, p)d+1−s

)
(p, p)d−(k+j)

.

Доведення. Розкладемо на елементарнi дроби ра-
цiональний дрiб fd(z, p, q) :

fd(t, p, q) =
∑

k+j≤d

Rk,j(p, q)
1− tpkqj

,

де

Rk,j(p, q) =

= lim
z→(pkqj)−1

(
fd(z, p, q)(1− zpkqj)

)
=

= lim
z→ 1

pkqj




b3(p, q)(1−zpkqj)
( d∏

s 6=j

(zqs, p)d+1−s

)
(zqj , p)d+1−j


=

=
(−1)kp

k(k+1)
2 b3(p, q)((p, p)d−k−j)−1

(∏d
s 6=j(p−kqs−j , p)d+1−s

)
(p, p)k

.

Використавши попередню лему, отримаємо

P(I3,d, z) = Φ1,d,d


 ∑

k+j≤d

Rk,j(p3, q3)
1− tp3kq3j


 =

=
∑

k+j≤d

Ψd−3k,d−3j

(
Rk,j(p3, q3)

)
=

=
∑

0≤k,j≤[d/3]

Ψd−3k,d−3j

(
Rk,j(p3, q3)

)
.

Зауважимо, що знайдена формула вiдрiзняється
вiд формули для ряду Пуанкаре алгебри iнварiантiв
тернарної форми, яка представлена у працi [12].

4. Оператор Мак-Магона. На жаль, безпосе-
реднє застосування виведених формул для обчи-
слення функцiй Ψ викликає значнi обчислювальнi
труднощi. Проте ще на початку минулого столiття
Мак-Магоном була розроблена ефективна комбiна-
торна технiка яку можна застосувати для роботи з
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подiбними функцiями [13]. Iз двох введених Мак-
Магоном операторiв нам буде достатньо використа-
ти так званий омега-оператор Ω

=0
, який перетворює

ряд Лорана, що залежить вiд p, q
∞∑

i,j=−∞

∞∑

k=0

ai,j,kpiqjzk, ai,j,k ∈ C,

у степеневий ряд
∞∑

k=0

a0,0,kzk.

Iншими словами, оператор Ω
=0

видiляє вiльний член

ряду вiдносно змiнних p, q. Мак-Магон розвинув
ефективну технiку обчислень оператора Ω

=0
, коли

ряд Лорана заданий своєю породжуючою рацiо-
нальною функцiєю. Наприклад, можна показати,
що

Ω
=0

(
1− z

p

)

(
1− z

q2

) (
1− z2q

) =
1

1− z5
.

Наступна теорема пов’язує оператор Ω
=0

та ряди

Пуанкаре для алгебр iнварiантiв тернарних форм.

Теорема 3. Справедливе наступне спiввiдношення:

P(I3,d, z) = Ω
=0

fd(z(pq)−d, p, q).

Доведення. Нескладно побачити, що вираз для
dim

(I3,d

)
k

можна спростити до вигляду

[
(
z(pq)

d
3
)k]fd(z, p, q) =

=
[(

z(pq)d
)k

]
fd(z, p3, q3) =

=
[
zk

]
fd

(
z

(pq)d
, p3, q3

)
.

Звiдси отримаємо, що

P(I3,d, z) =
∞∑

k=0

dim
(I3,d

)
k
zk =

=
∞∑

k=0

([
zk

]
fd

(
z

(pq)d
, p3, q3

))
zk.

Отже, ряд Пуанкаре P(I3,d, z) є вiльним членом

ряду Лорана fd

(
z

(pq)d
, p3, q3

)
, який залежить вiд

змiнних p, q, що i потрiбно було довести.

Використовуючи знайдений в Теоремi 2 розклад
на елементарнi дроби функцiї fd(z, p, q), формулу
для ряду P(I3,d, z) запишемо у виглядi

P(I3,d, z) =
∑

0≤k,j≤[d/3]

Ω
=0

Rk,j(p3, q3)
1− zp3i−dq3j−d

,

який уже є зручнiшим для обчислень. Таким чи-
ном, задача обчислення ряду Пуанкаре звелася до
обчислення значення оператора Мак-Магона Ω

=0
, а

це добре вiдома задача. Порiвняно недавно були
розробленi новi алгоритми обчислення оператора
Мак-Магона, iмплементованi в популярнi системи
Maple та Mathematica [14], [15]. Використовуючи
розроблений Ксiном Maple-пакет Ell2, нами було
проведено обчислення й отримано у явному вигля-
дi ряди Пуанкаре P(I3,5, z) та P(I3,6, z). Вияви-
лось, що з обчислювальної точки зору формула,
отримана у цiй статтi, ефективнiша нiж формула
з працi [12]. Через громiздкiсть результату ми не
наводимо тут вирази для отриманих рядiв.
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