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Анотація 

 

Метою даної кваліфікаційної роботи є детальний аналіз комбінаторної теореми про 

нулі. Дослідження спрямоване на виявлення нових методів розв’язання різного роду 

задач, що пов’язані з комбінаторикою, теорією множин та графів. 

У роботі було розглянуто основні поняття з теорії многочленів, які використовуються 

в комбінаторній теоремі про нулі. Особливу увагу приділено формулюванню та 

доведенню цієї теореми, а також її використанню при доведенні інших відомих 

теорем. Проведено дослідження задачі на існування магічної розмітки графів у полі 

ℤ𝑝, з демонстрацією її застосування на часткових прикладах.  
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1   Вступ 

 

1.1   Актуальність 

Комбінаторна теорема про нулі була вперше запропонована у вигляді двох теорем 

Нога Аланом у 1999 році [1]. Дані теореми є посиленням теореми Гільберта про нулі 

1893 року в частковому випадку [2], відмінність між якими полягає у тому, що 

комбінаторна теорема дозволяє обмежувати кількість нулів, яких може набувати 

многочлен від багатьох змінних. У зв’язку зі своєю популярністю, теорема Гільберта 

має численні застосування у топології [3], напіввизначеному програмуванні [4] та 

програмному забезпеченні Coq [5].  

Попри відносну новизну теореми Алона та відсутності впізнаваності у широкому 

колі, вона вважається потужною теоремою для застосування у адитивній 

комбінаториці [6] та алгебраїчній геометрії [1]. Вартим уваги є використання 

комбінаторної теореми про нулі у задачах з розфарбовування графів та гіперграфів у 

теорії графів [7], зокрема постановці задач з розв’язку судоку.  

 

1.2   Мета, завдання дослідження 

Метою даної кваліфікаційної роботи є детальний аналіз комбінаторної теореми про 

нулі. Дослідження спрямоване на виявлення нових методів розв’язання різного роду 

задач, що пов’язані з комбінаторикою, теорією множин та графів.  

Конкретні завдання дослідження передбачають: 

● Зробити огляд основних понять з теорії многочленів, які використовуються в 

комбінаторній теоремі про нулі. 

● Розглянути формулювання комбінаторної теореми про нулі та про-

демонструвати її застосування у альтернативному доведенні теорем з 

комбінаторики, теорії множин та графів. 
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● Розглянути постановку задачі з існування магічної розмітки графів у полі ℤ𝑝 

та її застосування на часткових прикладах. 

● Розробка алгоритмів для деяких випадків магічних графів у Wolfram 

Mathematica та проведення практичних досліджень з даними графами. 
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2   Теоретичні основи теореми 

 

Введемо основні визначення та поняття, що стосуються многочленів у 

багатовимірному просторі, що необхідні для використання у даній роботі. 

 

2.1   Основні означення з теорії многочленів 

Означення 1. 1   Одночленом від 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 змінних степеня 𝑡 називається 

множник 𝑥1
𝑡1 ∙ 𝑥2

𝑡2 ∙. . .∙ 𝑥𝑛
𝑡𝑛, де 𝑡𝑖 >= 0 та ∑ 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑡 [8].  

Означення 1. 2   Многочленом від 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 змінних в кільці 𝑅 називається 

скінченна лінійна комбінація одночленів з коефіцієнтами 𝑘𝑖 в кільці 𝑅 [9] 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑𝑘𝑖1 ,𝑖2,...,𝑖𝑛𝑥1
𝑖1 ∙ 𝑥2

𝑖2 ∙. . .∙ 𝑥𝑛
𝑖𝑛

𝑛

𝑖=1

 

Означення 1. 2   Нехай 𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛] кільце многочленів від 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 змінних в 

кільці 𝑅 так, що 𝑅1 = 𝑅[𝑥1], 𝑅2 = 𝑅1[𝑥2], . . . , 𝑅𝑛 = 𝑅𝑛−1[𝑥𝑛] . Елементи кільця 𝑅𝑛 є 

многочленами від 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 змінних згідно з визначенням операцій рівності, 

додавання та множення в комутативному кільці 𝑅 [10].  

Означення 1. 3   Степенем 𝑑𝑒𝑔(𝑓) многочлена 𝑓 ∈ 𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛] є найбільша сума 

степенів 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛 одночлена з ненульовим коефіцієнтом [8].  

Наприклад, розглянемо одночлен 𝑥1
2𝑥2𝑥4

3. Запишемо усі його степені (2,1,0,3) та, 

просумувавши значення, маємо 𝑑𝑒𝑔(𝑥1
2𝑥2𝑥4

3) = 6. 

Означення 1. 4   Многочлен 𝑓 є тотожно рівним нулю, якщо кожен його одночлен  

𝑓𝑡 = 0, 𝑡 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. [9] 

Означення 1. 5   Многочлен 𝑓 в полі 𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛] дорівнює нулю в кожній точці 𝑆 ⊆

𝐹𝑛, тоді 𝑓(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) = 0 ∀𝑠 ∈ 𝑆. [8] 
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Означення 1. 6   Поле 𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛] є алгебраїчно замкнутим, якщо кожен многочлен 

ненульового степеня можна розкласти на добуток лінійних множників в полі 

𝑅[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. 

 

2.2   Формулювання теореми Гільберта про нулі 

Комбінаторна теорема про нулі Алона є посиленою версією теореми Гільберта в 

частковому випадку, фундаментальної теореми алгебраїчної геометрії. Розглянемо її 

основні положення. 

Нехай 𝐹 – поле для скінченної множини точок 𝑉 ⊆ 𝐹𝑛 та 𝐼(𝑉) – ідеал, що рівний нулю 

на 𝑉. З протилежної сторони, визначимо нульовий набір для ідеалу на 𝐹(𝑥): 

𝑉(𝐼) = {𝑣 ∈ 𝐹𝑛 | 𝑓(𝑣) = 0 ∀𝑓 ∈ 𝐼} 

На перший погляд здається, що ці дві операції є взаємно оберненими, тобто для ідеалу 

над полем 𝐹[𝑥] маємо 𝐼(𝑉(𝐼)) = 𝐼. Проте це не є обов’язково так, що можна 

продемонструвати за допомогою ідеалу 𝐼 = (𝑥2). Можемо стверджувати, що 

𝐼(𝑉(𝐼)) = (𝑥), що не дорівнює ідеалу (𝑥2). Для вирішення цієї проблеми варто 

визначити радикал ідеалу над полем 𝐹[𝑥]: 

√𝐼 = {𝑓 ∈ 𝐹[𝑥] | ∃𝑡 ∈ 𝑁 ∶  𝑓𝑡 ∈ 𝐼} 

У наведеному прикладі ідеалу √(𝑥)2 = (𝑥), тобто 𝐼(𝑉((𝑥)2)) = √(𝑥)2. З цією 

додатковою умовою над полем 𝐹[𝑥] справджується твердження 𝐼(𝑉(𝐼)) = 𝐼. 

 

Визначимо передумови для теореми Гільберта: Нехай 𝐹 – алгебраїчно замкнене поле, 

а 𝐼 є ідеалом в кільці 𝐹[𝑥1, … , 𝑥𝑛], тоді 𝐼(𝑉(𝐼)) = √𝐼. 

Згідно з попередніми твердженнями 𝐼 є скінчено породжуваним ідеалом, тобто 

існують такі многочлени 𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑛(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥] так, що 𝐼 = (𝑓1, … , 𝑓𝑛). Це означає, що 
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деякий многочлен 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥] належить до 𝐼 тоді і тільки тоді, якщо існують такі 

многочлени ℎ1(𝑥),… , ℎ𝑛(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥], що: 

𝑓 = 𝑓1ℎ1 + ⋯+ 𝑓𝑛ℎ𝑛 

Варто зауважити, що 𝑉(𝐼) є набором нулів для 𝑓. Вищенаведені твердження 

дозволяють сформулювати теорему Гільберта. 

Теорема 1 (Теорема Гільберта про нулі) [2]: Над алгебраїчно замкненим полем 𝐹 

многочлен 𝑓 = 0 над усіма нулями спільних многочленів 𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑛(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥] тоді і 

тільки тоді, якщо існують многочлени ℎ1(𝑥),… , ℎ𝑛(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥] та додатне число 𝑡: 

𝑓𝑡 = 𝑓1ℎ1 + ⋯+ 𝑓𝑛ℎ𝑛 

 

Далі перейдемо до даної посиленої теореми в частковому випадку – комбінаторної 

теореми Алона про нулі. У ній ми не будемо припускати, що поле є алгебраїчно 

замкненим, а натомість воно є довільним. 

 

2.3   Основні поняття до комбінаторної теореми про нулі 

Лема 1 [1]: Нехай 𝐹 – довільне поле та 𝑓 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) в полі многочленів від 𝑛 

змінних 𝐹[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Припустимо, що 𝑓 має степінь 𝑘𝑖 для 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, а 𝑆𝑖 ⊆ 𝐹, |𝑆𝑖| >

𝑘𝑖. Тоді, якщо 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) = 0 для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖, то 𝑓 ≡ 0. 

Доведення:  

Проведемо доведення леми за індукцією: 

- База індукції: 𝑛 = 1. Нехай 𝑓 – многочлен від однієї змінної степені не більше 

𝑘. Нехай 𝑆 ⊆ 𝐹 так, що |𝑆𝑖| = 𝑘𝑖 + 1. Якщо 𝑓 ≠ 0, то многочлен має тоді 𝑘 

коренів, але знаючи, що 𝑓 = 0 для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖, то 𝑓 = 0. 

- Крок індукції: припустимо, що лема справджується для 𝑛 − 1 змінної, де  

𝑛 ≥ 2. Нехай 𝑆 ⊆ 𝐹 так, що |𝑆𝑖| = 𝑘𝑖 + 1 для 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. Запишемо многочлен 𝑓 

спираючись на наше припущення: 
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𝑓 = ∑𝑔𝑖(𝑥1,… , 𝑥𝑛−1)𝑥𝑛
𝑖

𝑘𝑖

𝑖=0

, 

де степінь кожного многочлена 𝑔𝑖 не більше 𝑘𝑖 для кожної змінної 𝑥𝑖.  

Многочлен 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) отриманий шляхом підстановки значень 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1 

буде рівний нулю 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛−1, 𝑥𝑛) = 0 для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖. За припущенням 

індукції, 𝑓𝑖 ≡ 0 для всіх 𝑖, що означає 𝑓 = 0 та завершує доведення леми.       □ 

 

Лема 2 [1]: Нехай 𝐹 – довільне поле та 𝑓 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) в полі многочленів від 𝑛 

змінних 𝐹[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Нехай 𝑆1, … , 𝑆𝑛 непорожні підмножини 𝐹, тоді визначимо 

многочлен від змінної 𝑥𝑖:  𝑔𝑖 = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑠)𝑠∈𝑆𝑖
. Якщо многочлен 𝑓 рівний нулю в 

кожній точці, координати якої є коренями 𝑔1, … , 𝑔𝑛 (так, що 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) = 0 для всіх 

𝑠 ∈ 𝑆𝑖), то існують такі многочлени ℎ1, … , ℎ𝑛 ∈ 𝐹[𝑥1, … , 𝑥𝑛], що  

𝑓 =  ∑ℎ𝑖𝑔𝑖

𝑛

𝑖=1

 

та задовольняють умову deg(ℎ𝑖) ≤ deg(𝑓) − deg (𝑔𝑖). 

Доведення:  

За умовою теореми, 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) = 0 для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖. Присвоїмо значення  

𝑘𝑖 = |𝑆𝑖| − 1, тоді можемо розкласти многочлен 𝑔𝑖(𝑥𝑖) за степенями 𝑥𝑖: 

𝑔𝑖(𝑥𝑖) =  ∏(𝑥𝑖 − 𝑠)

𝑠∈𝑆𝑖

= 𝑥𝑖
|𝑆𝑖 | − ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

= 𝑥𝑖
𝑘𝑖+1

− ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖
𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

 

Тоді, зазначивши, що при 𝑔𝑖(𝑥𝑖) = 0, для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖 є справедливе співвідношення:  

                                                            𝑥𝑖
𝑘𝑖+1 = ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

                                                       (1) 
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Запишемо многочлен 𝑓̂, що його можливо отримати з 𝑓 шляхом заміни одночленів у 

вигляді  𝑥𝑖
𝑡𝑖, де 𝑡𝑖 > 𝑘𝑖, на лінійну комбінацію менших степенів 𝑥𝑖 використовуючи 

співвідношення (1). Розглянемо це на прикладі: 

𝑥𝑖
𝑘𝑖+2 = 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖 + ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗+1

𝑘𝑖

𝑗=0

= 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖 + 𝑔𝑖,𝑡𝑖𝑥𝑖
𝑗+1 + ∑ 𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗+1

𝑘𝑖−1

𝑗=0

= 

= 𝑔𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖 + 𝑔𝑖,𝑡𝑖𝑔𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖,𝑡𝑖 ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖
𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

+ ∑ 𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖
𝑗+1

𝑘𝑖−1

𝑗=0

= 

= 𝑔𝑖(𝑥𝑖)(𝑥𝑖 + 𝑔𝑖,𝑡𝑖
) + 𝑔𝑖,𝑡𝑖 ∑𝑔𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

+ ∑ℎ𝑖,𝑗𝑥𝑖
𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

= 

= 𝑔𝑖(𝑥𝑖)(𝑥𝑖 + 𝑔𝑖,𝑡𝑖
) + ∑𝑞𝑖,𝑗𝑥𝑖

𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

= 

= 𝑔𝑖(𝑥𝑖)ℎ𝑖 + ∑𝑞𝑖 ,𝑗𝑥𝑖
𝑗

𝑘𝑖

𝑗=0

 

де ℎ𝑖,𝑗= 0 при 𝑗 = 0, а при 𝑗 > 0  ℎ𝑖,𝑗 = 𝑔𝑖,𝑗−1. Завдяки заміні 𝑞𝑖,𝑗 = 𝑔𝑖,𝑡𝑖
𝑔𝑖,𝑗 + ℎ𝑖,𝑗 

зводимо рівність до вигляду з початково заданої умови. 

Таким чином, здійснюючи перехід за індукцією, отримуємо многочлен відносно 𝑥𝑖, 

що має степінь 𝑡𝑖 > 𝑘𝑖. Отримані висновки можливо звести до вигляду: 

𝑓 = 𝑓̂ + ∑ℎ𝑖𝑔𝑖

𝑛

𝑖=0

 

Оскільки многочлен 𝑓̂ виходить шляхом віднімання суми многочленів ℎ𝑖𝑔𝑖, то 

deg(𝑓) ≥ deg (ℎ𝑖𝑔𝑖) = deg (ℎ𝑖) + deg (𝑔𝑖), звідки deg(ℎ𝑖) ≤ deg(𝑓) − deg (𝑔𝑖). 

За початковою умовою, 𝑓̂(𝑠1, … , 𝑠𝑛) = 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖, тому 𝑓̂(𝑠1, … , 𝑠𝑛) =

0. За Лемою 1 𝑓̂ ≡ 0, що завершує доведення теореми.                                                   □ 
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2.4   Формулювання комбінаторної теореми про нулі 

Теорема 2 (Комбінаторна теорема про нулі) [1]: Нехай 𝐹 – довільне поле та 𝑓 =

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) в полі многочленів від 𝑛 змінних 𝐹[𝑥1, … , 𝑥𝑛]. Припустимо, що степінь 

deg(𝑓) = ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=𝑖 , де кожне 𝑘𝑖  – невід’ємне ціле число, а коефіцієнт ∏ 𝑥𝑖

𝑘𝑖𝑛
𝑖=1  є 

ненульовим. Тоді для довільних підмножин 𝑆1, … , 𝑆𝑛 ⊆ 𝐹 таких, що |𝑆𝑖| > 𝑘𝑖, існують 

такі 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖, які задовольняють твердження 

𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) ≠ 0 

Доведення: 

Припустимо, що твердження |𝑆𝑖| = 𝑡𝑖 + 1 для всіх 𝑖 є неправильним. Тоді многочлен 

рівний нулю в кожній точці, координати якої є коренями многочленів виду 𝑔𝑖 =

∏ (𝑥𝑖 − 𝑠)𝑠∈𝑆𝑖
. Оскільки, за припущенням Теореми 1 𝑓(𝑠1, … , 𝑠𝑛) = 0 для всіх 𝑠 ∈ 𝑆𝑖, 

то існують такі многочлени ℎ𝑖, що  

𝑓 =  ∑ℎ𝑖𝑔𝑖

𝑛

𝑖=1

 

За умовою даної теореми коефіцієнт ∏ 𝑥𝑖
𝑘𝑖𝑛

𝑖=1  є ненульовим, а отже, має бути 

ненульовим і у ∑ ℎ𝑖𝑔𝑖
𝑛
𝑖=1 , проте за умовою Теореми 1: 

deg(ℎ𝑖𝑔𝑖) = deg(ℎ𝑖 ∏ (𝑥𝑖 − 𝑠)
𝑠∈𝑆𝑖

) = deg(ℎ𝑖) + deg(𝑔𝑖) ≤ deg (𝑓) 

Маємо, що одночлени степеня deg (𝑓), що входять в deg(ℎ𝑖𝑔𝑖) діляться на 𝑥𝑖
𝑘𝑖+1

 для 

певного 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. Проте за припущенням, коефіцієнт при ∏ 𝑥𝑖
𝑘𝑖𝑛

𝑖=1  в кожному члені 

доданків ℎ𝑖𝑔𝑖 є ненульовим, тому 𝑓 =  ∑ ℎ𝑖𝑔𝑖
𝑛
𝑖=1  має дорівнювати нулю. Це і є 

протиріччям до початкового припущення.                                                                               □ 
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Основною відмінністю між теоремою про нулі Гільберта та Алона є те, що остання 

вважається потужнішою у зв’язку з відкиданням умови щодо алгебраїчно замкнутого 

поля та обмеженням степені ℎ𝑖.  

Це можна пояснити тим, що теорема Алона накладає обмеження на тип ідеалу, на 

відміну від теореми Гільберта, що натомість справджується на радикалах ідеалів. 
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3  Класичні застосування теореми 

 

3.1   Задача 1 (Коші-Девенпорта) [1] 

Для двох довільних множин 𝐴, 𝐵 їхня сума 𝐴 + 𝐵 визначається {𝑎 + 𝑏 |  

𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. Тоді для довільного простого числа 𝑝 та 𝐴,𝐵 ∈ ℤ𝑝 

|𝐴 + 𝐵| ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑝, |𝐴| + |𝐵| − 1} 

Доведення: 

Розглянемо очевидний випадок, коли |𝐴| + |𝐵| > 𝑝. Тоді повинне існувати таке 𝑔 ∈

ℤ𝑝, що множини 𝑔 − 𝐵 та 𝐴 повинні перетинатись. Очевидно, що (𝑔 − 𝐵) ∈ ℤ𝑝, а 

оскільки значення множини 𝐵 є унікальними всередині неї, то |𝑔 − 𝐵| = |𝐵| [11]. Тоді 

∃ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, що 𝑔 − 𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝑔 =  𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝑔 ∈ 𝐴 + 𝐵 ⇒ 𝑔 ∈ ℤ𝑝. Отримуємо, що 

теорема справджується за даних умов у вигляді |𝐴 + 𝐵| = 𝑝. 

Припустимо, що |𝐴| + |𝐵| ≤ 𝑝 та твердження |𝐴| + |𝐵| − 1 < 𝑝. Тоді |𝐴 + 𝐵| ≤ 

|𝐴| + |𝐵| − 2 та існує деяка множина 𝐶 ∈ ℤ𝑝, що 𝐴 + 𝐵 ⊆ 𝐶 та |𝐶| = |𝐴| + |𝐵| − 2. 

Визначимо многочлен 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ𝑝(𝑥, 𝑦): 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∏(𝑥 + 𝑦 − 𝑐)

𝑐∈𝐶

 

Оскільки 𝐴 + 𝐵 ⊆ 𝐶, тоді ∀ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵 та маємо таке 𝑐 ∈ 𝐶, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑐  та, 

відповідно, 𝑓(𝑎, 𝑏) = 0. Запишемо многочлен у вигляді 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑘1𝑦𝑘2 із загальним 

степенем |𝐴| + |𝐵| − 2 , та розпишемо як 𝑘1 = |𝐴| − 1, 𝑘2 = |𝐵| − 1. За допомогою 

поліноміальної теореми визначається коефіцієнт даного одночлена 𝐶|𝐴|−1
|𝐴|+|𝐵|−2

, який не 

є рівним нулю, оскільки |𝐴| + |𝐵| ≤ 𝑝. 

Згідно з Теоремою 2 ∃ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, що 𝑓(𝑎, 𝑏) ≠ 0. Це суперечить визначенню 

многочлена 𝑓(𝑥, 𝑦), тому |𝐴 + 𝐵| ≥ |𝐴| + |𝐵| − 1.                                                                   □ 
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Розглянемо це на прикладі. Нехай 𝐴 = {1, 3, 5, 7}, 𝐵 = {2, 4, 6, 8, 10} в полі ℤ13. Тоді 

𝐴 + 𝐵 = {3, 5, 7, 9,11, 0, 2, 4}, a |𝐴| + |𝐵| − 1 = 4 + 5 − 1 = 8. Отже, дійсно 

справджується теорема Коші-Девенпорта: 

|𝐴 + 𝐵| = 8 ≥ 𝑚𝑖𝑛(13,8) 

 

3.2   Задача 2 (Ердеша-Гінзбурга-Зіва) [1] 

Нехай (𝑎1, . . . , 𝑎2𝑝−1) є послідовністю чисел в ℤ𝑝, де 𝑝 – просте число. Тоді 

існує така підпослідовність довжини 𝑝, що сума її елементів рівна нулю. 

Доведення: 

Оскільки (𝑎1, … , 𝑎2𝑝−1) є послідовністю, то її можна зобразити у вигляді 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 

≤ ⋯ ≤ 𝑎2𝑝−1. Тоді необхідно розглянути два можливі випадки для певного  

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑝 − 1}: 

1) При 𝑎𝑖+𝑝−1 = 𝑎𝑖 твердження 𝑎𝑖 =. . .= 𝑎𝑖+𝑝−1 є очевидним так, що 

𝑎𝑖+. . . +𝑎𝑖+𝑝−1 = 𝑝𝑎𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

2) При 𝑎𝑖+𝑝−1 > 𝑎𝑖 варто розглянути такі множини 𝐴𝑖 = {𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+𝑝−1}. 

Застосовуючи доведену вище теорему Коші-Девенпорта, маємо 

|𝐴1+. . . +𝐴𝑝−1| ≥ 𝑝 

Очевидно, що 𝐴1+. . . +𝐴𝑝−1 = ℤ𝑝 тому 𝑎2𝑝−1 ∈ 𝐴1+. . .+𝐴𝑝−1. Тоді можемо 

стверджувати, що існують такі значення 𝑐𝑖 ∈ {𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+𝑝−1}, що 𝑐𝑖+. . . +𝑐𝑝−1 +

+𝑎2𝑝−1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).                                                                                                    □ 

 

Розглянемо це на прикладі. Нехай 𝑝 = 3, тоді кількість чисел у послідовності повинна 

бути рівна 2𝑝 − 1 = 5 як в {1,2,4,7,9}. Тоді за умовами теореми існує така 

підпослідовність довжини 𝑝 = 3, що сума рівна 0 за модулем 𝑝. У даному прикладі 

нею можуть бути підпослідовності: {1,2,9}, {1,4,7}, {2,7,9}. Отже, теорема 

справджується. 
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3.3   Задача 3 [1] 

Нехай 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ та 𝑝 – просте число. Тоді існують такі 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 ∈ ℤ 

𝑥1
𝑘+. . . +𝑥𝑘

𝑘 ≡ 𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

Доведення: 

Розглянемо випадок, коли 𝑘 ≥ 𝑝. Для цього пригадаємо визначення малої теореми 

Ферма. Нехай 𝑝 – просте число, а 𝑎 – просте ціле число, що не рівне нулю за модулем 

𝑝. Тоді 

𝛼𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

Згідно з умовами задачі, маємо 𝑥𝑘 ≡ 𝑥𝑘+𝑝−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝). Нехай 𝑘 = 𝑎𝑘1  так, що  

𝑘1|(𝑝 − 1) та НСД(𝑎, 𝑝 − 1) = 1. Тоді можемо записати 𝑥𝑘 у вигляді 𝑥𝑘 ≡ (𝑥𝑎)𝑘1. 

Оскільки відображення 𝑥 → 𝑥𝑎 є бієкцією на саму себе в 𝐹𝑝, то буде достатньо 

доведення твердження для 𝑘|(𝑝 − 1). Нехай 𝑝 − 1 = 𝑘𝑑, 𝑑 ∈ ℕ, тоді запишемо 

многочлен 

𝑓(𝑥1
𝑘 , . . . , 𝑥𝑘

𝑘) = ∏ (𝑥1
𝑘+. . . +𝑥𝑘

𝑘 − 𝑗)

𝑗∈ℤ𝑝\{𝑛}

 

Степінь даного многочлена рівна 𝑘(𝑝 − 1), оскільки маємо 𝑘 змінних у полі ℤ𝑝\{𝑛}. 

Розглянемо коефіцієнт при 𝑥1
𝑝−1. . . 𝑥𝑘

𝑝−1
 за допомогою поліноміальної теореми 

(𝑝−1)!

(𝑑!)𝑘
=

(𝑘𝑑)!

(𝑑!)𝑘
, що не є рівним нулю, оскільки 𝑝 − 1 < 𝑝. 

Згідно Теореми 2, існує такий многочлен 𝑓(𝑥1
𝑘 , . . . , 𝑥𝑘

𝑘), що не є рівним нулю. 

Відповідно, можна підібрати такі значення 𝑥1
𝑘 , . . . , 𝑥𝑘

𝑘, щоб для всіх 𝑗 ∈ ℤ𝑝\{𝑛} 

𝑥1
𝑘+. . .+𝑥𝑘

𝑘 − 𝑗 ≠ 0. Тоді можемо зробити висновок, що 𝑥1
𝑘+. . . +𝑥𝑘

𝑘 = 𝑛.                    □ 

 

Розглянемо це на прикладі 𝑥1
1 + 𝑥2

2 + 𝑥3
3 + 𝑥4

4 + 𝑥5
5 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7). Вручну підберемо 

розв’язок (1,1,1,2,6): 1 + 1 + 1 + 24 + 65 = 3 + 16 + 7776 = 7795. Оскільки  

7795 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 7), це дає пересвідчитись у дійсності даного твердження. 
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3.4   Задача 4 [12] 

 Нехай 𝐻1 , … ,𝐻𝑚  – сімейство гіперплощин в 𝑅𝑛, що покривають всі вершини 

одиничного куба {0,1}𝑛, окрім однієї. Доведіть, що 𝑚 ≥ 𝑛. 

Доведення: 

Нагадаємо, що гіперплощина в афінному просторі 𝑅𝑛 – це множина точок 

(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛, що задовольняють рівняння вигляду 𝑎1𝑥1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 [13].  

Припустимо, що непокрита вершина одиничного куба є нульовим вектором 0⃗ . Нехай 

(𝑎𝑖 , 𝑥) = 𝑏𝑖 – це рівняння, що визначає гіперплощину 𝐻𝑖 , де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) і (𝑎, 𝑏) 

– скалярний добуток між даними векторами. Також зауважимо, що 𝑏𝑖 ≠ 0 не покриває 

початок координат для кожного 𝑖.  

Припустимо, що початкове твердження 𝑚 ≥ 𝑛 є неправильний, тому 𝑚 < 𝑛 та 

розпишемо многочлен 

𝑃(𝑥) = (−1)𝑛+𝑚 ∏𝑏𝑗

𝑚

𝑗=1

∏(𝑥𝑖 − 1)

𝑛

𝑖=1

− ∏[(𝑎𝑖 , 𝑥) − 𝑏𝑖]

𝑚

𝑖=1

 

 Очевидно, що степінь многочлену 𝑃(𝑥) рівна 𝑛, а коефіцієнт при ∏ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  змінних 

(−1)𝑛+𝑚∏ 𝑏𝑗
𝑚
𝑗=1 ≠ 0. Згідно з Теоремою 2 існує така точка 𝑥 ∈ {0,1}𝑛 для якої 𝑃(𝑥) ≠

0. Цією точкою не є нульовий вектор 0⃗ , оскільки в ній 𝑃(𝑥) = 0 

𝑓(0⃗ ) = (−1)𝑛+𝑚 ∏𝑏𝑗

𝑚

𝑗=1

(−1)𝑛 − ∏(−𝑏𝑖)

𝑚

𝑖=1

= 

= (−1)𝑚 ∏𝑏𝑗

𝑚

𝑗=1

− (−1)𝑚 ∏𝑏𝑖

𝑚

𝑖=1

= 0 

Тому цією точкою є інша ненульова вершина така, що для певного 𝑖 справджується, 

що вона є покрита гіперплощиною 𝐻𝑖  так, що (𝑎𝑖 , 𝑥) − 𝑏𝑗 = 0. Оскільки 𝑃 ≡ 0 в цій 

точці, то маємо протиріччя до початкового припущення.                                               □ 
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Згідно з умовами задачі побудуємо приклади у двовимірному та тривимірному 

просторі.  З них можемо зробити висновок, що кількість гіперплощин не може бути 

менше розмірності простору, отже, 𝑚 ≥ 𝑛. 

 

Рис. 1 Покриття гіперплощинами одиничного куба в 𝑅2 

 

Рис. 2 Покриття гіперплощинами одиничного куба в 𝑅3 

 

3.5   Задача 5 [1] 

Нехай 𝑝 – просте число і 𝐺(𝑉,𝐸) – граф, в якому множину вершин можна 

описати |𝑉| > 𝑑(𝑝 − 1). Доведіть існування непорожньої множини 𝑈 вершин 𝐺 такої, 

що кількість клік графа 𝐺, що мають хоча б 𝑑 вершин в 𝑈, ділиться на 𝑝. 

Доведення: 

Нагадаємо, що клікою простого неорієнтованого графа 𝐺(𝑉, 𝐸) називається повний 

підграф, який не міститься у будь-якому більшому підграфі [14]. Тобто, існує така 

підмножина 𝐼 ⊆ 𝑉, що для кожних двох вершин 𝐼 існує ребро, що їх з’єднує. 
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Нехай 𝐾(𝐼) – кількість клік на 𝑑 вершинах графа 𝐺, що містять в собі 𝐼 – непорожню 

підмножину вершин 𝐺. Тоді, враховуючи, що 𝑣 ∈ 𝑉 запишемо многочлен від 𝑥𝑣 

змінних над полем 𝐹𝑝: 

𝐹 = ∏(1 − 𝑥𝑣)

𝑣∈𝑉

− 1 + 𝐺, 

де 𝐺 =  [ ∑ (−1)|𝐼|+1𝐾(𝐼)

∅≠𝐼⊂𝑉

∏𝑥𝑖

𝑖∈𝐼

]𝑝−1 

Оскільки 𝐾(𝐼) = 0 для усієї множини 𝐼, потужність якої більше за 𝑑, тоді степінь 𝐺 

не перевищує 𝑑(𝑝 − 1) < |𝑉|, а степінь 𝐹 дорівнює |𝑉|. Дослідимо коефіцієнт при 𝑥𝑣 

у многочлені 𝐹: (−1)|𝑉| ≠ 0.  

За Теоремою 2, існують такі 𝑥𝑣 ∈ {0,1}, що 𝐹(𝑥𝑣: 𝑣 ∈ 𝑉) ≠ 0. На нульовому векторі 

многочлен 𝐹 = 0, тобто не всі значення 𝑥𝑣 дорівнюють нулю, отже 𝐺(𝑥𝑣: 𝑣 ∈ 𝑉) ≠ 1. 

Застосуємо малу теорему Ферма: 

 ∑ (−1)|𝐼|+1𝐾(𝐼)

∅≠𝐼⊂𝑉

∏𝑥𝑖

𝑖∈𝐼

≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

Ліва частина даного твердження є кількістю клік на 𝑑 вершинах, що перетинають 

множину вершин 𝐺: 𝑈 = {𝑣: 𝑥𝑣 = 1} згідно формули включень-виключень. Оскільки 

множина 𝑈 – непорожня, то доведення теореми завершено.                         □  

 

Розглянемо це на прикладі. Нехай 𝑑 = 3,𝑝 = 3, тоді за умовами формули  

|𝑉| > 6. Можна зобразити такий простий неорієнтований граф на 7 вершинах: 
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Рис. 3 Приклад простого неорієнтованого графа з 7 вершинами 

 

Нехай підмножина 𝑈 = 1,2, тоді можна виписати кліки даного графа 𝐾(𝑈) =

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}. Тоді дійсно справджуються умови теореми: |𝐾(𝑈)| = 3, отже 

|𝐾(𝑈)| ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 
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4   Задачі на перевірку існування магічних графів 

 

4.1   Обґрунтування застосування теореми 

Магічний граф – це вид графів, ребра якого позначені цілими додатними числами 𝑥𝑖 

так, що сума ребер, інцидентній кожній вершині 𝑣𝑖 для 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, є однаковою [15]. 

Вперше дане поняття було запропоноване Лі, Сан та Вен у роботі [16]. У даному 

розділі розглядаються магічні графи у полі ℤ𝑘, які є простими та зв’язними. 

 

Рис. 4 Приклади розмітки магічних графів 

 

Нехай 𝐺 = (𝑉, 𝐸), |𝑉(𝐺)| = 𝑛 – кількість вершин графу 𝐺, а |𝐸(𝐺)| = 𝑚 – кількість 

ребер у полі ℤ𝑘, де 𝑘 є простим числом. Оскільки 𝐸 =  {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚} та 𝑡 = {0,1}, 

можемо записати формулу многочленів 𝑓𝑡(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚): 

𝑓𝑡(𝑥) = 𝑓𝑡(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = ∏(1 − (𝑡 − ∑ 𝑥𝑖  

⬚

𝑣∈𝑥𝑖

)𝑘−1)

⬚

𝑣∈𝑉

 

В даному випадку, за умови рівності суми ребер вершини числу 𝑡 отримуємо 1, 

інакше 0. Перемноживши отримані значення для кожної вершини, можемо 

стверджувати, що 𝑓𝑡(𝑥)  =  1 лише за умови, якщо граф є магічним у полі ℤ𝑘. 

Спираючись на комбінаторну теорему про нулі, можемо стверджувати, що існує 

такий розв’язок 𝑓𝑡(𝑥) ≠ 0. Переконаємось у даному твердженні на прикладах. 
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4.2   Магічний граф 𝑮(𝟑,𝟑) в ℤ𝟑 

Нехай 𝑝 = 3, а  𝐺 – граф, зображений на першому рис. 5. Тоді можемо записати 

многочлен 𝑓𝑡(𝑥) у полі ℤ3{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}: 

𝑓1(𝑥) = (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥2))
2) ∙ (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥3))

2) ∙ (1 − (1 − (𝑥2 + 𝑥3))
2) 

 

Варто зауважити, що 𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥)) = 6. За допомогою Wolfram Mathematica знайдемо 

ті одночлени 𝑓1(𝑥), що відповідають степені многочлена, виберемо та запишемо в 

полі ℤ3 той з них, що має найменшу степінь: 2𝑥1
2𝑥2

2𝑥3
2. 

(* Визначення сторін графа *) 

{x1, x2, x3} = {x1, x2, x3}; 

(* Визначення многочлена графа *)  

expression = (1 - (1 - (x1 + x2))^2) * (1 - (1 - (x2 + x3))^2) * (1 - (1 - (x3 + x1))^2); 

expandedExpression = Expand[expression]; 

 

(* Фільтрування комбінацій, що задовольняють умови теореми *) 

monomials = Select[expandedExpression, Total[Exponent[#, {x1, x2, x3}]] == 6 &]; 

monomials 

{-x1^4 x2^2, - 2 x1^3 x2^3, - x1^2 x2^4, - 2 x1^4 x2 x3, - 6 x1^3 x2^2 x3, - 6 x1^2 x2^3 

x3, - 2 x1 x2^4 x3, - x1^4 x3^2, - 6 x1^3 x2 x3^2, - 10 x1^2 x2^2 x3^2, - 6 x1 x2^3 x3^2, 

- x2^4 x3^2, - 2 x1^3 x3^3, - 6 x1^2 x2 x3^3, - 6 x1 x2^2 x3^3, - 2 x2^3 x3^3, - x1^2 

x3^4, - 2 x1 x2 x3^4, - x2^2 x3^4} 

 

Маємо, що 𝑆𝑖 = {1,2} для 𝑖 = 1, 2, 3. Проте такі 𝑆𝑖 не можуть існувати тому, що 

|𝑆𝑖| = 3 для 𝑖 = 1, 2, 3. Звідси, можемо зробити висновок про неможливість 
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застосування Теореми 2 (Комбінаторної теореми про нулі) до даного прикладу. 

Проте шляхом підбору значень сторін графа, можемо визначити розв’язок даного 

магічного графа, що зображений на другому рис. 5. 

 

Рис. 5 Магічний граф 𝐺(3,3) в ℤ3 

 

4.3   Магічний граф 𝑮(𝟔,𝟏𝟐) в ℤ𝟑 

Нехай 𝑝 = 3, а  𝐺 – граф, зображений на першому рис. 6. Тоді можемо записати 

многочлен 𝑓𝑡(𝑥) у полі ℤ3{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥12}: 

𝑓1(𝑥) = (1 − (0 − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4)
2) ∙ (1 − (0 − (𝑥3 + 𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7)

2) ∙ 

∙ (1 − (0 − (𝑥2 + 𝑥5 + 𝑥8 + 𝑥10)
2) ∙ (1 − (0 − (𝑥6 + 𝑥8 + 𝑥9 + 𝑥11)

2) ∙ 

∙ (1 − (0 − (𝑥1 + 𝑥10 + 𝑥11 + 𝑥12)
2) ∙ (1 − (0 − (𝑥4 + 𝑥7 + 𝑥9 + 𝑥12)

2) 

 

Варто зауважити, що 𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥)) = 12, а |𝑥| = 12. Тоді найменшим степенем 

одночленів 𝑓1(𝑥) буде 
𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥))

|𝑥|
= 1. За допомогою Wolfram Mathematica знайдемо 

одночлен 𝑓1(𝑥), що відповідає описаному припущенню, та запишемо його в полі ℤ3: 

2𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8𝑥9𝑥10𝑥11𝑥12. 

(* Визначення сторін графа *) 

{x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12}={x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12}; 
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(* Визначення многочлена графа *)  

expression=(1-(0-(x1+x2+x3+x4))^2)*(1-(0-(x3+x5+x6+x7))^2)*(1-(0-

(x2+x5+x8+x10))^2)*(1-(0-(x6+x8+x9+x11))^2)*(1-(0-(x1+x10+x11+x12))^2)*(1-(0-

(x4+x7+x9+x12))^2); 

expandedExpression=Expand[expression]; 

 

(* Фільтрування комбінацій, що задовольняють умови теореми *) 

monomials = ""; 

For[i = 1, i <= Length@expandedExpression , i++, 

  If[Exponent[expandedExpression [[i]], {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8,x9,x10,x11,x12}] 

== {1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}, 

    monomials = expandedExpression [[i]]; 

    Break[] 

  ] 

]; 

monomials 

2432x1*x2*x3*x4*x5*x6*x7*x8*x9*x10*x11*x12 

 

Оскільки степені змінних рівні 1, то |𝑆𝑖| = 2 для 𝑖 = 1, 12̅̅ ̅̅ ̅̅ . Маємо, що 𝑆𝑖 = {1, 2} для 

𝑖 = 1, 12̅̅ ̅̅ ̅̅ , тоді згідно Теореми 2 (Комбінаторної теореми про нулі) 𝑓1(𝑥) ≠ 0 для 

деякого  𝑥 ∈ 𝑆1 ×. . .× 𝑆12.  

Оскільки 𝑓1(𝑥) може набувати лише значення 0 або 1, то можемо стверджувати про 

існування такої комбінації чисел 𝑥, що існує магічний граф у полі ℤ3 з магічним 
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числом рівним нулю. Зобразимо магічний граф на другому рис. 6 зі самостійно 

знайденими методом перебору значеннями сторін графа. 

 

Рис. 6 Магічний граф 𝐺(6,12) в ℤ3 

 

4.4   Магічний граф 𝑮(𝟔,𝟏𝟑) в ℤ𝟑 

Нехай 𝑝 = 3, а  𝐺 – граф, зображений на першому рис. 7. Тоді можемо записати 

многочлен 𝑓𝑡(𝑥) у полі ℤ3{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥13}: 

𝑓1(𝑥) = (1 − (1 − (𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6)
2) ∙ (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥7 + 𝑥8)

2) ∙ 

∙ (1 − (1 − (𝑥3 + 𝑥7 + 𝑥9 + 𝑥13)
2) ∙ (1 − (1 − (𝑥4 + 𝑥8 + 𝑥9 + 𝑥11 + 𝑥12)

2) ∙ 

∙ (1 − (1 − (𝑥5 + 𝑥10 + 𝑥12 + 𝑥13)
2) ∙ (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥6 + 𝑥10 + 𝑥11)

2) 

 

Варто зауважити, що 𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥)) = 12. Тоді найменшим степенем одночленів 𝑓1(𝑥) 

може бути 1 за винятком однієї змінної – її степінь буде рівна 0. За допомогою 

Wolfram Mathematica знайдемо приклад такого одночлена 𝑓1(𝑥), що відповідає 

описаному припущенню, та запишемо його в полі ℤ3: 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7𝑥8𝑥9𝑥10𝑥12𝑥13. 

(* Визначення сторін графа *) 

{x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13}={x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12

,x13}; 
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(* Визначення многочлена графа *)  

expression=(1-(1-(x2+x3+x4+x5+x6))^2)*(1-(1-(x1+x2+x7+x8))^2)*(1-(1-

(x3+x7+x9+x13))^2)*(1-(1-(x4+x8+x9+x11+x12))^2)*(1-(1-(x5+x10+x12+x13))^2)*(1-

(1-(x1+x6+x10+x11))^2); 

expandedExpression=Expand[expression]; 

 

(* Фільтрування комбінацій, що задовольняють вищезазначені припущення *) 

degree12Monomials = Select[expandedExpression, Total[Exponent[#, {x1, x2, x3, x4, x5, 

x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13}]] == 12 &]; 

degree1Monom = Select[List @@ degree12Monomials, Exponent[#, x1] <= 1 &]; 

degree2Monom = Select[List @@ degree1Monom, Exponent[#, x2] <= 1 &]; 

… 

degree13Monom = Select[List @@ degree12Monom, Exponent[#, x13] <= 1 &]; 

degree13Monom 

{2176 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8, 2176 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x5 

x6 x7 x9, 2048 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x8 x9, 2176 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x3 

x4 x5 x7 x8 x9, 2176 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x6 x7 x8 x9, 2432 x1 x10 x11 x12 x13 

x2 x3 x5 x6 x7 x8 x9, 2176 x1 x10 x11 x12 x13 x2 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 2176 x1 x10 x11 

x12 x13 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 2048 x1 x10 x11 x12 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 2176 x1 

x10 x11 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 2176 x1 x10 x12 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 

2048 x1 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9, 2048 x10 x11 x12 x13 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x8 x9} 
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Оскільки степені змінних рівні 1, то |𝑆𝑖| = 2 для 𝑖 = 1,…10,12,13. Маємо, що 𝑆𝑖 =

1,2 для 𝑖 = 1,… 10,12,13, а для 𝑖 = 11 маємо 𝑆11 = 1, |𝑆11| = 1. Тоді згідно Теореми 

2 (Комбінаторної теореми про нулі) 𝑓1(𝑥) ≠ 0 для деякого  𝑥 ∈ 𝑆1 ×. . .× 𝑆13.  

Оскільки 𝑓1(𝑥) може набувати лише значення 0 або 1, то можемо стверджувати про 

існування такої комбінації чисел 𝑥, що існує магічний граф у полі ℤ3 з магічним 

числом рівним нулю. Зобразимо магічний граф на другому рис. 7 зі самостійно 

знайденими методом перебору значеннями сторін графа. 

 

 

Рис. 7 Магічний граф 𝐺(6,13) в ℤ3 

 

4.5   Магічний граф 𝑮(𝟔,𝟖) в ℤ𝟓 

Нехай 𝑝 = 6, а  𝐺 – граф, зображений на першому рис. 8. Тоді можемо записати 

многочлен 𝑓𝑡(𝑥) у полі ℤ5{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥8}: 
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𝑓1(𝑥) = (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥2)
4) ∙ (1 − (1 − (𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5)

4) ∙ 

∙ (1 − (1 − (𝑥3 + 𝑥7)
4) ∙ (1 − (1 − (𝑥5 + 𝑥6

4) ∙ 

∙ (1 − (1 − (𝑥4 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8)
4) ∙ (1 − (1 − (𝑥1 + 𝑥8)

4) 

 

Варто зауважити, що 𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥)) = 24, а |𝑥| = 8. Тоді найменшим та єдиним 

степенем одночленів 𝑓1(𝑥) буде 
𝑑𝑒𝑔(𝑓1(𝑥))

|𝑥|
= 3. За допомогою Wolfram Mathematica 

знайдемо одночлен 𝑓1(𝑥), що відповідає описаному припущенню, та запишемо його 

в полі ℤ5: 𝑥1
3𝑥2

3𝑥3
3𝑥4

3𝑥5
3𝑥6

3𝑥7
3𝑥8

3. 

(* Визначення сторін графа *)  

{x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8}={x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8}; 

(* Визначення многочлена графа *)  

expression=(1-(1-(x1+x2))^4)*(1-(1-(x1+x3+x4+x5))^4)*(1-(1-(x3+x7))^4)*(1-(1-

(x5+x6))^4)*(1-(1-(x4+x6+x7+x8))^4)*(1-(1-(x1+x8))^4); 

expandedExpression=Expand[expression]; 

 

(* Фільтрування комбінацій, що задовольняють умови теореми *) 

monomials = "" 

For[i = 1, i <= Length@expandedExpression , i++, 

  If[Exponent[expandedExpression [[i]], {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}] == {3, 3, 3, 3, 3, 

3, 3, 3}, 

    monomials = expandedExpression [[i]]; 

    Break[] 

  ]  

]; 
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monomials 

1069056x1^3*x2^3*x3^3*x4^3*x5^3*x6^3*x7^3*x8^3 

 

Оскільки степені змінних рівні 1, то |𝑆𝑖| = 2 для 𝑖 = 1, 8̅̅ ̅̅̅. Маємо, що 𝑆𝑖 = {1,2, 3, 4} 

для 𝑖 = 1, 8̅̅ ̅̅̅, тоді згідно Теореми 2 (Комбінаторної теореми про нулі) 𝑓1(𝑥) ≠ 0 для 

деякого  𝑥 ∈ 𝑆1 ×. . .× 𝑆8.  

Оскільки 𝑓1(𝑥) може набувати лише значення 0 або 1, то можемо стверджувати про 

існування такої комбінації чисел 𝑥, що існує магічний граф у полі ℤ5 з магічним 

числом рівним нулю. Зобразимо магічний граф на другому рис. 8 зі самостійно 

знайденими методом перебору значеннями сторін графа. 

 

Рис. 8 Магічний граф 𝐺(6,8) в ℤ5 

 

Розглянемо ще один приклад магічного графу 𝐺(6,8) в ℤ5. Нехай 𝑝 = 6, а  𝐺 – граф, 

зображений на першому рис. 9. Тоді можемо записати многочлен 𝑓𝑡(𝑥) у полі 

ℤ5{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥8}: 

𝑓0(𝑥) = (1 − (0 − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4)
4) ∙ (1 − (0 − (𝑥2 + 𝑥7)

4) ∙ 

∙ (1 − (0 − (𝑥3 + 𝑥6)
4) ∙ (1 − (0 − (𝑥4 + 𝑥5)

4) ∙ 

∙ (1 − (0 − (𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥8)
4) ∙ (1 − (0 − (𝑥1 + 𝑥8)

4) 
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Варто зауважити, що 𝑑𝑒𝑔(𝑓0(𝑥)) = 24, а |𝑥| = 8. Тоді найменшим та єдиним 

степенем одночленів 𝑓0(𝑥) буде 
𝑑𝑒𝑔(𝑓0(𝑥))

|𝑥|
= 3. За допомогою Wolfram Mathematica 

знайдемо одночлен 𝑓0(𝑥̂), що відповідає описаному припущенню, та запишемо його 

в полі ℤ5: 0. 

(* Визначення сторін графа *)  

{x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8}={x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8}; 

(* Визначення многочлена графа *)  

expression=(1-(0-(x1+x2+x3+x4))^4)*(1-(0-(x2+x7))^4)*(1-(0-(x3+x6))^4)*(1-(0-

(x4+x5))^4)*(1-(0-(x5+x6+x7+x8))^4)*(1-(0-(x1+x8))^4); 

expandedExpression=Expand[expression]; 

 

(* Фільтрування комбінацій, що задовольняють умови теореми *) 

monomials = ""; 

For[i = 1, i <= Length@expandedExpression , i++, 

  If[Exponent[expandedExpression [[i]], {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}] == {3, 3, 3, 3, 3, 

3, 3, 3}, 

    monomials = expandedExpression [[i]]; 

    Break[] 

  ]  

];  

monomials 

1797120x1^3*x2^3*x3^3*x4^3*x5^3*x6^3*x7^3*x8^3 
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Оскільки отриманий одночлен степені змінних 3 не існує , то можемо зробити 

висновок про неможливість застосування Теореми 2 (Комбінаторної теореми про 

нулі) до даного прикладу. Проте шляхом підбору значень сторін графа, можемо 

визначити розв’язок даного магічного графа, що зображений на другому рис. 9. 

 

Рис. 9 Магічний граф 𝐺(6,8) в ℤ5 
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Висновки 

 

Дана кваліфікаційна робота присвячена дослідженню комбінаторної теореми про нулі 

та її застосування на задачах, що пов’язані з комбінаторикою, теорією множин та 

графів. 

У Розділі 2 описано основні поняття з теорії многочленів, що застосовуються у 

визначенні комбінаторної теореми про нулі. Також було розглянуто формулювання 

та доведення теорем Гільберта та Алона, їх відмінності. 

У Розділі 3 було проведено розв’язання задач із застосування комбінаторної теореми 

про нулі. Це включає альтернативні доведення теорем Коші-Девенпорта, Ердеша-

Гінзбурга-Зіва та інші твердження з комбінаторики та теорії графів. 

У Розділі 4 досліджено застосування комбінаторної теореми про нулі у задачах з 

перевірки існування розмітки графів у полі ℤ𝑝. Це було детально розглянуто на 

часткових прикладах графів 𝐺(3,3), 𝐺(6, 12), 𝐺(6, 13) та 𝐺(6,8). Для них 

представлено алгоритми за допомогою математичного середовища Wolfram 

Mathematica, що дозволяє знаходити проводити обчислення з великим набором даних 

многочленів. 
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