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1 Вступ

Теорiя графiв – популярний, але й досi не до кiнця дослiджений, роздiл
дискретної математики. Вiн використовується в багатьох сферах життя, якi на
перший погляд зовсiм не схожi мiж собою. Це обумовлено тим, що визначення
графу є досить загальним та абстрактним, тому у виглядi графу можна пред-
ставити безмежну кiлькiсть об’єктiв з повсякденного життя. Також графи мо-
жна легко вiзуалiзувати, завдяки чому вони бiльш нагляднi та з ними зручнiше
працювати.

Одним з напрямiв теорiї графiв є спектральна теорiя графiв. Вона вивчає
властивостi графiв за допомогою характеристичних многочленiв, власних ве-
кторiв та власних чисел матриць, що пов’язанi з графами, наприклад, матри-
цi сумiжностi. Тобто, дослiджує зв’язок мiж спектральними та структурними
ознаками графа.

Спектральна теорiя графiв знайшла застосування як в математичнiй галузi,
так i в iнших сферах життя. Наведемо кiлька прикладiв використання цього
роздiлу. В квантовiй хiмiї застосовується для виявлення зв’язку мiж структурою
хiмiчною сполукою та спектральними властивостями її молекулярного графа.
Також використовується в IT сферi, наприклад, при моделюванi комп’ютерних
мереж чи обробцi зображень.

Бiльш вузьким напрямом дослiдження є спектральна теорiя графiв Кок-
стера. Ця тема є також актуальною, тому що теж знайшла своє застосування.
Наприклад, вона використовується у класифiкацiйних теоремах таких алгебра-
їчних об’єктiв, як напiвпростих алгебр Лi або груп, якi породженнi вiдображе-
ннями в гранях n-мiрного багатогранника.

Мета моєї роботи – дослiдити поняття та теореми спектральної теорiї злi-
ченних графiв Кокстера. Також розглянути на прикладах використання деяких
теорем для знаходження iндексiв злiченних графiв Кокстера. До того ж знайти
iндекси графiв, що ранiше не дослiджувалися.
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2 Основнi означення i твердження

2.1 Графи Костера

Означення 2.1. Графом називаємо сукупнiсть G = (V,R), де V – непорожня
скiнченна множина,R – множина, що складається з невпорядкованих пар рiзних
елементiв множини V . При цьому множина V називається множиною вершин
графа G, а множина R називається множиною ребер графа G.

Означення 2.2. Вершини графа називаються сумiжними, якщо вони з’єднанi
ребром.

Означення 2.3. Якщо вершина графа є кiнцем деякого ребра, то цi вершина
та ребро називаються iнцидентними.

Означення 2.4. Степiнь вершини v – кiлькiсть ребер iнцидентних данiй
вершинi. Позначається dev v.

Означення 2.5. Порядок графа – кiлькiсть вершин графа. Позначається |G|.

Означення 2.6. Графом Кокстера G називаємо сукупнiсть (G, f), де G –
граф, f – вiдображення множини ребер графа G у множину, що складається з
натуральних чисел, якi бiльшi або дорiвнюють 3, та символа∞. Будемо вважа-
ти, що граф G пiдпорядкований графу Кокстера G = (G, f).

Для зручностi будемо представляти граф Костера: пiдпорядкований граф з
позначкою f(e) над кожним ребром e. Прийнято не писати числа 3 над ребрами.
Такi ребра будемо називати непозначеними, а ребра з позначкою бiльше 3 –
позначеними.

Зауваження 2.1. Звичайнi графи є пiдмножиною графiв Кокстера: функцiя –
вiдображення ребер в число 3.

Зауваження 2.2. Будемо називати граф Кокстера просто графом, якщо з кон-
тексту зрозумiло, що йдеться мова про графи Кокстера. Для позначення графа
Кокстера використовується жирний шрифт.

Зауваження 2.3. Граф Кокстера будемо називати зв’язним, деревом, циклом i
т.п., якщо пiдпорядкований граф задовiльняє цим властивостям.

Означення 2.7. Нехай G = (G, f) - граф Кокстера. Граф G1 = (G1, f1)
називається пiдграфом графа G, якщо G1 пiдграф G, i для довiльного ребра e
графа G1: f1(e) 6 f(e). Позначається G1 ⊂ G.
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Означення 2.8. Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини
графа Кокстера. Матриця сумiжностi A(G) = (aij)

n
i,j=1, де n = |G| – порядок

графа G, а елементи матрицi aij = 2 cos(πk ), якщо f(i, j) = k, aij = 2, якщо
f(i, j) =∞, aij = 0, якщо вершини i та j не з’єднанi ребром.

Отже, матриця сумiжностi A(G) буде симетричною, дiйсною та мiстити ну-
лi на головнiй дiагоналi. Матриця сумiжностi залежить вiд порядку, в якому
розглядаємо вершини. Якщо граф G скiнченний, |V | < ∞, то A(G) буде ква-
дратною матрицею порядка |V |.

Сукупнiсть усiх власних значень матрицi – спектр матрицi. Оскiльки, матри-
ця сумiжностi симетрична, то спектр буде дiйсним. Розташуємо точки спектру
λi в порядку спадання: λG = λ1 > λ2 > ... > λn = qG.

Означення 2.9. Спектр графа – це спектр матрицi сумiжностi A(G). По-
значається σ(G).

Означення 2.10. Iндекс графа – це максимальне власне значення λG.

Означення 2.11. Характеристичним многочленом матрицi сумiжностi бу-
демо називати PG(λ) = |λI − A(G)|.

Приклад 2.1. Розглянемо на прикладi данi поняття.

Рис.1

Матриця сумiжностi:

A(G) =


0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0


Характеристичний многочлен:

PG(λ) = |λI−A(G)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 0 −1
0 λ 0 −1
0 0 λ −1
−1 −1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −1
0 λ −1
−1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣−(−1)
∣∣∣∣∣∣
0 λ 0
0 0 λ
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ =
λ(λ3 − (λ+ λ)) + (−λ2) = λ4 − 2λ2 − λ2 = λ4 − 3λ2
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Спектр графа:
λ4 − 3λ2 = 0
λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 =

√
3, λ4 = −

√
3

Iндекс графа:
λG =

√
3

2.2 Злiченнi графи Костера

Означення 2.12. Граф Кокстера називається злiченним, якщо вiн має злi-
ченну множину вершин.

Для зручностi записiв позначимо Fin(G) множину всiх скiнченних пiдгра-
фiв графа G.

Для злiченних графiв G матриця сумiжностi A(G) буде нескiнченною впра-
во та вниз.

Означення 2.13. Iндекс злiченного графа – додатнє число або символ ∞,
яке визначається

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ

Операцiї на злiченних графах Костера.
Нехай G = (G, f) – злiченний граф Кокстера. Визначено три операцiї [5 - 7]:

1. Операцiя видалення вершини. У графi G видiлемо вершину x. Розглянемо
граф G1 = (V1, R1), де множина вершин V1 = V \x, а множину ребер отри-
муємо шляхом видалення з R ребер, що iнцидентнi вершинi x. Розглянемо
функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину ребер R1. Тодi граф
Кокстера G1 = (G1, f1) називається графом Кокстера, одержаним з графа
G видаленням вершини x та позначається G− x.

2. Операцiя видалення ребра. У графi G видiлемо ребро e. Розглянемо граф
G1 = (V1, R1), де множина вершин V1 = V залишається незмiнною, а мно-
жина ребер R1 = R\e. Розглянемо функцiю f1, яка є обмеженням функцiї
f на множину ребер R1. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1) називається
графом Кокстера, одержаним з графа G видаленням ребра e та познача-
ється G− e.

3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi. У графi G видiлемо ребро e. Роз-
глянемо функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер R\e,
а на ребрi e визначається f1(e) < f(e). Тодi граф Кокстера G1 = (G, f1)
називається графом Кокстера, одержаним з графа G зменшенням мiтки
на ребрi e.
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Означення 2.14. Сформулюємо означення пiдграфа в термiнах операцiй
над графами. Пiдграфом графа G називається граф, одержаний шляхом засто-
сування операцiй видалення вершини, ребра або зменшенням мiтки на ребрi
графа G.

2.3 Теорема Фробенiуса

Означення 2.15. Невiд’ємна матриця A – це матриця у якiй всi елементи
невiд’ємнi числа. Будемо позначати A > 0.

Означення 2.16. Додатна матриця A – це матриця у якiй всi елементи
додатнi числа. Будемо позначати A > 0.

Аналогiчно, невiд’ємний та додатнiй вектори – це вектори з невiд’ємними
координатами та додатнiми координатами вiдповiдно. Будемо позначати х > 0
невiд’ємний вектор x та x > 0 – додатнiй.

Означення 2.17. Розкладна матриця A – це матриця у якiй перестановкою
рядкiв у деякому порядку, а потiм стовпчикiв у тому самому порядку можна

отримати блочну матрицю вигляду
(
A B
0 D

)
з квадратними матрицями на дiа-

гоналi. Нерозкладна матриця – в iншому разi.

Теорема 2.1. (Фробенiуса) [1, 3, 4, 7] Невiд’ємна нерозкладна матриця A
завжди має додатнє власне значення r. r задовiльняє наступним властивостям:

1. r – простий корiнь характеристичного рiвняння;

2. модулi всiх iнших власних значень не перевищують r;

3. власному числу r вiдповiдає власний додатнiй вектор.

До того ж, якщо A має k власних значень, якi за модулем дорiвнюють r, то цi
числа всi рiзнi мiж собою та є коренями рiвняння λk − xk = 0. Якщо розгля-
дати весь спектр матрицi A як систему точок на комплекснiй площинi, то вiн
вiдображається на себе при поворотi на кут 2π/k.
Якщо k > 1, то перестановкою рядкiв у деякому порядку, а потiм стовпчикiв у
тому самому порядку можна звести матрицю A до "циклiчного"вигляду:

A =


0 A12 0 . . . 0
0 0 A23 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . Ak−1,k
Ak1 0 0 . . . 0
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Матриця A iмпритивна, якщо k > 1. Число k – iндекс iмпритивностi матрицi
A. В iншому разi матриця A – примiтивна.

Твердження 2.1. [1, 4, 7]Матриця сумiжностi графа нерозкладна тодi i тiль-
ки тодi, коли граф – зв’язний.

Матриця сумiжностi довiльного графа – невiд’ємна, тому всi властивостi не-
вiд’ємних матриць зберiгається для матриць сумiжностi, зокрема теорема Фро-
бенiуса. Також вона симетрична i як результат всi власнi значення – дiйснi
числа. Отже, з теореми 2.1 випливає теорема про спектральнi властивостi
зв’язного графа.

Теорема 2.2. (Фробенiуса для матрицi сумiжностi) [1, 4, 7] Нехай G –
зв’язний граф. λG = λ1 > λ2 > ... > λn – власнi значення графа в порядку не
зростання. Тодi:

1. Iндекс графа додатнiй(λG > 0);

2. Модуль довiльного власного значення не перевищує iндекс графа(∀i :
|λi| 6 λG);

3. Алгебраїчна кратнiсть власного значення λG дорiвнює 1(отже геометри-
чна кратнiсть також рiвна 1);

4. Iснує додатнiй власний вектор, який вiдповiдає власному значенню λG(цей
вектор буде називатися вектором Перрона- Фробенiуса);

5. Якщо −λG – власне значення, то його алгебраїчна кратнiсть дорiвнює
1(отже геометрична кратнiсть також рiвна 1).

3 Iндекси злiченних графiв Кокстера

3.1 Теореми про iндекс злiченних графiв

Твердження 3.1. [5 − 7] G – злiченний зв’язний граф. При видаленнi вер-
шини, або ребра графа G iндекс не збiльшується. При зменшеннi мiтки на ребрi
графа G iндекс строго зменшується.

Доведення. Розглянемо доведення окремо для кожної операцiї[5, 7]:

1. Операцiя видалення вершини. Зафiксуємо вершину x графа G. G−x ⊂ G,
тодi Fin(G− x) ⊂ Fin(G). Отже,

ind (G− x) = sup
Г∈Fin(G−x)

indГ 6 sup
Г∈Fin(G)

indГ = indG

Отже, iндекс графа при видаленнi вершини не збiльшується.
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2. Операцiя видалення ребра. Зафiксуємо ребро e графа G. G− e ⊂ G, тодi
Fin(G− e) ⊂ Fin(G). Отже,

ind (G− e) = sup
Г∈Fin(G−e)

indГ 6 sup
Г∈Fin(G)

indГ = indG

Отже, iндекс графа при видаленнi ребра не збiльшується.

3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi. Зафiксуємо ребро e = {v1, v2} гра-
фа G. Нехай граф G1 – граф, отриманий з G шляхом зменшення мi-
тки на ребрi e. Тодi матриця сумiжностi A(G) вiдрiзняється вiд матрицi
A(G1) двома симетричними вiдносно дiагоналi елементами: другим еле-
ментов у першому рядку та першим елементом у другому рядку. λG –
iндекс графа G та ν – додатний власний вектор A(G), що вiдповiдає цьо-
му iндексу. Аналогiчно, ω – додатний власний вектор AG1

, що вiдповiдає
λG1

, iндексу графа G1. Елементи матрицi AG не менше, нiж елементи
AG1

, тодi AGν > AG1
ν i виконуються строгi нерiвностi для координат:

(AGν)1 > (AG1
ν)1 i (AGν)2 > (AG1

ν)2. З попереднiх нерiвностей випливає
(AGν, ω) > (AG1

ν, ω). Тодi λG(ν, ω) = (λGν, ω) = (AGν, ω) > (AG1
ν, ω) =

(ν,AG1
ω) = (ν, λG1

ω) = λG1
(ν, ω). Скорочуємо нерiвнiсть на додатне чи-

сло (ν, ω) i отримуємо λG > λG1
. Отже, iндекс графа при зменшеннi мiтки

на ребрi строго зменшується.

Наслiдок 3.1. [5− 7] Нехай G1, G2 – злiченнi графи. G1 ⊂ G2. Тодi
indG1 6 indG2

Твердження 3.2. [5− 7] Iндекс злiченного графа рiвен супремуму iндексiв
його компонент зв’язностi.

Доведення. [5− 7] Нехай G = G1tG2t . . ., де Gi – компоненти зв’язностi,
а символ t – диз’юктивне об’єднання(об’єднання множин, що попарно не пере-
тинаються). Розглянемо довiльний скiнченний пiдграф Г графа G. Має мiсце
розклад Г = Г1 t Г2 t . . ., де Гi ⊂ Gi ∀i ∈ N. Г – скiнченний, тому тiль-
ки скiнченна кiлькiсть Гi 6= ∅. Отже, ind G = sup

Г
ind Г = sup

Г
sup
i∈N

ind Гi =

sup
i∈N

sup
Г
ind Гi = sup

i∈N
sup
Гi

ind Гi = sup
i∈N

ind Gi.

Далi графи, якi будемо розглядати, вважатимемо зв’язними.

Теорема 3.1. [5 − 7] Нехай G – злiченний граф, {Gn}∞n=1 – послiдовнiсть
його скiнченних пiдграфiв, що задовольняє умовам:
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1. Gn ⊂ Gn+1 ∀n ∈ N;

2.
⋃
n∈N

Gn = G.

Тодi ind G = lim
n→∞

ind Gn.

Доведення. [5 − 7] Розглянемо довiльний скiнченний пiдграф Г графа G.
За умовою 2. Г ∈ Gk для деякого k ∈ N. Тодi ind Г 6 ind Gk. Тодi sup

Г
ind Г 6

sup
n
ind Gn. Оскiльки Gn – скiнченнi пiдграфи G, то sup

Г
ind Г > sup

n
ind Gn.

Отже ind G = sup
Г
ind Г = sup

n
Gn. За умовою 1. ind Gn 6 ind Gn+1. По-

слiдовнiсть {ind Gn}∞n=1 неспадна, тому вона має границю (можливо, ∞), i
sup
n
ind Gn = lim

n→∞
ind Gn.

Наслiдок 3.2. [5− 7] Нехай G1, G2 – злiченнi графи,
{
G1

n

}∞
n=1

,
{
G2

n

}∞
n=1

–
послiдовностi скiнченних пiдграфiв G1 i G2 вiдповiдно. Нехай цi послiдовностi
задовольняють умовам:

1. G1
n iзоморфний G2

n ∀n ∈ N;

2. G1
n ⊂ G1

n+1, G2
n ⊂ G2

n+1 ∀n ∈ N;

3.
⋃
n∈N

G1
n = G1,

⋃
n∈N

G2
n = G2.

Тодi ind G1 = ind G2.

Доведення. [5, 7] З теоремою 3.1 випливає, що ind G1 = lim
n→∞

ind G1
n

та ind G2 = lim
n→∞

ind G2
n. G1

n i G2
n iзоморфнi, тому ind G1

n = ind G2
n i

lim
n→∞

ind G1
n = lim

n→∞
ind G2

n. Отже, ind G1 = ind G2.

Розглянемо кiлька прикладiв знаходження iндексу злiченного графа.

Приклад 3.1. A∞ – нескiнченний вправо ланцюг [5− 7].

Рис.2
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При обчисленнi iндекса цього злiченного графа як пiдграф Gn можна обрати
граф An, який утворено першими n вершинами. Iндекс цього графа вiдомий[1]
i дорiвнює

indAn = 2 cos
π

n+ 1
, n ∈ N

Тому
ind A∞ = lim

n→∞
2 cos

π

n+ 1
= 2 cos 0 = 2

Отже,
ind A∞ = 2

Приклад 3.2. D∞ – нескiнченний вправо ланцюг з розгалуженням [5− 7].

Рис.3

При обчисленнi iндекса цього злiченного графа як пiдграф Gn можна обрати
граф Dn n > 4, який утворено першими n вершинами. Iндекс цього графа
вiдомий[1] i дорiвнює

indDn = 2 cos
π

2(n− 1)
, n ∈ N

Тому
ind D∞ = lim

n→∞
2 cos

π

2(n− 1)
= 2 cos 0 = 2

Отже,
ind D∞ = 2

Приклад 3.3. AZ – нескiнченний в обидвi сторони ланцюг [5− 7].

Рис.4

При обчисленнi iндекса цього злiченного графа як пiдграф Gn можна обра-
ти граф An, який утворено першими n вершинами. Такий самий пiдграф Gn

обирався для A∞. Тому
ind AZ = ind A∞ = 2
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Отже,
ind AZ = 2

Приклад 3.4. B∞ – нескiнченний вправо ланцюг [6, 7].

Рис.5

При обчисленнi iндекса цього злiченного графа як пiдграф Gn можна обрати
граф Bn n > 2, який утворено першими n вершинами. Iндекс цього графа
вiдомий[2] i дорiвнює

indBn = 2 cos
π

2n
, n ∈ N

Тому
ind B∞ = lim

n→∞
2 cos

π

2n
= 2 cos 0 = 2

Отже,
ind B∞ = 2

3.2 Iндекси графiв, що складається зi скiнченного графа та нескiн-
ченного ланцюга

Рис.6

Граф G складається з скiнченного графа Г, нескiнченного ланцюга та ребра
{x, y}, що з’єднує їх. Граф такого виду можна задати злiченною кiлькiстю пар
(Γ, x).

Теорема 3.2. [6, 7] Нехай злiченний граф (Γ, x) складається з скiнченного
графа Γ та нескiнченного ланцюга. Тодi:

1. Якщо (Γ, x) ∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(Γ, x) = 2;

12



2. Якщо (Γ, x) /∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(Γ, x) > 2 та є максимальним коре-
нем рiвняння

PΓ−x(λ)

PΓ(λ)
=
λ+
√
λ2 − 4

2

Алгоритм знаходження iндексу графа G, що складається зi скiнченного гра-
фа Γ та нескiнченного ланцюга, за допомогою теореми 3.2:

1. Знайти характеристичнi многочлени графiв Γ та Γ − x: PΓ(λ), PΓ−x(λ).
Маємо рiвняння PΓ−x(λ)

PΓ(λ)
= λ+

√
λ2−4
2 ;

2. Для зручностi зробити замiну λ = µ + 1
µ . Тодi

λ+
√
λ2−4
2 = µ. Пiдстави-

ти значення у рiвняння PΓ−x(λ)
PΓ(λ)

= λ+
√
λ2−4
2 . Отримуємо рiвняння з одним

невiдомим µ;

3. У рiвняннi з пункту 2 знайти максимальне значення µ;

4. Знайти λ, пiдставивши µ у замiну з пункту 2. Це значення λ i є шуканим
iндексом графа G.

Розглянемо кiлька прикладiв знаходження iндексiв графiв, що складається
зi скiнченного графа Γ та нескiнченного ланцюга.

Приклад 3.5. Знайдемо iндекс графа T1,1,1,∞(рис.7) [7].

Рис.7

Нехай Г рiвний графу на рис.8.

Рис.8

Тодi
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1. Знайдемо характеристичнi многочлени:
Знаходження характеристичного многочлена графа Г було розглянуто в
прикладi 2.1.

PΓ = λ4 − 3λ2

PΓ−x = λ3

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ3

λ4 − 3λ2
=

λ

λ2 − 3
=
λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − 3
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − 3
= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ

2 − 1
= µ

µ2 + 1

µ4 − µ2 + 1
= 1

µ4 − 2µ2 = 0

µ2(µ2 − 2) = 0

µ =
√
2

4. Отже,

λ =
√
2 +

1√
2
=

3√
2

Iндекс графа T1,1,1,∞:

ind T1,1,1,∞ =
3√
2
≈ 2, 12132
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Лема 3.1. [7] Нехай µ =
√

1+
√
5

2 та λ = µ+ 1
µ , тодi λ =

√
2 +
√
5

Доведення. [7]

λ =

√
1 +
√
5

2
+

1√
1+
√
5

2

=

√
1 +
√
5√

2
+

√
2√

1 +
√
5
=

3 +
√
5√

2(1 +
√
5)

=

=

√
(3 +

√
5)2

2(1 +
√
5)

=

√
14 + 6

√
5

2(1 +
√
5)

=

√
7 + 3

√
5

1 +
√
5

=

√
(7 + 3

√
5)(1−

√
5)

(1 +
√
5)(1−

√
5)

=

=

√
−8− 4

√
5

−4
=

√
2 +
√
5

Приклад 3.6. Знайдемо iндекс графа H∞(рис.9) [7].

Рис.9

Нехай Г рiвний графу H2 на рис.10.

Рис.10

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =

(
0 2 cos π5

2 cos π5 0

)

PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =
∣∣∣∣ λ −2 cos π5
−2 cos π5 λ

∣∣∣∣ = λ2 − (−2 cos π
5
)2

= λ2 − 4 cos2 π5
PΓ−x(λ) = |λ| = λ
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Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ

λ2 − 4 cos2 π5
=
λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4 cos2 π5
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4 cos2 π5
= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 4 cos2 π5

= µ

µ2 + 1

µ4 + 2µ2 − 4 cos2 π5 µ
2 + 1

= 1

µ4 + µ2 − 4 cos2
π

5
µ2 = 0

µ2(µ2 + 1− 4 cos2
π

5
) = 0

µ =

√
4 cos2

π

5
− 1

µ =

√√√√4

(
1 +
√
5

4

)2

− 1

µ =

√
1 +
√
5

2

4. Отже, за лемою 3.1:

λ =

√
2 +
√
5

Iндекс графа G:

ind H∞ =

√
2 +
√
5 ≈ 2, 05817
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Приклад 3.7. Знайдемо iндекс графа F∞(рис.11) [7].

Рис.11

Нехай Г рiвний графу F3 на рис.12.

Рис.12

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =

 0 1 0
1 0 2 cos π4
0 2 cos π4 0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣
λ −1 0
−1 λ −2 cos π4
0 −2 cos π4 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 4 cos2
π

4
λ− λ =

= λ3 − 3λ

A(Γ− x) =
(

0 1
1 0

)
PΓ−x(λ) = |λI − A(Γ− x)| =

∣∣∣∣ λ −1
−1 λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ2 − 1

λ3 − 3λ
=
λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо: (
µ+ 1

µ

)2
− 1(

µ+ 1
µ

)3
− 3

(
µ+ 1

µ

) = µ
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3. Знайдемо максимальне значення µ(
µ+ 1

µ

)2
− 1(

µ+ 1
µ

)3
− 3

(
µ+ 1

µ

) = µ

µ2 + 1
µ2 + 1

µ3 + 1
µ3

= µ

µ4 + µ2 + 1

µ6 + 1
= 1

µ6 − µ4 − µ2 = 0

µ2(µ4 − µ2 − 1) = 0

µ4 − µ2 − 1 = 0

µ2 =
1 +
√
5

2

µ =

√
1 +
√
5

2

4. Отже, за лемою 3.1:

λ =

√
2 +
√
5

Iндекс графа G:

ind F∞ =

√
2 +
√
5 ≈ 2, 05817

Також розглянемо кiлька прикладiв, знаходження iндексiв графiв, що не
були дослiдженi ранiше.

Приклад 3.8. Знайдемо iндекс графа G, що складається з зiрчатого скiн-
ченного графа K1,n та нескiнченного ланцюга(рис.13).

Рис.13
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Нехай Г рiвний графу K1,n на рис.14.

Рис.14

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 1
1 1 . . . 1 0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −1
0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
−1 −1 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −1
0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
0 0 . . . 0 λ− n

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= λn(λ− n
λ) = λn+1 − nλn−1

PΓ−x(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λn

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λn

λn+1 − nλn−1
=

λ

λ2 − n
=
λ+
√
λ2 − 4

2
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2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − n
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − n
= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− n

= µ

µ2 + 1

µ4 + (2− n)µ2 + 1
= 1

µ4 − (1− n)µ2 = 0

µ2 + 1− n = 0

µ =
√
n− 1

4. Отже,

λ =
√
n− 1 +

1√
n− 1

=
n√
n− 1

Iндекс графа G:
ind G =

n√
n− 1

Приклад 3.9. Знайдемо iндекс графа G, що складається з зiрчатого скiн-
ченного графа K1,n з позначкою 4 на одному ребрi та нескiнченного ланцю-
га(рис.15).

Рис.15

Нехай Г рiвний графу K1,n з позначкою 4 на одному ребрi на рис.16.
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Рис.16

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =


0 0 . . . 0 2 cos π4
0 0 . . . 0 1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 1

2 cos π4 1 . . . 1 0

 =


0 0 . . . 0

√
2

0 0 . . . 0 1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 1√
2 1 . . . 1 0



PΓ(λ) = |λI−A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −

√
2

0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
−
√
2 −1 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −

√
2

0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
0 0 . . . 0 λ− n+1

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= λn(λ− n+1
λ ) = λn+1 − (n+ 1)λn−1

PΓ−x(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λn

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λn

λn+1 − (n+ 1)λn−1
=

λ

λ2 − n− 1
=
λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − n− 1
= µ

21



3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − n− 1
= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 1− n

= µ

µ2 + 1

µ4 + (1− n)µ2 + 1
= 1

µ4 − nµ2 = 0

µ2 − n = 0

µ =
√
n

4. Отже,

λ =
√
n+

1√
n
=
n+ 1√
n

Iндекс графа G:

ind G =
n+ 1√
n

Приклад 3.10. Знайдемо iндекс графа G, що складається з зiрчатого скiн-
ченного графа K1,n загального виду, з позначками k1, k2, k3, . . . , kn на ребрах та
нескiнченного ланцюга(рис.17).

Рис.17

Нехай Г рiвний графу K1,n з позначками k1, k2, k3, . . . , kn на ребрах на рис.18.
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Рис.18

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =


0 0 . . . 0 2 cos π

k1
0 0 . . . 0 2 cos π

k2... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 2 cos π

kn
2 cos π

k1
2 cos π

k2
. . . 2 cos π

kn
0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 . . . 0 −2 cos π
k1

0 λ . . . 0 −2 cos π
k2... ... . . . ... ...

0 0 . . . λ −2 cos π
kn

−2 cos π
k1
−2 cos π

k2
. . . −2 cos π

kn
λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 . . . 0 −2 cos π
k1

0 λ . . . 0 −2 cos π
k2... ... . . . ... ...

0 0 . . . λ −2 cos π
kn

0 0 . . . 0 λ− 4
λ

n∑
i=1

cos2 π
ki

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn

(
λ− 4

λ

n∑
i=1

cos2
π

ki

)
=

= λn+1 − 4λn−1
n∑
i=1

cos2 π
ki

PΓ−x(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λn
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Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λn

λn+1 − 4λn−1
n∑
i=1

cos2 π
ki

=
λ

λ2 − 4
n∑
i=1

cos2 π
ki

=
λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4
n∑
i=1

cos2 π
ki

= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4
n∑
i=1

cos2 π
ki

= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 4

n∑
i=1

cos2 π
ki

= µ

µ2 + 1

µ4 + 1 + (2− 4
n∑
i=1

cos2 π
ki
)µ2

= 1

µ4 + (1− 4
n∑
i=1

cos2
π

ki
)µ2 = 0

µ2 + 1− 4
n∑
i=1

cos2
π

ki
= 0

µ =

√√√√4
n∑
i=1

cos2
π

ki
− 1

4. Отже,

λ =

√√√√4
n∑
i=1

cos2
π

ki
− 1 +

1√
4

n∑
i=1

cos2 π
ki
− 1

=

4
n∑
i=1

cos2 π
ki√

4
n∑
i=1

cos2 π
ki
− 1
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Iндекс графа G:

ind G =

4
n∑
i=1

cos2 π
ki√

4
n∑
i=1

cos2 π
ki
− 1

4 Класифiкацiя злiченних графiв Кокстера за iндексом

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку [2,

√√
5 + 2]

Теорема 4.1. [6, 7] Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера, то

1. ind G > 2

2. Якщо ind G = 2, то G – граф виду:

3. Якщо ind G ∈ (2;
√√

5 + 2), то G – граф виду:
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4. Якщо ind G =
√√

5 + 2, то G – граф виду:
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5 Висновки

В другому роздiлi курсової роботи розглянуто основнi поняття спектраль-
ної теорiї графiв i їх застосування на прикладi. Також представлено означення
злiченного графа Кокстера та опис операцiй на цих графах. Окрiм того зробле-
но огляд таких понять, як невiд’ємна, додатна, розкладна матрицi та теореми
Фробенiуса для матриць сумiжностi.

В третьому роздiлi наведенi основнi теореми, необхiднi для обчислення iнде-
ксу графiв, та їх застосування на прикладах. Бiльш детально розглянуто знахо-
дження iндексу графiв, що складаються зi скiнченного графа та нескiнченного
ланцюга. Зокрема, на основi теореми створено алгоритм розрахунку iндексу
таких графiв. Представлено обчислення деяких ранiше дослiджених iндексiв
графiв та розглянуто iндекси графа, що до цього не знаходились.

В четвертому роздiлi наведена теорема про класифiкацiю злiченних графiв
Кокстера у промiжку [2,

√√
5 + 2] без доведення.
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