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1 Beryn

ExctpemanbHa Teopis rpadiB € OJIHIEIO 31 CTAPOJABHIX 1 BOAHOUAC aKTyaJIbHUX
rajxy3eil MaTeMaTUKH, sIKa 3alMa€eThCsl JOCTIIHKEHHAM €KCTPeMaIbHUX BJIACTUBOCTEH
rpadiB. Bubip wmi€i TeMu OOIpYyHTOBYETHCS ii BaXUIMBICTIO 1 IIMPOKHUM CIEKTPOM

34CTOCYBAaHb Y HAYKOBUX I[OCJIiI[)KeHHHX Ta IMPAKTUYHHUX 3aga4ax.

AKTyaJIbHiCTh TeMHM: rpadu BHUKOPUCTOBYIOTHCS JUIsI MOJEIIOBaHHS Ta
BUPIIICHHS PI3HOMAHITHUX MpOOJeM Yy TaKuX Tally3aX SK KOMIT'IOTEpPHI HayKH,
ONTUMI3allisl, TPAHCIIOPTHI MEPEXK], COLIaIbHI MEPEXK1, TEOPIs KOJYyBaHHS, TEOPIs 1rop
Ta OaraTo HIKUX. BUBUEHHS eKCTpeMallbHUX BJIACTUBOCTEN TpadiB JO3BOJISIE 3HAUTU

ONTHUMAJIbHI PIIIEHHS, BCTAHOBUTH MEX1 €(pEKTUBHOCTI Ta 3pO3yMITH OCOOIMBOCTI iX
CTPYKTYpH.

Meta i 3aBmaHHS JOCJHIT:KeHHSI: aHai3 1 BUBYCHHS EKCTPEMalIbHUX
BIacTUBOCTeM TpadiB, iX kimacudikaiis 3a PI3HUMH TapaMeTpaMH, a TaKOoX

3aCTOCYBaHHSI OTPUMAHMUX 3HAHb Y IPAKTUYHUX CPepi.

O0'exT A0CTiKEeHHs . PI3HOMAaHITHI BJIACTUBOCTI rpadiB, HOro eKCTpeMalibHi

BJIACTUBOCTEH Ta PIllICHHS B 3a/1a4ax

MeToau AOCHIIKeHHs: MaTeMaTH4YHI METOJM Ta JIOTIYHI PO3PaXyHKH IS
aHajizy Ta MojenoBaHHSA TpadiB, METOAM KOMOIHATOPHUX KOHCTPYKIIH, METOJ
TPaHUIIb Ta HEPIBHOCTEH, JIOBEICHHS TEOPEM, aITOPUTMIYHI METOAU s

PO3B’sI3yBaHHS IPAaKTUYHHX 3a4a4.



2 ExkcTtpemMaibHi XapakTtepucTuku rpagis

2.1 OcHoBHI 03Ha4YeHHs Teopii rpagis

I'pad - e abcTpakTHa MaTeMaTH4YHA CTPYKTYpa, IO CKIATAETHCSA 3 MHOXUHU
BEpIIMH (BY3J1B) Ta MHOXHUHU pebep (3B'SI3KiB), WO 3'€IHYIOTh BEPIIMHH, 1
BUKOPUCTOBYETHCS JJII MOJIETIOBAHHS 3B'SI3KIB MK 00'ektamu. ['padu € BaxiImBUM
THCTPYMEHTOM B raiy3siX, TAKHX K TEOpisd MEpPeK, KOMIT'IOTEPHI HayKH, ONTUMI3Allis,
TpaHCMOPTHI cucteMu Ta Oarato iHmux. [Ipukman rpada (pucyHok 1), a came

opieHTOBaHOTO Tpada

Puc. 1
BBeneMo 0CHOBHI O3HAUEHHS.

Osnavennst 1 I'padbom HazmBaemo BnopsakoBana mapa G = (V,E), ne V —
HETIOPOXHS CKiHYeHHA MHOXHMHA, E — MHOKWHA, 1110 CKIIAIA€THCS 3 HEBIIOPSIKOBAHUX
nap pizHHUX eneMeHTiB MHOKUHU V . [Ipu iboMy MHOXKHHA V Ha3UBAETHCS MHONCUHOIO

sepuiur epaga G, a MuHOXKkHHA E HasuBaeThCs MHodcunow pebep epagha G.

O3nauenns 2. Bepurnau rpada Ha3UBaIOTHCS CYMINCHUMU, IKIIIO BOHH 3’ € JHAHI1
). ,

pedpom.

Osnauenns 3. SIkmio BepmHa rpada € KiHIeM AesKoro pedpa, To 11l BepiInHa

Ta peOdpO HA3UBAKOTHCS IHYUOCHMHUMU.

Osnavennss 4 Cmeninb 6epuiunu v — KUIBKICTh peOep IHIUACHTHUX AaHIN

BepinHi. [lo3HauaeTbes dev V.



Osuauenns 5. Ilopsiook epaga — kinbKicTh Bepuiun rpada. [loznauaerses |G].

Osnauvennss 6. HeopienroBanuii rpadp G — mapa mHoxuH (V, E), ne V —
muoxkuHa BepmmH, E = V() — vuoxmna peGep; mnosmawarote G = (V, E).
Hexail icHytoTh BepminHu v, v, € V . TpaauiiitHo peOpa, sKi 3’€IHYIOTh TaKi

JIB1 BEPIIMHHU, 3aIIUCYIOTh 33 JJOIIOMOT'OI0 KPYTJIUX AYXOK V4, V, € E.

Osnavenns 7. 3o00paxenns rpada G = (V, E) 3a 10NOMOrorw puUCyHKa Ha
IUIOIIMHI Ha3WBalTh jlarpamoto rpada G. Bepmmnau rpada G Ol€KTUBHO
BIZITIOBIIAlOTh TOYKM IUIONIMHHM. TOYKM, IO BIAMOBIAAIOTH BEpIIMHAM VU | W,
3'€ IHYIOTHCS JIIHIEIO (BIAPI3KOM a00 KPHUBOIO) TOI i TLIBKH TO/I, KOJIU U | W — CyMDKHI

BEPIIIHHH.
Osnauvenns 8. ['pad 6e3 kpaTHUX pedep Ta meTeb HA3UBAETHCS MPOCTUM.

Osnavennst 9. Bepmuau vy,v, € V B HeopieHTOBaHOMY Tpadi Ha3UBAIOTh

CYMDKHUMH, SIKIIO iICHY€E pedpo e € E, sike 3’ €aHye 111 BEPIIUHH.

Osnauenns 10. PeOpo e € E € iHnuAeHTHUM BepinHi v1 Ta BepiuHi v2, SKII0

BOHO iX 3’€IHY€, TOOTO € = V4, V,.

Osnavennsi 11. PeGpa e;,e, B HeopieHTOBaHOMY TIpadi Ha3HBAIOTh

CYMDKHHMHM, SIKIIO Il pedpa MaroTh CIUIbHY BEPIINHY.

Osnauenns 12. [lopomxenmit miarpad rpada Ha3uBalOTh IHIMIUKA Tpad,
YTBOPEHUIA 3 IMIMHOKXIHU BEPIINH rpada pa3zom 3 ycima pedpamu, 10 3'€THYIOTh Mapu

BEPIIUH 3 €T TIMHOXHUHH.

O3navenns 13. Crenenem deg(v) BepmmHH ¥ € V Ha3MBalOTh KUIBKICTH

IHIIUJIGHTHHX i pebep.

O3nauenns 14. /IBi 1O0BUJIbHI BEPIIMHU CYMDKHI TOJ1 1 TUTBKH TOM1, KOJIU BOHU

He € cyMiXkHUMH B rpadi G.



Osnauvenns 15. I'pad, yci pedpa sKkoro yrBOprOIOTh IPOCTUM ITUKIT IOBKUHOIO

n, no3Havaetrses C,.

Osnauvenns 16. I'pad Ha3uBaeTbCs 3B’SI3HUM, KO OYyIb-iKy mapy HOro

BEPIIMH MOXHA 3’ €THATH JICSIKUM MapIIpyTOM.
Osnavenns 17. I'pad 6e3 NUKIIB HA3UBAETHCS AITUKIITYHUM.

O3naueHHst 18. AumKkniyHnin 38’A3HMI rpad Ha3MBaeTbCA AepeBoM. [lepeBo €

ABOAO/IbHUM rpadom.

Osnavenns 19. I'pad G = (V, E) Ha3uBarOTh MOBHUM, SKIIO OyAb-sKi ABI HOro

BepIInHK cyMikHi (T06T0 E = V). TToBHMii rpad i3 n BepummHaMy Mo3HavyaTh K,
Osnavenns 20. I'pad G = (V, E) Ha3uBa€THCS MOPOXKHIM, K10 V = @.
OsHavenns 21. HaiiGutbmie 1ige unciao v, npu skomy K™ € G, Ha3UBa€ThCS

miaeHicTIO W(G) rpada G.

Osnavenns 22. [Ipoctuii rpad Ha3UBAETHCS PEryJsAPpHUM, SKIIO BCl HOTO
BEPIIMHUA MAIOTh OJTHAKOBUM cTeniHb. CHJIBHO peryJsapHuii — rpad, y SKoro KokHa
napa CyMDKHHMX BEpPIITHH Ma€ OJTHAKOBUN CTEIIHb Ta KOYKHA ITapa HECYMIKHUX BEPIIUH

Ma€ OJTHAKOBUWIl CTEITIHb.

O3nauenns 23. ['pad HazuBaeThes K-mompHuM (K > 2) sIKI0 BCi HOTO BEpIIMHA
MOJKHA PO30UTH Ha K 9acTHH (J10JIei), 1110 HE TIEPETHHAOTHCS, TaK, M0 CYMDKHI JIUIIE

BEPIINHU 3 Pi3HUX JOJICH.

2.2 ExkcrpemMalibHi XapakTepucTHKH rpagis

B po3nini exkcrpemanbHOI Teopii rpadiB € Take MOHATTSA SIK '"eKCTpeMalbH1

xapaktepuctuku rpadis". ExcTpemanbHl XapakTEpUCTUKH TpadiB BIIHOCITHCSA 10



BIIACTUBOCTEH, Kl BUPAXAIOThCS B MAKCUMAJIbHUX a00 MiHIMAJIbHUX 3HAYCHHSX

MEBHOT'O MTapaMeTpa B KOHTEKCTI rpadin
Hanpuknaa, OCHOBHUMHU €KCTpEMaJIbHUMU XapaKTepUCcTUKaMu rpadis €:

1. Kinbkicts pedep: MoxHa JocIiKyBaTH rpadu 3 MAKCUMaJIbHOO 400 MIHIMAaJIbHOIO

KUIBKICTIO pedep B 3aJIEKHOCTI BiJ 3aJJaHUX OOMEXEHb

2. XpomartnuHe uucio: lle MiHIMadbHa KUIBKICTh KOJILOPIB, HEOOXIHUX IS
po3dapOyBanHs BepinH rpada TakuM YMHOM, 100 KOAHI Bl CYMDKHI BEPIIUHU HE

MaJIn OJHAKOBOT'O KOJbOPY.

3. Kiikose uncino: lle makcumanbHuil po3mip miarpada, B SKOMy KOXKHA BEpILIHMHA

3'€eIHaHa 3 yciMa IHIIMMU BEpIIMHAMHU 1IOTO Hiarpada.

4. I'panunsg Typana: Lle MakcumanbHa KUTbKICTh peOep B rpadi 3 n BepIImHamu, o He

MICTUTH TIEBHOTO THUMY Miarpada.

5. He3anexne 4ucio : BUKOPHUCTOBYETHCA OJIA IO3HAYCHHA MaKCHUMaJIbHOI KIJIBKOCTI

BepIIuH y rpadi, siKi He 3’ €HaHI MK COO0I0 PeOpoM.

Jlomamo meBHI 03HauYeHH1 Teopii rpadis, AKi MOTPeOYBATUMYThCS JJIST PO3TIISITY

PI3HUX CTPYKTYpP €KCTpEMaTbHUX BIACTUBOCTEH rpadin

2.3 Jlesiki 03HAYEHHS eKCTPEMAJIbLHUX XapaKTEePUCTHK rpadis

O3Hauenns 24. Hexait P(n) mo3navyae HallOUTBITY KUTBKICTB pebep B rpadax 3i
criaIkoBolo BiactTuBicTio P Ta N BepiuH. 'padu G = (V; E) 3 cmagkoBoto BIaCTHBICTIO
P, mus sxux BHKOHYETBhCS |E| = P|V| Ha3MBaOThCS eKCTpPeMAJIbHUMH IS i€l

CIaJKOBOI BJIACTHUBOCTI.

Osnauenns 25. ['pad 06e3 1MUKIIB HA3WBAETHCS AMUKIIYHUM, & AUKITIYHUAN

3B’SI3HUM I'pad HA3UBAETHCA IEPEBOM.



Osnauyenns 26. Kiikow B HEOpiEHTOBaHOMY rpad1 Ha3UBAETHCS MIIMHOXKUHA
BEpIINH, KOXHI /1Bl 3 SKUX 3’€qHaHl pedpoM rpada. Po3Mip KIIKM BU3HAYAETHCA

YKCJIOM BEPIIMH B Hiil.

Osnauvenns 27. MakcuMaJlbHA MO PO3Mipy KJiKa — KIika HalOUIbIIO]
NOTYXHOCTI. Bcl MakcuMaibH1 O po3Mipy KJIIKA MalOTh OJHAKOBY MOTYXHICTh, SIKa
Mo3HayaeThcss G Ta  HasMBaaecThcs  KJIKOBHM — umejgoM  rpaga  G.

O3navenHsi 28. MuoxuHa | BepIIMH HAa3MBAETHCS HE3AJEKHOMK, SKIIO MIX

OyIp-KMMH JABOMa ii BeplIMHamMu HeMae pebpa.llpoTunexHa HezanexHId MHOXKUHI

MHO>XHWHA — KJI1KA.

Os3navennss 29. MakcumajibHA He3ajle:KHA MHOXKMHA [, — He3anexHa

MHOJXHHA, sKa CTa€ 3aJIC’KHOIO IIpHU )IO,HaBaHHi 6y}II)-SIKO'1' BCPIIMWHU.

Osnauvenns 30. MakcumanbHe YHCIO BEpIIMH, SIKI CKJIAJIal0OTh HE3aJEKHY

MHOKHHY — YMCJI0 He3aJIe:KHOCTi rpada.

2.4 He3aJjie:xHa MHOKMHA Ta KJIKa rpada, BeplinHHe MOKPUTTS
rpaga

[6] HezanexHoro MHOKHHOO BepiinH rpada Ha3HBAEThCs Oy/ab-sAKa MHOKHHA
MOTIAPHO HE CYMDKHUX BEPIIHUH, TOOTO MHOKMHA BEPIINH, 110 TOPOKYE MOPOKHIN
minrpad. HeszanekHa MHOXKHMHA HA3WBA€ThCS HAWOLIBINOIO, SIKIIO BOHA MICTHUTH

HaHOUIBIIY KUTBKICTh BEPIIUH.

Ywucno BepmvH y HaWOUIbIIN He3anexHId MHOXHHI rpada G mo3HAYAETHCS
yepe3 a (G) Ta Ha3MBAETHCS YUCIIOM HE3aJISKHOCTI rpada. 3aBmaHHs PO HE3AICKHY

MHOXHUHY TIOJISITA€ B 3HAXOA>KEHH1 HAWOLIBIIOT HE3aJI€KHOT MHOXKHUHMU.

Kuikoro rpada HazuBaeThCcsi MHOKHHA BEPILHH, 110 MOPOJIXKYE MOBHUM miarpad,
TOOTO MHOXHHA BEpUIMH, KOXHI JABI 3 SKUX CYMDKHI. UHCIO BEpUIMH Yy KIIKY

HalOLIBIIOTO PO3MIPY Ha3UBAETHCS KIIIKOBUM YKCJIOM rpada i mo3HayaeThes uepe3 W
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(G). OueBunHO, 3aBAAHHS MPO HE3AIEKHY MHOKUHY NEPETBOPIOETHCS HA 3aBAaHHS
PO KIIKY 1 HaBMAaKU MPOCTHM NEPEX0a0M BiA AaHoro rpada G A0 HOMOBHEHHS 10

rpady G, otxe a(G) = w(G) .

BepmmnHe nokputTs rpada — 1e MHOXXMHA BEpLIUH, 1€ KOXHE pedpo rpada
IHIUJIGHTHO Xo4ya OW 10 OJAHIEl 3 IuX BepiuH. HaliMeHIlla KUTBKICTh BEPIIMH Y
BEpIIMHHOMY MOKpUTTI Tpada G mo3HauaeTbes uepe3 b (G) 1 Ha3MBaeThCs YMCIOM

BEPIIMHHOTO MMOKPUTTS Tpada.
Ilpuxnao:

Y rpadi (pucyHOK 2) HANUOLIBIIOW HE3aJIC)KHOK MHOXHHOI € MHOXKHHA
{1,3,4,7}, HaWOUIBIIOW KIIKOWO —MHOXHWHA {2,3,5,6}, HallMEHIIUM BEPIIMHHUM

MOKPUTTSM - MHOXKHHA {2,5,6}.

<0

®
4 & b

Puc. 2

Mix 3aBIaHHAMH TPO HE3aJNEKHY MHOKHUHY 1 MPO BEPIIMHHE TOKPUTTA €

MIPOCTHI 3B'SI30K.

Teopema 1 npo He3anekHY MHOKHHY Ta BepIIHHE MOKpUTTA. Hexait G - rpad
3 MHOXUHOIO BepiinH V. MHoxuna U | V € BepmimHHUM nokputtsam rpada G ol 1

TutbkHu TOA1, Koau U =V -U — He3ae)xHa MHOKHHA

3 miei Teopemu ButuBae, mo a(G) + b (G) = n mis 6yne-sikoro rpada G 3 n

BEPIIMHAMH.



11

2.5 XpoMaTH4He YHCJI0 TA He3a1eKHe YHCII0

Osnauvenns 41. MHOXMHa BeplIMH Tpada HA3UBAETHCS HE3AIECKHUM, SIKIIO
’KOJIHI JIBI BEpPLIMHU II€i MHOXKMHM He 3'eaHani peOpom. Ilinrpad, mopomxeHuit

BEpIIMHAMM HE3aJIe)KHOI MHOXKUHHU, € HA0OPOM 130JIbOBAHUX BEPIIUH.

Tenep moxHa ckazath, 1o xpomatnane ynciio X(G) € Take HaliMeHIIIe m, 110
MHOXHHA BciX BepimnH rpada G posnagaeTrbcs B AM3'TOHKTHE 00'enHanHs V =
V.UV, L... UV, = nezanexnux MHOXUH Vq,V, ..V, 3po3ymMmino, mo Bka3zaHi

HE3JIC)KH1 MHOXKHHU — 11€ 1 € KOJIbOPH.

O3nauenns 42. HesanexxHa MHOXHHA HAa3HBACTLCSI MAaKCHUMAILHOIO 3a
BKJIFOUEHHSIM, SIKIO TPHU JIOJaBaHHI JI0 HHOTO OY/Jb-SKOi 1HIIOI BEPIIMHU BOHA

nepecrae 6YTI/I HC3aJICKHOIO.

O3navenns 43. HesamexxHa MHOXXMHA M Ha3MBaeThCS MaKCHMAILHOKO 32
PO3MIpOM, SIKIIIO HE ICHYE HE3JIEKHOI MHOXXMHHM O1UIBIIOI MOTYKHOCTI, HK jMj.
3p03yMiJio, 110 BC1 MAKCUMAJIbHI 32 pO3MIpOM HE3aJIe)KHI MHOKMHH MalOTh OJTHAKOBY

MOTYXHICTh; BOHA Mo3HavYaeThest o G) 1 HA3MBAIOTHCS YMCIOM He3alexHocTi rpada G

Osnavenns 44. MiunimManapHe 9ucio K, I SKOro iCHye IpaBHIIbHE
po3dapOyBannas Tpada G Ha3MBAETHCS XPOMATUYHUM UYHCIOM IbOTO Trpada i

no3nayaerses X(Q).

Osnauvenns 45. MiHiMankHUM TpaBWIBHUM po3(dapOyBanusMm rtpada G

Ha3UBAETHCS NpaBuiibHe po3dapoysanus wist k = X(G).
2.6 AaroputMm bpona-Kep6oma

Anroput™ bpona-Kep6oiiia € anroputMom Jist 3HaXOJIKEHHS BC1X HE3aJEKHUX
MHOXHUH (HE3aJeKHUX KIIK) y rpadgi. OCHOBHA iJies] aJrOPUTMY MOJSATa€E B MOUIYKY

YCiX MOXJIWMBHUX HC3AJICKHHNX MHOXHWH, IIOYMHAKOYH 3 HOpO)KHLO'I' MHOXHHH 1
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PO3LIMPIOIOYM 1i BEpIIMHAMH, SIK1 II[€ HE € CyCiAaMu BEPIIHMH, 1[0 BXKE MICTATHCS B

MOTOYHIN MHOXHHI.
OcHoBHI1 kpoku anroputmy bpona-Kep6omia:
1. IHimiani3yBaTu MOTOYHY HE3aJIEKHY MHOKUHY SIK TTIOPOXKHIO.
2. JIns KoKHOT BepIIMHU y rpadi:
- loatu 1110 BepUIMHY 0 MOTOYHOI HE3aJIeKHOT MHOKUHHU.

- PekypcuBHO BukiMkaTd anroput™ bpona-Kepboma pans miarpady, mio

CKJIQJA€ThCS 3 BEPILHH, fKI 11I€ HE € CyC1/IaMH MOTOYHOT BEPILIUHH.

- Ilicns pexypcHBHOrO BUKIWKY, BUJIYYUTH IOTOYHY BEPIIMHY 3 HE3aJIEKHOI

MHO>XHWHH.

3. Konu Bci BepiuHu OyJiv po3riIsiHYTI, BUBECTH 3HANCHI He3aIeKH1 MHOKHUHHU.

AnroputMm Bpona-Kep0Ooima € pekypcCUBHUM 1 BAKOPUCTOBYE 3BOPOTHIN TIOIITYK.
Bin nepebupae Bci MOXJIMBI KOMOiHAIli BEpIIMH, SKI YTBOPIOIOTH HE3alekKHI
MHOXUHH. [1i/1 9ac peKypCHBHOTO BUKIIMKY, aJITOPUTM IIPOXOIUTH Yepe3 BCi BEPIINHH,
IO IIe HE € CyCilaMH IMOTOYHOI BEPIIMHHM, 1 MPOJIOBKYE POIMIUPIOBATH HE3AJICKHY
MHOkHUHY. Ko BCl BepmmHM OyJIM PO3TJISIHYTI, alrOPUTM IOBEPTAETHCS Hazal i

IIPOJIOBXKYE TIepeOip 1HIIMX KOMOTHAIIIH BEPIIHH

2.6.1 Ilpuxkaan 3acrocyBanns aaroputmy bpona-Kepooma

Jano npoctuii rpad, skuii Mae 4 BepruHA (pUCYHOK 3). 3HAWIEMO I HHOTO

YHUCJIO HEe3aJeKHOCTI Irpada Ta HaWOUIbIITY HE3AJIEKHY MHOXKHUHY.
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Puc. 3

bynemo BuxopucroByBaTu anroputMm bpona-KepbOoma, oOupas mimnepesa

rpada Ta nepepaxoByrOUYH MPETEH ICHTIB

[To6ynyemMo Mopenb aJis BUpIMICHHS ITi€l 3amadi. Y Hac € rpad, a MOS0

BUpIIIEHHS Ii€1 3a/1a4i € iHmuH rpad — miarpadoBe KOpeHEBE IEPEBO.
Po3B'si3aHHsA

bepeMo BepuimHy B TEpIIOMY pPSAIKY, KOpPEHEM HaIoro jcpeBa Oyne 4
migjgepena 3 a, 4 migaepena 3 b, 4 mignepesa 3 C, 4 miguepesa 3 d. Mu MaEMO KOPHEBY
BEpIINHY, TOX OyAyeMO IOBHE JEPEBO, Malouu 4 BEepIIMHHA. 3HAYHUTH 3 HYJIHOBOI
BEpIIMHA KOPHEBOIO JepeBa B HAC UAyTh AyTH a , JIe MiJ HUIMUA BUPOCTAE MIIEPEBO,
Bin b, Bim c, Bim d. Tak OymemMo opraHi3oByBaTH HAaIll MPOIEC, TOX TOKA MH HE
moOyayeMo BCi MifjepeBa, sIKi JIeKaTh IiJ BEPIIMHOI a, MU He mepeiaemo g0 b.

CtBOpuMO MOYaTKOBY TabmuITkO (TabmIs 1)

Ne Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -
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Taomumga 1

2 psapok. Tak, nepia BepiInHa, Ky MU OOMPAEMO Ta 3alIUCYEMO B KOMIPKY (Tabauus
2). 3 ycix MPEeTeHJEHTIB 00MPAEMO MOYATKOBY, TOOTO a, TOXK 3alUCYEMO a y JIPYTY
koMipky [lepexoaumMo A0 HacTymHOi KOMIpKH — Kopekiii MHOxkuHU Q+ Tox, mo-
nepie, BUAAIIEMO a, OCKUIBKM BOHA B)Ke 3amucaHa J0 KoMipku SK, 1 HaM Tpeda
BiJICIKTH O€3MEepCreKTUBHI T'UIKHU, /I BepIIMHU cyMikHI1. Bugansemo b, Bugansemo c,
BunansieMo d, 00 BepliMHAa a CyMDKHa 3 yciMa BeplIMHamMu boro rpady. Tox
3aJIMIITUIIACS JIWII OJIHA BepinuHa a y komipii QK-. ¥V npyomy psiiky 6auumMo 03HaKy
MaKCHMaJIbHOT He3aIeKHOT MHOXKUHY, ockiibkn y Hac Qk+ QK- mycrTi. Lle o3navae, mio
MOKEMO JI0/IaTH 3HAYEHHS 10 TaOJHII 3HaYeHb MAKCUMAJIbHUX HE3aJIEKHUX MHOKUH

(Tabmuis 13).

No Sk Qk+ Qk_

1 - a,b,c,d -

2 a - -
Taomung 2

3 psaaok. 3anucyeMo B MepIry KOMIPKH a, Jaji mepedip 3 BEpIIMHOIO a 3aKIHUMBCH,
TOX MM ii BupanseMo (tabmuns 3). Ockinbku Sk MOpPOKHS MHOXKMHA, TO MU 3HOBY
noBepHyiucs Ha 0-Buil piBeHb. Ha Hynb0BOMY piBHI IPOiIeHTH]IKYEMO BEPIINHHU b,C,
d, 3anucaBmm 10 Qk+ Tperboro psaky, a 1o Qk-, To06TO 3a00pOHEHHMX BEpIIMH —

3aIIMIICMoO a

No Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -
2 a - -
3 - b,c,d a




15

Tabnuis 3

4 Panok. [lounnaemo OyayBatu iepeBo Bia BepmuHU b. (mogaemo b no Sk) (Tabmuus
4). BepmuHu b Ta ¢ minum 3 NpeTeHIEHTIB, JUIIIIOCS, 00 He cymikHe 3 b. Tox 10
Qk+ 3anmcyemo d. Qk- -mTUBUMOCS HA TIONIEPEIHIN PSIOK, TaM € BepiinHa a. OCKUTbKU
a1b cyMiKHI MK c00010, TO BEpUIMHY a Tpeba BUJAIUTH, OCKUTBKH MU CITyCKaeEMOCS
o psII0UKyY, OepeMy SQ- monepeaHbOro piBHS (HYJIBLOBOTO PiBHS 3 PSIIOK, a 3apa3 MU

Ha mepuoMy piBHi 4 psok), Tox QK- mopoxHKO.

Ne Sk Qk* Qk~

1 - a,b,c,d -

2 a - -

3 - b,c,d a

4 b d -
Taomuusa 4

5 psinok. Pyxaemocs BHU3, 10 mpeteHaeHTiB Sk nomaemo d, BigmosinHo 3 Qk+ mu d
BUJIY4a€MO, 00 MM HOT0 TOJIaJIH 0 He3aIeKHOT MHOKUHU (Tadmuiyt 5). JluBumocs Qk-
, OCKUIBKH MM JIMBUMOCS 3BEpPXY-BHHM3, TO Ha IONEPEIHHOMY PiBHI Oyjia MOPOXKHS
MHOKMHA — BOHA TaK 1 3aJIUIIMTHCS. MaeMO 03HaKU YMOBH MaKCHMaJIbHOT HE3aJIC)KHO1

MHOXXHHH , TOX JTOJA€MO JI0 pe3ybTaTiB Tadmmii (Tadbmmis 13).

No Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -
2 a - -
3 - b,c,d a
4 b d -
5 b,d - -

Taoauusa 5
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6 psinok. ITinHiMaemocs Buiie 3a b,d, b d — e mucrovok y aepesi (Tadmums 6) . I3 Sk
mu d Bumansemo. Ha momepennbomy piBai y QK- Oyiio mopokHbo, aje Ham Tpeda
3aOBHUTHU 1i BEPIIMHOIO, IKY MU TUIbKH-HO Bujanwiu (To0to Bepmuny d). I B gk+
3aJIMIIAETHCS TOPOKHS MHOKMHA, [0 O3HAYAE, 110 MU MOBEPHYJIUCS 0 MONEPEAHBOIO
piBHA (BIOANOBIAHO 4-My PSIIKY, KM Mae APYruid piBeHb, 1 OCh TYT OyB TUIbKH

npererneHT d y komipui Qk+, siky MU TUIBKU-HO BHUJAIWIM B 6-My pANKY, TOMY

OPOXKHBO).
Ne Sk Qk* Qk~™
1 - a,b,c,d -
2 a - -
3 - b,c,d a
4 b d -
5 b,d - _
6 b - d
TaoOmung 6

7 pAnOK. 3amuIIacTbCcsl TUIBKKM BHIATUTH BepmiuHy b 3 Sk, unM MU 3aKkiHUMIN
noOyaoBa migfepeBa, SKe POCTE 3 BepIIMHM b (Tabmmusg 7). BiamoBimno Mmu
MOBEPHYJIMCS HAa HYJBOBHUH PiBeHb, J(UBUMOCS /i€ HaII MONepeHINd HYJIbOBUM PiBEHb
(pAmoK TpH) , 3HAYUTh MU TUIBKU-HO BUKOPUCTAIHM BEPIIMHY b, 3HAYUTH y SIKOCTI
npereHAcHTIB y Komipmi QK+ 7-ro psaky 3amumarotees ¢, d, a B Qk- skmio
MOJMBUTHCS HA BIJIMOBITHY KOMIPKY 3 3-TO PANKY, TO TaM OyJ0 a, TOX JOJAEMO a.
Takox momaemo BumaneHy b. OTke, B HAC MPABWIBHO 3alHMCAaHUN PSAJNOK 7, SKHM
XapaKTepu3ye MOBEPHEHHS HAa HYJIHOBHH PiBEHb MOOYIOBM HOBOTO MiA/epeBa 3 THX

MPETEH/ICHTIB, SIKI MU III¢ HE BUKOPUCTOBYBAJIH.

No Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -




3 - b,c,d a

4 b d -

3) b,d - -

6 b - d

7 - c,d a,b
Ta0muna 7
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8 psnok. Pyxaemocs ananoriuno, ooupaemo B Sk Bepiinny ¢. Ockiibku ¢ 1d cyMixHi,

TO pa3oM i3 ¢ npudupaemo 3 koMipku K+ d (Tabmuis 8). Y muoxuni Qk- 3anumaemo

TUIBKA T1 BEpPUIMHI, SIKI € He cCyMbKHMMH (b — Il 3Heciacss MHOXHHA, KOTpa Ha

HYJbOBOMY DiBHI, TOOTO 7 psANIOK, @ MM 3apa3 — Ha MepuioMy piBH1) b — paHiiie Bxke

3allMcaHa BEpIlUHA, C & — CYMDKHI, Cb - CyMDKHO, TOX BHIanseMo 3 Komipku QK-

oOMJIBl BEpIIMHU a,b, 3alUIINIACA TOPOKHS MHOXKHMHA. Y IIBOMY PSIKY IIIe OJHa

MaKcUMaJibHa He3aJIeKHa MHOXKHWHA, AKY JT0Ja€MO 10 Tabauuku (Tadmuist 13).

Ne Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -

2 a - -

3 - b,c,d a
4 b d -

5 b,d - -

6 b - d

7 - c,d a,b
8 C - -

Tabmmms 8

9 psagok. I3 Sk Bupmansgemo ¢, 4UM MOBEPTAEMOCS 3HOBY 1O HYJIHOBOTO PIBHA,

3anucyemo 10 Qk+ BepumimHy d sIK OCTaHHIO BEpIIHMHY, 3 SIKOi MOBUHHO POCTH
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nijgaepeBo (tadumis 9). Jlo Qk- 3anmucyemo a,b,c st IKUX MM BXke TiepeOupaeMo Bei

pIIIEHHS, SIKI MAIOTh CEHC JJIA 111€1 3a7a4l, BUOKPEMIIIOIOUH MOTPiIOHE

Ne Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c.d -

2 a . =
3 - b,c,d a
4 b d -

5 b,d - -

6 b - d
7 - c,d a,b
8 c - -

9 - d a,b,c

Tao0mug 9

10 psagoxk. o Sk momaemo d, 3 mpetenaeHTiB Ha Qk+ d mpubupaemo, 3anauinarouu

MOPOKHIO MHOKHHY, a 3 KoMipku QK- cepen a,b,c 3amummmTu Ty BEpIIMHY, SIKA € HE

CYMDKHOIO, TOOTO 3anumiaemo b. (tadmuigt 10)

Ne Sk Qk* Qk~
1 - a,b,c,d -

2 a - -

3 - b,c,d a
4 b d -

5 b,d - -

6 b - d

7 - c,d a,b
8 C - -

9 - d a,b,c




10

Tabnuus 10
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11 pspok. I3 Sk Bupmansemo d, 3HOBY Ha HyinboBoMy piBHI Qk+, ne KUIbKICTh

MpeTeHJIeHTIB BUYepnaHa, a 1o Qk- momamo yci 4 BepmuHu — a,b,c,d , mo €

MOKa3HUKOM 3aBepILIeHHs POOOTH anroputmy. (Tadmurs 11)

No Sk Qk* Qk~

1 - a,b,c,d -

2 a - -

3 - b,c,d a
4 b d -

5 b,d - -

6 b - d

7 - c,d a,b

8 c - -

9 - d a,b,c
10 d - b
11 - - a,b,c,d

Ta0mang 11

Tabnu1ti 3 KIHIEBUMH pe3yIbTaTaMu:

Taoauus 12:
No Sk Qk* Qk~
1 - a,b,cd -
2 a - -
3 - b,c,d a
4 b d -
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5 b,d - -

6 b - d

7 - c,d a,b

8 c - -

9 - d a,b,c
10 d - b
11 - - a,b,c,d

Taoaunsa 13:
[ S;
1 a
2 | bd
3 C

ToOTo MM MaemMO TpW MaKCHMallbHI HE3QJICKHI MHOXXHHHU, JIBI MHOXHUHU
onHoeneMeHTHi (1 13), 10xaHa (2) MHOKHMHA JIBOCTIEMEHTHA. T0/11 YMCII0 HEe3aIeKHOCT1
rpada gopiBHoBaTHME 2. Ile MakcuManbHa KUIbKICTh HECYMDKHHMX BEPIIUH Y IILOMY
rpadi, sKa € MPUCYTHHOIO B HAMOUTBIIN He3aaeKHI MHOKHHI, Y MAKCUMAJIbHIH, sKa
3a KUIBKICTIO €JIEMEHTIB € HalOuipiior. OTKe, HaWOUIbIIa He3aJIe)KHa MHOXKHHA

rpada — 1 muoxuHa (b,d)

2.7 Po30ip Ta po3B’si3yBaHHs 32/1a4 HA eKCTPeMAJIbHI
XapaKTepUuCTUKHU rpada

1. 3HAWTH YUCIIO HE3AJIC)KHOCTI Ta XpOMAaTUUYHE YUCTIO Tpada:

a) Kn; 0) Kn; n.
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Po3B’si3anus

A) 3a ymoBoro mu Maemo rpadg Kn , To6To nmoBHmil rpad Ha n BepumuHax. s
HAIIoOro po3B’sA3Ky 3HAJA0OUThCA MeBHa Mojenb. Hexalh mu maemo rpadp K5

(pucyHok 4), T0oOTO TOBHUII rpad 3 5-Ma BEepUIMHAMHU.

YAINN

Puc. 4

PosristHemo mepuimii MyHKT - YHCIIO HE3aJEKHOCTI. 3a 03HAYEHHSIM MOBHOTO
rpady Oyb-SKi Bl BEPIIUHH I'pada CYMDKHI MK COO0F0, TOK YHCIIO HE3aJIeKHOCTI

nopiBHOBaTUME 1.

Posrnstnemo apyruit myHKT — xpoMmatuyne unciio. CkopuctaeMmocs rpadiaaum
crocobom, o0 3HaiTH XpomaTuuHe uymcio rpady KS, me Bizspmemo rpad K5
(pucyHok 4) 1 mignumeMo Horo BepIIMHH (PHCYHOK 5), J€ OXHOMY YHCITY
BI/IMIOBIIA€ OJIMH KOJIIp, JI€ CYMIXKHI BEpPIIMHM HE TOBHUHHI MaTH OJHAKOBOTO

KOJIBOPY.
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/

P AN

913

Puc. 5

OT)KG, MOXCEMO 3pO6I/ITI/I BHCHOBOK, 1O XpOMATUYHC YHUCJIO IJIsI IIOBHOT'O rpa(ba

JOPIBHIOBATUME KIJIbKOCT1 BEpIIHMH Tpada, OCKIILKM BOHU BC1 CYMDKHI

b) 3a ymoBoro Mu mMaeMo moBHHU aBomoibHMU Tpad Kn; n.. [dns 3pydHimoro

BI3yaJIbHOI'O OIJISIAY MpeacTaBuMO ioro sk rpad K3,3 (pucyHok 6)

Puc. 6
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Maemo apyruii myHKT — XpomartuuHe uucio. Ckopucraemocs TpadiyHUM
criocoboM, 1100 3HalTH XpomatuuHe yucio rpady K3,3, ae Bizsbmemo rpad K3,3
(pucyHOK 6) 1 miANUIIEMO HOTO BEpUIMHU (PUCYHOK /) PI3HUMH KOJIbOpaMH, SIK1

IIO3HAYaKOTHCA YUCJIaMH.

2 2 L
Puc. 7

Orxe, xpoMatnune uuciio rpady Kn,n @ 2, ocKiUIbKK BiAHOIICHHS BEPXHBOI
JaCTUHU rpady hi (0] HWKHBOT cy0’€KTUBHE.

Maemo mepiiuii myHKT - 9UCJIO He3aneXHOCTi. OCKUIbKU y BEpXHIA YacTHHI
rpada MU MOKEMO BHOpATH BEPIIMHM, SKI HE MAalOTh CYMDKHOCTI MIX co00r0 (3a
BU3HAYCHHIM Tpady), MH MOXXEMO B3ATH N BEPIIUH, OCKUIBKH BOHH YTBOPSTH
He3aJIe)KHYy MHOXHHY. [IpoTe, sKmo mMu cnpoOyemMo B3sTH n + | BepiiuHy, TO
3aBXKIW 3HAUAYTHCS JB1 BEPIIMHM, SKi OyIyTh CYMDKHUMH OJHA 3 OJHOIO. ToMy

HEMO>KJIMBO B3SITH OUIBIIE HIXK N BEPIINH, 110 YTBOPSATH HE3aJIEHKHY MHOXKHHY.

Uu npaBuUibHO, 10 MaKCHUMajlbHa 3a PO3MIPOM HE3aleXHa MHOXKHUHA €

MaKCHUMaJILHOKO 33 BKJIFOUEHHSIM?

Po3B’sa3anus

MakcumanbHa 3a pOSMipOM HC3aJICXKHAa MHOXHMHaA € MAaKCHMAJIbBHOK 3a

BKJIIOUCHHAM. Lle 03Hadae, 1110 HEMOKIIMBO J10/IaTH OUIbIIIE BEPIIUH JO MAKCUMAIIBHOT
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3a PO3MIPOM HE3aJEeKHOI MHOKMHU 0€3 MOPYIIEHHS YMOBH He3alexHocTl. OTxe, 1
MHOXMHA € MaKCHUMAaJIbHOIO 1 32 PO3MIPOM, 1 32 BKJIIOYEHHSAM. T0X TBEpKEHHS €

IMpaBUJIbHUM.

3. [TokaxiTh, IO MaKCHUMalbHa 3a BKJIIOYEHHSM HE3aJe)KHA MHOXHHA HE
00O0B'SI3KOBO € MaKCHMAaJBHOIO 32 PO3MIPOM, TOOTO MOTY>KHICTh MAaKCHUMAaJIbHOTO 32
BKJIIOYCHHSIM HE3aJICKHOI MHOXKMHU MOJKE BHUSBUTHUCS MEHIIOK 3a KUIBKICTh

HE3AJIEKHOCTI.

Po3B’si3aHus

{2 3
6—0—o0

Puc. 8

Jlns rpadiunoro npukiany Hamaioe rpad (pucynok 8). B manomy Bumaaxy,
SIKILIO MM PO3IJISIIAEMO CEPETHIO BEpIIMHY (BepiIMHY 2) (PUCYHOK 9), TO BOHA yTBOPIOE

MAaKCHUMaJIbHO HC3AJICJKHY MHOKHMHY 3a BKIIFOUYCHHAM.

i1 2 3
c—8—O

Puc. 9

Ile o3Hauvae, 110 HEMaE IHIIUX BEPIINH, SIK1 MOXKHA JOAATH A0 111€1 MHOKHHU 0€3

YTBOpPEHHsI CyMDKHOCTI. [IpoTe 11 MHOXXKMHA HE € MaKCHUMAJIbHOIO 3a pPO3MIpPOM,
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OCKUIbKM ICHYE 1HIIA HE3alie’KHAa MHOXKHMHA, SIKY MO)XHA YTBOPUTH, OOMparoyu IBi

KpaiiHi BepminHy (BepnHu 1 1 3) (pucynok 10), siki He CyMDKHI MK CO0O0I0.

Puc. 10

s npyra MHOXMHA € MaKCHUMAaJIbHOIO 32 po3MipoM. BaxnBO 3a3HauyuTH, 1110
MaKCUMaJjibHa 32 PO3MIpOM MHOKHMHA 3aBXJIU Oy/1€ MaKCHUMAJIbHOKO 32 BKIFOUCHHSIM,

aJie HaBIIaKH Iie HE 0O0OB'SI3KOBICTH

4. besniu D € V Ha3uBaeTbesl JOMIHYIOUMM, SKIIO Oyab-ska BepmnHa 3 V n D
3'enHaHa pebdpoMm 3 Jeskoro BepmmHOW 3 D. IlokaxiTe, 1m0 MakcUMajibHE 3a

BKJIFOUEHHSIM He3aJIe’)KHa MHOKUHA € JIOMIHYHYOTO.
Po3B’sa3anus

Hexaii [ 6yne MmakcuMaibHORO 3a BKIIOUCHHSIM HE3aJISKHOI0 MHOKHHOTO B Tpadi

G =(V, E), ne V e MHOXuHOI0O BepiuH rpada, a E - MHOXHHOIO HioTO pedep.

[Tpumyctumo, icHye BepmmHa v 3 V \ I (ToOTO BepmmHa vV HE HAJCKHUTH 10
MHOXHHH [), sika He 3'€JHaHa )KOTHUM PeOpoM 3 OyIab-sAKOI0 BepmuHOIO 3 I. OCKiTbKH
[ € He3anmekHOI MHOXXHHOIO, 1€ O3HAYa€, M0 JKOJHA BepiuHa 3 | He Mae cycimza B

MHOXUHI V \ [, BKITIOUat0YM BEpIIUHY V.

Tonai momamo BepIuHy V 10 MHOXHUHU | 6€3 MOpyIIeHHS] YMOBU HE3aJI€KHOCTI.
Ile cymepeunTh BH3HAYCHHIO [ K MaKCUMaJIbHOI 3a BKJIIOUEHHAM HE3aJEKHOI

MHOKHHH, TOMY HE i1CHY€ KOIHOT BepinuHu v 3 V \ I, sika Oyiia Ou He 3'€1HaHA )KOJHUM
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pedpom 3 MHOKHHOIO 1. I{e 03Hauae, mo Oyap-ska BepimuHa 3 V \ I 3'eqHana pedpom 3

JESIKOK0 BEPLIUHOIO 3 .

OT)KG, MakCHMaJlbHa 3a BKJIIOYCHHSIM HE3alie)kHa MHOXKMHA | € IIOMiHYIO‘IOIO

MHOKHHOI0, OCKUJIbKH KOkHa BepinuHa 3 V \ I 3'e1Hana peOpoM 3 MHOKHHOIO I.

5. lonosHennam rpada G HasuBaeThes rpad G, BepUIMHAMHU SKOro € Bepmunu G, a

JIB1 BEPIIMHU CYMIXKHI TO/1 1 JIUIIE TOA1, KOJIM BOHU He cyMikHI B G. [TokaxiTs, 110:

a) HezasexxHa MHoxkuHA G € kikoro G i HaBnakw, Kiika G € He3aIeKHOK MHOKMHOKO
G;

Hexaii [ € nezanexunoro MHoxuHOIO B rpadi G. ToOTo, K0H1 1Bl BepInHH 3 |
He 3'eqHani peopoM. Y rpadi G, AB1 BepIIMHU OyIyTh CYMDKHI, SIKIIIO BOHU HE CYMIXKHI1
B rpadi G. OTxe, xonHi 1Bl BepmuHu 3 | He OyayTh cymikauMH B Tpadi G , mo

o3Hauae, 110 | € kiikoro B rpadi G .

Hexaii K € knikoro B rpadi G. To6To, 6yab-aki aABi Bepmunu 3 K € cyMi>KHUMU
B rpadi G. Y rpadi G , 1Bi BepiuuHu OyayTh CyMiKHi, SKIO BOHU HE CyMiKHI B rpadi
G. Otmxe, somui 181 Bepmnan 3 K He OyyTh cymikuumu B rpadi G , 10 o3Havae, mo

K € HeszanexxHoro MHOXHHOIO B rpadi G .

Takum unHOM, He3anexxkHa MHOXKHUHA B rpadi G € kiikoro B rpadi G, 1 Kiika B

rpadi G € He3alIeKHOK MHOKHMHOO B rpadi G .

0)
a(G) = w(G) = a(6)

IMokasyemo, mo a(GG ) = o(G ) = a(G), ae a(G ) no3Hayae anpda-uncio rpada
G (makcuManpHUW pO3MIp He3anekHOI MHOXHHU), ®(G ) MO3HAYA€E OMETa-yucio
rpada G (MaxkcumansHuUii po3mip kiiku), i o(G) nosnauae ambda-uucio rpapa G

(MakcUMaIbHUNA PO3MIpP HE3AJIEHKHOT MHOKUHU )
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3a myHKTOM a), He3anexHa MHOkMHAa G € kiikoo G , Tomy o(G ) > a(G). 3
iHIoro 60Ky, He3ajnekHa MHOXKHHA G € He3aIeKHOI0 MHOXKHUHOIO G, Tomy a(G) > a(G

). Otxe, a(G) = a(G).

3a mynkToM a), kiika G B rpadi G € HezanexHoro MEoxuHOW0 GG, Tomy a(G ) >

o(G ). 3 tHmoro 6oky, kiika G € kiikow G, Tomy (G ) > o(G). Oxe, (G ) = o(G).

6. 3HalITh YUCTIO HE3AJIEKHOCTI Ta XpoMaThuHe uncio rpada [lerepcena (pucyHok

11).

Puc. 11
Po3B'ss3anus.

300paszumo Ha pucyHKy rpad [lerepcona (pucynok 11), To6T0 HEOpiEHTOBAHHMIA

rpad 3 10 BepmmHamu 1 15 peGpamu

Hexait Mu po3i6'emo rpad [lerepcona Ha nBa nuKIA. 30BHINTHIN MUK (PUCYHOK

12) Ta BHyTpimHIN UK (PUCYHOK 13) MATUMYTh BUTJIS!
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O

Puc. 12 Puc. 13

[IponyMepyeMO BepIIMHU 30BHIMIHBOTO (PUCYHOK 14) Ta BHYTPILIHBOTO

(pucynoxk 15) nukis:

N o
VR

Puc. 14 Puc. 15

t

4

ko y Hac € BHYTPIIIHS MHOXXHHA, BOHA MOXKE MICTUTH MaKCUMyM JBi
BEPIITMHU 30BHINTHBOTO IUKJTY, HAIPUKJIA, ABI BEpITUHU 3 MHOXHHH {1, 2, 3,4, 5}, a
TaKOX MaKCUMyM JIBI BEpIIMHU 3 MHOXHUHHU {6, 7, 8, 9, 10}. [Ipu ornsai nmux 1MUKIIiB,
MU MOKE€MO 3HAWTH JBI CyMDKHI BEPIIUHHM, IO CBITYUTH MPO TE, 110 BOHHU BXKE HE €
HE3aJIe)KHUMU MHOXXMHAMU. TakKuM UYMHOM, MU MOKEMO OOIPYHTYBaTHU T€, IO
MaKCUMyM MU MOXEMO BHOpaTH 4 BEpUIMHU: B1 3 BHYTPIIIHKOI Ta JIB1 3 30BHIIIHBOT

yactuHu. L1 4 BepIMHUA yTBOPIOIOTh MHOKUHY HE3aJI€KHOCTI.
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Jlns Toro, mo0 mokas3aTu, M0 YKCIO HE3aJeKHOCTI CTAHOBUTH 4, MU MOKEMO
HaBECTH MPUKJIA]] HE3aJIeKHOT MHOKMHU BEPIIUH Ha rpadi, gKa CKJIaIaeThes 3 came 4

BepiuH. 300pa3umMo rpad (pucyHokl16) 3 mianucaHUMU BEPIIMHAMMU:

.{
p
Y % e
g
/
y 3
Puc. 16

[Tpumnyctumo, 1mo Mu 00upaeMo ABi HECYMIXKHI BEPIIMHU 3 30BHINTHBOT'O IIUKIY,
Harnpukias, Bepunay 1 13 3 MHOXkuHHU {1, 2, 3, 4, 5}. Tenep o6epemo 1Bl BEPIIUHU 3
BHYTPIIITHBOTO ITUKITY, sIKI HE € CYMDKHUMH. B IbOMY BUTIQJIKY, 111 BEPIIMHU 1€ OYAYTh
BepmmH 9 1 10 (11e eguHUN BapiaHT, OCKUIBKM TIiciiss BHOOPY Mapu BEpIIMH Ha
30BHIITHBOMY KOJIi, BHYTPIIITHE KOJIO OJIHO3HAYHO BH3HAuYa€ mapy BepiinH). Takum
YUHOM, MU O00paiu MHOXXHUHY BepmuH: {1, 3, 9, 10} (pucynok 17), sika ckjiazaeTbes 3
JOTUPHOX BepiIuH. L[ MHOKMHA BiAMOBiAae He3aISKHIN MHOKHUHI 3 MAKCUMAJILHOIO

KUTBKICTIO BEPIINH, TOOTO YUCIIO HE3AJICKHOCTI IOPIBHIOE 4.
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Puc. 17

[lpuknaau IHIIKMX BEPIIMH, SKI MOXHA BUOpaTH 3 30BHIINIHBOTO IUKITY,
BKIIFOYaroTh (2,4), (2,5) Ta (3,5), To0TO 1IEl mpuKkiIad (PUCYHOK) — 1€ HE €IUHUMN

HPUKIIA.

Orxe, Mu oTpuMyeMo MHOXHHY BepmuH {1, 3, 9, 10}, ska € mpuKIaIOM
HE3aJeKHOT MHOKMHHM 3 MAaKCUMAJIbHOIO KUIBKICTIO BEpIIMH. TakKMM YHUHOM, YHUCIIO

HE3aJIeKHOCT1 HAaoro rpada CTaHOBUTH 4.

OckutbkH 1IeH rpad) MICTHTH HUKJ HEMAPHOI JOBXKHHHU, TO XPOMATHYHE YHUCIIO
rpady Ilerepcona mopiBHIOBaTuMe 3. MoOKeMO MPOJEMOHCTPYBATH TPABHIBHE

po3dapOyBaHHs B TPH KOJIb0pHU IpadidHo (prcyHOK 18)

1
zfl

Puc. 18
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7. 3HAWITh YUCIIO HE3aJIEKHOCTI Ta XpOMAaTHYHE YKCIio Tpada (pucyHok 19).

Puc. 19

Po3B’sa3anus

[Iponymepyemo Bepiinam Hamoro rpady (pucyHok 20).

Puc. 20
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Hexail Bi3bMEMO HE CYMDKHY BEpPIIMHY 3 30BHIIIHBOTO LHKIY (BEpIIMHU
MHOXMHM {1,2,3}- 1me Oyae BepummHa Homep 1. Temep Bi3bMEMO BepUIMHY 3
cepeanroro nukiny (Muoxunu {4,5,6,9,10,12}- Hexaili 9, 1 Bi3bMEMO BEpIIUHY 3

BHYTPILIHBOTO LUKy (MHOXUHU {7,8,9}) — Hexaii ue Oyne 7 (pucyHok 21).

Puc. 21

Orxe, otpumyemo MHOXHMHY {1,3,9}. ToOTO umMCIIO HE3aleKHOCTI HAIIOTO

rpada — e 3.

Xpomaruune yncio: 4, 300pa3umo 11e (pucyHoK 22), po3MalltoeMo JaHu# rpad:
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Puc. 22

8. Ha omimmiany npwuitnuio 2023 cTyaeHTH, IesKi 3 HUX 3HailoMi M co0oro. bynemo
TOBOPHUTH, IO KiJTbKA TOMMAPHO 3HAMOMHX CTYJEHTIB YTBOPIOIOTH OpraHizallito, SKIIO0
OyIb-IKUW 1HIIMA CTYJCHT HE 3HAMOMHH 13 KUMOCH 13 HUX. J[oBemiTh, IO MOXHa
po3camuTh BCiX CcTyAeHTIB Ha 90 aymurtopid Tak, IO B KOJHIN ayauTopii HE

CHUIITAUMYTb BC1 IPEJACTABHUKH SKOICh «OpraHi3allii».
Po3B’s13anHA

JloBenemMo 1HAYKINIEIO A0 OUIBII 3arajdbHOTO TBEPKEHHS: 2K ayautopii
BUCTAuUTh 178 Toro, mo® poscamutu n<k? crymentis. Tomi M OTpUMaHHS
3aTBEP/KCHHS 3aBJaHHs JOCTAaTHHO MiacTaBUTH K = 45, ockimbku 2023 < 2025 =

452

Baza k = 1, 2. Ockinbku 2k > k? My MOXKEMO MOCAIUTH KOXKHOTO CTyJICHTa B

OKpEMY ayJIUTOPIIO.



34

Hexali TBep I KeHHS JTOBEICHO, KOJU KUIBKICTh CTyACHTIB He Oumbima (k-1)2.
JloBeeMO TBepKEHHs, KOMM KilbKiCTh CTYyAEHTiB He Oinbina 3a k2. Posrismemo
CTY/ICHTIB V 3 MakCUMaabHUM unciioM d 3Hafiomux. Skmo d=>2K - 2, To mocaagumo vV
10 OJHI€T ayTUTOPii, BCIX HOT0 3HAWOMHUX Yy JPYTY, a THX, MO 3aaummmcsin - 1 - d <
k? -1 - (2k — 2) = (k-1)? 3a mpumymeHHsIM 1HIYKIT ME MO)XeMO po3caautd B 2(k- 1)
ayIUTOPINA Tak, MO0 y IUX ayJIUTOPIIX HE OUIKYBaJOCS «opraHizamii». Y mepiii
ayJuTOpii JUIle OAHA JIOJMHA, TOMY «OpraHizalii» Tam OyTH HE MOXe, y JpYTii
ayIuTopii HEMae «opraHizaliii», 00 TaM Hemae v, aje BOHA 3Halioma 3 ycima 3 Ii€i

ayJIuTopIii.

Sxuro x d < 2(k — 1), To 3ayBaxkumo, 110 Ham CBiIoMO BucTaduTh d+1<2k
aynurtopiin. Buninumo d +1 ayauTopiii 1 po3cayKyBaTUMEMO CTYJEHIB IO 4ep3i Tak,
100 >KOJIHI JBa 3HAMOMI HE CHUIUIM B OAHIA aynuToOpii, TOMA1 B OJHIM ayguTOpii HE
yTBOPIOBATUMYTHCS «Oprasizaiii» (CTyJeHTH, IO CHUAATH B OJHIM ayauTopii, He
3HallOM1 OJIMH 3 OJTHUM). Y KOXKHOT'O CTyJIeHTa He OuIble HiK d 3HalOMHX, OCKUTBKH
aynutopid d+1, 3aBxkau € aynuTopis, A€ HeMae Horo apysiB, KyaId MU HOro i

IIoCaaruMo.

9. Jlesxuii rpad mpaBuiibHO po3apOoBaHUil y KOJBOPIB, TPUIOMY HOTO HE MOXKHA
IpaBUIBLHO po3dapOyBaTH y MEHIITY KUTbKICTh KOJBOPiB. JlOBEeaiTh, 110 B IIbOMY Ipadi

ICHY€ IIIJISAX, B3IOBXK SIKOTO 3yCTPIYalOThCS BEPIIMHM BCiX K KOJIBOPIB PiBHO OJMH pa3
Po3B’si3anHs

Konwopu, saxi modapboBanmii rpad, 3anymepyemo Big 1 go k. Ti Bepmunu
KOJBOPY 2, SIKI HE € CyCilaMU Hi 3 SIKHMHU BEpIIMHAMH KOJIbopy 1, mepedapOyemo B
koip 1. HoBe 3abapBiieHHs Oyje MpaBWIBLHAM, TOMY B HbOMY K KOJBOpIB. 3HAYHTH,
AKICh BEPIIMHH KOJIHOPY 2 He mepedapOoBaHi i TOMy € CycijaMu 3 BepIIMHAMHU
KOJbopy 1. AHalOriyHO, BEPIIMHHU KOJbOPY 3, SIKI HE € CycilaMu 3 BepUIMHAMHU

KOJbopYy 2, nepedapOyemMo B KOdip 2, 1 T.IL. JJO OCTAHHBOTO KOIBOPY
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[Ticys poro po3risiHeMO KyCh BepmnHy Koinbopy K. Bona He nepedapOoBana,
1 ToMy € cycifioM 3 BepinHOio Koibopy K- 1. L{g BepmuHa Tex He mepedapOoBaHa,
OCKUIbKHM 1HaKIIe ii moyaTkoBUid koiip OyB Ou k, 1 BoHa He Morya 6 OyTH cycinamu 3
BEPIIMHOIO TOTO X KOJbOPY . SKII0 BepinHa He nepedapOoBaHa, TO BOHA € CYCIIOM
3 BEPUIMHOIO KOJbOPY - 2, 1 T. A. [Ipogosxkyrouu 1eil nporuec, moOyayeMo HUISIX 3

BEpIIMH JI0 KBITIB, sIKi He Oynu nepedapOoBaHi.
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3 BucHoBkH

VY uiit KypcoBi poOOTI sI pO3rJsiHYB 0a30B1 €KCTPEMalIbHI XapaKTEPUCTHKU
rpadiB. BUCBITIMBIIN OCHOBHI O3HAYEHHS 1 CKJIAJI0OB1 XapaKTEPUCTUK, TaKl IK YUCIO
HE3aJIEKHOCT1, XpOMaTUYHE YKCIIO, KJIIKOBI YUCHA, S NPOUIIOCTPYBAB iX MPAKTUYHE
3aCTOCYBaHHS B 3HAXO/JKEHHI €KCTpeMajbHUX 3HAadeHb TIpadiB, BUPIIIMBIIHA
KOHKPETHI 3aBJaHHs, MOB'I3aH1 31 3HAXO/KEHHSAM EKCTPEMaJIbHUX 3Hau€Hb LUX
XapaKTepUCTUK JJisl pealbHUX rpadis. 30KpemMa, BUKOPUCTABLIM alroputMm bpona-
Kepb6oma, e mokaszaB Horo e(heKTUBHICTh Y BUPILIEHHI BAKIMBUX 3a]1a4, OB'I3aHUX

3 eKCTPEMAJIbHOIO TEOpi€to rpadis.
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	1 Вступ
	2 Екстремальні характеристики графів
	2.1 Основні означення теорії графів

	Граф - це абстрактна математична структура, що складається з множини вершин (вузлів) та множини ребер (зв'язків), що з'єднують вершини, і використовується для моделювання зв'язків між об'єктами. Графи є важливим інструментом в галузях, таких як теорі...
	Рис. 1
	Введемо основні означення.
	Означення 1 Графом називаємо впорядкована пара 𝐺=(V,E), де V – непорожня скiнченна множина, E – множина, що складається з невпорядкованих пар рiзних елементiв множини V . При цьому множина V називається множиною вершин графа G, а множина E називаєть...
	Означення 2. Вершини графа називаються сумiжними, якщо вони з’єднанi ребром.
	Означення 3. Якщо вершина графа є кiнцем деякого ребра, то цi вершина та ребро називаються iнцидентними.
	Означення 4 Степiнь вершини v – кiлькiсть ребер iнцидентних данiй вершинi. Позначається dev v.
	Означення 5. Порядок графа – кiлькiсть вершин графа. Позначається ,𝑮..
	Означення 6. Неорiєнтований граф 𝐺 – парa множин (𝑉, 𝐸), де V — множина вершин, 𝐸=,𝑉-(2). – множина ребер; позначають 𝐺 = (𝑉, 𝐸).  Нехай iснують вершини ,𝑣-1., ,𝑣-2.∈𝑉 . Традицiйно ребра, якi з’єднують такi двi вершини, записують за допомо...
	Означення 7. Зображення графа 𝐺 = (𝑉, 𝐸) за допомогою рисунка на площині називають діаграмою графа 𝐺. Вершини графа 𝐺 бієктивно відповідають точки площини. Точки, що відповідають вершинам 𝑣 i 𝑤, з'єднуються лінією (відрізком або кривою) тоді й...
	Означення 8. Граф без кратних ребер та петель називається простим.
	Означення 9. Вершини ,𝑣-1., ,𝑣-2.∈𝑉 в неорiєнтованому графi називають сумiжними, якщо iснує ребро 𝑒∈𝐸, яке з’єднує цi вершини.
	Означення 10. Ребро 𝑒∈𝐸 є iнцидентним вершинi 𝑣1 та вершинi 𝑣2, якщо воно їх з’єднує, тобто 𝑒=,𝑣-1., ,𝑣-2..
	Означення 11. Ребра ,e-1., ,e-2. в неорiєнтованому графi називають сумiжнимим, якщо цi ребра мають спiльну вершину.
	Означення 12. Породжений підграф графа називають інший граф, утворений з підмножини вершин графа разом з усіма ребрами, що з'єднують пари вершин з цієї підмножини.
	Означення 13. Степенем 𝑑𝑒𝑔(𝑣) вершини 𝒗∈𝑽 називають кiлькiсть iнцидентних їй ребер.
	Означення 14. Двi довiльнi вершини сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли вони не є сумiжними в графi 𝐺.
	Означення 15. Граф, усi ребра якого утворюють простий цикл довжиною 𝑛, позначається ,𝐶-𝑛..
	Означення 16. Граф називається зв’язним, якщо будь-яку пару його вершин можна з’єднати деяким маршрутом.
	Означення 17. Граф без циклiв називається ациклiчним.
	2.2  Екстремальні характеристики графів
	2.3 Деякі означення екстремальних характеристик графів
	2.4 Незалежна множина та кліка графа, вершинне покриття графа
	2.5 Хроматичне число та незалежне число

	Означення 41. Множина вершин графа називається незалежним, якщо жодні дві вершини цієї множини не з'єднані ребром. Підграф, породжений вершинами незалежної множини, є набором ізольованих вершин.
	Тепер можна сказати, що хроматичне число 𝛘(𝐆) є таке найменше m, що множина всіх вершин графа G розпадається в диз'юнктне об'єднання 𝑽=,𝐕-𝟏.⨆,𝐕-𝟐.,....⨆,𝐕-𝐦. = незалежних множин ,𝐕-𝟏.,,𝐕-𝟐.…,𝐕-𝐦. Зрозуміло, що вказані незалежні множини...
	Означення 42. Незалежна множина називається максимальною за включенням, якщо при додаванні до нього будь-якої іншої вершини вона перестає бути незалежною.
	Означення 43. Незалежна множина M називається максимальною за розміром, якщо не існує незалежної множини більшої потужності, ніж jMj. Зрозуміло, що всі максимальні за розміром незалежні множини мають однакову потужність; вона позначається α(G) і нази...
	Означення 44. Мiнiмальне число k, для якого iснує правильне розфарбування графа G називається хроматичним числом цього графа i позначається 𝛘(𝐆).
	Означення 45. Мiнiмальним правильним розфарбуванням графа G називається правильне розфарбування для 𝒌=𝛘(𝐆).
	2.6 Алгоритм Брона-Кербоша

	Алгоритм Брона-Кербоша є рекурсивним і використовує зворотній пошук. Він перебирає всі можливі комбінації вершин, які утворюють незалежні множини. Під час рекурсивного виклику, алгоритм проходить через всі вершини, що ще не є сусідами поточної вершин...
	2.6.1 Приклад застосування алгоритму Брона-Кербоша

	Дано простий граф, який має 4 вершини (рисунок 3). Знайдемо для нього число незалежності графа та найбільшу незалежну множину.
	Рис. 3
	Будемо використовувати алгоритм Брона-Кербоша, обирая піддерева графа та перераховуючи претендентів
	Побудуємо модель для вирішення цієї задачі. У нас є граф, а моделлю вирішення цієї задачі є інший граф – підграфове кореневе дерево.
	Розв'язання
	Беремо вершину в першому рядку, коренем нашого дерева буде 4 піддерева з a, 4 піддерева з b,  4 піддерева з c, 4 піддерева з d. Ми маємо корневу вершину, тож будуємо повне дерево, маючи 4 вершини. Значить з нульової вершини корневого дерева в нас йду...
	Таблиця 1
	2 рядок. Так, перша вершина, яку ми обираємо та записуємо в комірку (таблиця 2). З усіх претендентів обираємо початкову, тобто а, тож записуємо a у другу комірку Переходимо до наступної комірки – корекції множини Q+ Тож, по-перше, видаляємо a, оскільк...
	Таблиця 2
	3 рядок. Записуємо в першу комірки а, далі перебір з вершиною а закінчився, тож ми її видаляємо (таблиця 3). Оскільки Sk порожня множина, то ми знову повернулися на 0-вий рівень. На нульовому рівні проідентифікуємо вершини b,c, d, записавши до Qk+ тре...
	Таблиця 3
	4 Рядок. Починаємо будувати дерево від вершини b. (додаємо b до Sk) (таблиця 4). Вершини b та c пішли з претендентів, лишилося, бо не суміжне з b.  Тож до Qk+ записуємо d. Qk- -дивимося на попередній рядок, там є вершина а. Оскільки a i b суміжні між ...
	Таблиця 4
	5 рядок. Рухаємося вниз, до претендентів Sk додаємо d, відповідно з Qk+ ми d вилучаємо, бо ми його додали до незалежної множини (таблиця 5). Дивимося Qk-, оскільки ми дивимося зверху-вниз, то на попередньому рівні була порожня множина – вона так і зал...
	Таблиця 5
	6 рядок. Піднімаємося вище за b,d, b d – це листочок у дереві (таблиця 6) . Із Sk ми d видаляємо. На попередньому рівні у Qk- було порожньо, але нам треба заповнити її вершиною, яку ми тільки-но видалили (тобто вершину d). І в qk+  залишається порожня...
	Таблиця 6
	7 рядок. Залишається тільки видалити вершину b з Sk, чим ми закінчили побудова піддерева, яке росте з вершини b (таблиця 7). Відповідно ми повернулися на нульовий рівень, Дивимося де наш попередній нульовий рівень (рядок три) , значить ми тільки-но ви...
	Таблиця 7
	8 рядок. Рухаємося аналогічно, обираємо в Sk вершину c. Оскільки c і d суміжні, то разом із с прибираємо з комірки qk+ d (таблиця 8). У множині Qk- залишаємо тільки ті вершині, які є не суміжними (b – це знеслася множина, котра на нульовому рівні, тоб...
	Таблиця 8
	9 рядок. Із Sk видаляємо с, чим повертаємося знову до нульового рівня, записуємо до Qk+ вершину d як останню вершину, з якої повинно рости піддерево (таблиця 9). До Qk- записуємо a,b,c для яких ми вже перебираємо всі рішення, які мають сенс для цієї з...
	Таблиця 9
	10 рядок. До Sk додаємо d, з претендентів на Qk+ d прибираємо, залишаючи порожню множину, а з комірки Qk- серед a,b,c залишити ту вершину, яка є не суміжною, тобто залишаємо b. (таблиця 10)
	Таблиця 10
	11 рядок. Із Sk видаляємо d, знову на нульовому рівні Qk+, де кількість претендентів вичерпана, а до Qk- додамо усі 4 вершини – a,b,c,d , що є показником завершення роботи алгоритму. (таблиця 11)
	Таблиця 11
	Таблиці з кінцевими результатами:
	Таблиця 12:
	Таблиця 13:
	Тобто ми маємо три максимальні незалежні множини, дві множини одноелементні (1 і 3),  і одна (2) множина двоелементна. Тоді число незалежності графа дорівнюватиме 2. Це максимальна кількість несуміжних вершин у цьому графі, яка є присутньою в найбіль...
	2.7 Розбір та розв’язування задач на екстремальні характеристики графа

	1. Знайти число незалежності та хроматичне число графа: а) Kn; б) Kn; n.
	Розв’язання
	А) За умовою ми маємо граф Kn , тобто повний граф на n вершинах. Для нашого розв’язку знадобиться певна модель. Нехай ми маємо граф K5 (рисунок 4), тобто повний граф з 5-ма вершинами.
	Рис. 4
	Розглянемо перший пункт - число незалежності. За означенням повного графу будь-які дві вершини графа суміжні між собою, тож число незалежності дорівнюватиме 1.
	Розглянемо другий пункт – хроматичне число. Скористаємося графічним способом, щоб знайти хроматичне число графу K5, де візьмемо граф K5 (рисунок 4) і підпишемо його вершини (рисунок 5), де одному числу відповідає один колір, де суміжні вершини не пов...
	Рис. 5
	Отже, можемо зробити висновок, що хроматичне число для повного графа дорівнюватиме кількості вершин графа, оскільки вони всі суміжні
	Б) За умовою ми маємо повний дводольний граф Kn; n.. Для зручнішого візуального огляду представимо його як граф K3,3 (рисунок 6)
	Рис. 6
	Маємо другий пункт – хроматичне число. Скористаємося графічним способом, щоб знайти хроматичне число графу K3,3, де візьмемо граф K3,3 (рисунок 6) і підпишемо його вершини (рисунок 7) різними кольорами, які позначаються числами.
	Рис. 7
	Отже, хроматичне число графу Kn,n : 2, оскільки відношення верхньої частини графу до нижньої суб’єктивне.  Маємо перший пункт - число незалежності. Оскільки у верхній частині графа ми можемо вибрати вершини, які не мають суміжності між собою (за визн...
	2. Чи правильно, що максимальна за розміром незалежна множина є максимальною за включенням?
	Розв’язання (1)
	Максимальна за розміром незалежна множина є максимальною за включенням. Це означає, що неможливо додати більше вершин до максимальної за розміром незалежної множини без порушення умови незалежності. Отже, ця множина є максимальною і за розміром, і за...
	3. Покажіть, що максимальна за включенням незалежна множина не обов'язково є максимальною за розміром, тобто потужність максимального за включенням незалежної множини може виявитися меншою за кількість незалежності.
	Розв’язання (2)
	Рис. 8
	Для графічного прикладу намалює граф (рисунок 8). В даному випадку, якщо ми розглядаємо середню вершину (вершину 2) (рисунок 9), то вона утворює максимально незалежну множину за включенням.
	Рис. 9
	Це означає, що немає інших вершин, які можна додати до цієї множини без утворення суміжності. Проте ця множина не є максимальною за розміром, оскільки існує інша незалежна множина, яку можна утворити, обираючи дві крайні вершини (вершини 1 і 3) (рис...
	Рис. 10
	Ця друга множина є максимальною за розміром. Важливо зазначити, що максимальна за розміром множина завжди буде максимальною за включенням, але навпаки це не обов'язковість
	.4. Безліч D ⊂ V називається домінуючим, якщо будь-яка вершина з V n D з'єднана ребром з деякою вершиною з D. Покажіть, що максимальне за включенням незалежна множина є домінуючою.
	Розв’язання (3)
	Нехай I буде максимальною за включенням незалежною множиною в графі G = (V, E), де V є множиною вершин графа, а E - множиною його ребер.
	Припустимо, існує вершина v з V \ I (тобто вершина v не належить до множини I), яка не з'єднана жодним ребром з будь-якою вершиною з I. Оскільки I є незалежною множиною, це означає, що жодна вершина з I не має сусіда в множині V \ I, включаючи вершин...
	Тоді додамо вершину v до множини I без порушення умови незалежності. Це суперечить визначенню I як максимальної за включенням незалежної множини, тому не існує жодної вершини v з V \ I, яка була би не з'єднана жодним ребром з множиною I. Це означає, ...
	Отже, максимальна за включенням незалежна множина I є домінуючою множиною, оскільки кожна вершина з V \ I з'єднана ребром з множиною I.
	5. Доповненням графа G називається граф ,𝐺., вершинами якого є вершини G, а дві вершини суміжні тоді і лише тоді, коли вони не суміжні в G. Покажіть, що:
	а) незалежна множина G є клікою ,G. і навпаки, кліка G є незалежною множиною ,G.;  Нехай I є незалежною множиною в графі G. Тобто, жодні дві вершини з I не з'єднані ребром. У графі G , дві вершини будуть суміжні, якщо вони не суміжні в графі G. Отже,...
	Нехай K є клікою в графі ,G.. Тобто, будь-які дві вершини з K є суміжними в графі ,G.. У графі ,G. , дві вершини будуть суміжні, якщо вони не суміжні в графі ,G.. Отже, жодні дві вершини з K не будуть суміжними в графі ,G. , що означає, що K є неза...
	Таким чином, незалежна множина в графі G є клікою в графі ,G. , і кліка в графі G є незалежною множиною в графі ,G. .
	б)  𝑎,,𝐺..=𝜔,,𝐺..=𝛼(𝐺)
	Показуємо, що a(G,G. ) = ω(,G. ) = α(G), де a(G ) позначає альфа-число графа G  (максимальний розмір незалежної множини), ω(G ) позначає омега-число графа G  (максимальний розмір кліки), і α(,G.) позначає альфа-число графа G (максимальний розмі...
	За пунктом а), незалежна множина G є клікою ,G. , тому ω(G ) ≥ α(,G.). З іншого боку, незалежна множина G є незалежною множиною ,G., тому α(G) ≥ α(,G. ). Отже, α(G) = α(,G.).
	За пунктом а), кліка ,G. в графі G є незалежною множиною G,G., тому α(,G. ) ≥ ω(G ). З іншого боку, кліка G є клікою G , тому ω(G ) ≥ ω(G). Отже, ω(G ) = ω(G).
	6. Знайдіть число незалежності та хроматичне число графа Петерсена (рисунок 11).
	Рис. 11
	Розв'язання.
	Зобразимо на рисунку граф Петерсона (рисунок 11), тобто неорієнтований граф з 10 вершинами і 15 ребрами
	Нехай ми розіб'ємо граф Петерсона на два цикли. Зовнішній цикл (рисунок 12)  та внутрішній цикл (рисунок 13) матимуть вигляд:
	Рис. 12                            Рис. 13
	Пронумеруємо вершини зовнішнього (рисунок 14)  та внутрішнього (рисунок 15) циклів:
	Рис. 14                                       Рис. 15
	Якщо у нас є внутрішня множина, вона може містити максимум дві вершини зовнішнього циклу, наприклад, дві вершини з множини {1, 2, 3, 4, 5}, а також максимум дві вершини з множини {6, 7, 8, 9, 10}. При огляді цих циклів, ми можемо знайти дві суміжні в...
	Для того, щоб показати, що число незалежності становить 4, ми можемо навести приклад незалежної множини вершин на графі, яка складається з саме 4 вершин. Зобразимо граф (рисунок16) з підписаними вершинами:
	Рис. 16
	Припустимо, що ми обираємо дві несуміжні вершини з зовнішнього циклу, наприклад, вершини 1 і 3 з множини {1, 2, 3, 4, 5}. Тепер оберемо дві вершини з внутрішнього циклу, які не є суміжними. В цьому випадку, ці вершини це будуть вершини 9 і 10 (це єди...
	Рис. 17
	Приклади інших вершин, які можна вибрати з зовнішнього циклу, включають (2,4), (2,5) та (3,5), тобто цей приклад (рисунок) – це не єдиний приклад.
	Отже, ми отримуємо множину вершин {1, 3, 9, 10}, яка є прикладом незалежної множини з максимальною кількістю вершин. Таким чином, число незалежності нашого графа становить 4.
	Оскільки цей граф містить цикл непарної довжини, то хроматичне число графу Петерсона дорівнюватиме 3. Можемо продемонструвати правильне розфарбування в три кольори графічно (рисунок 18)
	Рис. 18
	7. Знайдіть число незалежності та хроматичне число графа (рисунок 19).
	Рис. 19
	Розв’язання (4)
	Пронумеруємо вершини нашого графу (рисунок 20).
	Рис. 20
	Нехай візьмемо не суміжну вершину з зовнішнього циклу (вершини множини {1,2,3}- це буде вершина номер 1. Тепер візьмемо вершину з середнього циклу (Множини {4,5,6,9,10,12}- нехай 9, і візьмемо вершину з внутрішнього циклу (множини {7,8,9}) – нехай це...
	Рис. 21
	Отже, отримуємо множину {1,3,9}. Тобто число незалежності нашого графа – це 3.
	Хроматичне число: 4, зобразимо це (рисунок 22), розмалюємо даний граф:
	Рис. 22
	8. На олімпіаду прийшло 2023 студенти, деякі з них знайомі між собою. Будемо говорити, що кілька попарно знайомих студентів утворюють організацію, якщо будь-який інший студент не знайомий із кимось із них. Доведіть, що можна розсадити всіх студентів н...
	Розв’язання (5)
	Доведемо індукцією до більш загального твердження: 2k аудиторій вистачить для того, щоб розсадити n≤,𝑘-2. студентів. Тоді для отримання затвердження завдання достатньо підставити k = 45, оскільки 2023≤2025=,45-2.
	База k = 1, 2. Оскільки 2k ,≥𝑘-2. ми можемо посадити кожного студента в окрему аудиторію.
	Нехай твердження доведено, коли кількість студентів не більша (k-1)². Доведемо твердження, коли кількість студентів не більша за ,𝑘-2.. Розглянемо студентів v з максимальним числом d знайомих. Якщо d≥2k - 2, то посадимо v до однієї аудиторії, всіх й...
	Якщо ж d < 2(k — 1), то зауважимо, що нам свідомо вистачить d+1≤2k аудиторій. Виділимо d +1 аудиторій і розсаджуватимемо студенів по черзі так, щоб жодні два знайомі не сиділи в одній аудиторії, тоді в одній аудиторії не утворюватимуться «організації...
	9. Деякий граф правильно розфарбований у кольорів, причому його не можна правильно розфарбувати у меншу кількість кольорів. Доведіть, що в цьому графі існує шлях, вздовж якого зустрічаються вершини всіх k кольорів рівно один раз
	Розв’язання (6)
	Кольори, які пофарбований граф, занумеруємо від 1 до k. Ті вершини кольору 2, які не є сусідами ні з якими вершинами кольору 1, перефарбуємо в колір 1. Нове забарвлення буде правильним, тому в ньому k кольорів. Значить, якісь вершини кольору 2 не пер...
	Після цього розглянемо якусь вершину кольору k. Вона не перефарбована, і тому є сусідом з вершиною кольору k- 1. Ця вершина теж не перефарбована, оскільки інакше її початковий колір був би k, і вона не могла б бути сусідами з вершиною того ж кольору ...
	3  Висновки

	У цій курсові роботі я розглянув базові екстремальні характеристики графів. Висвітливши основні означення і складові характеристик, такі як число незалежності, хроматичне число, клікові числа, я проілюстрував їх практичне застосування в знаходженні е...
	4  Список використаних джерел


