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Анотація  

Кваліфікаційну роботу присвячено огляду нелінійних хаотичних моделей. 

За допомогою комп’ютерної симуляції демонструється залежність поведінки 

таких систем від початкових значень параметрів. До кожної моделі 

застосовується описова та вивідна статистика, а також досліджується їхня 

кореляційна структура. Після цього здійснюється порівняння властивостей 

розглянутих хаотичних систем та “білого шуму”. 

Ключові слова: нелінійні хаотичні моделі, білий шум. 
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ВСТУП 

Велика кількість нетривіальних систем реального світу є нелінійними 

динамічними моделями. Одним з типів нелінійних динамічних систем є 

хаотичні системи. Вони можуть дотримуватися простих правил та містити 

малу кількість взаємодіючих частин, але такі системи є чутливими до своїх 

початкових умов. Попри свою детерміновану простоту, ці системи з часом 

можуть мати дуже непередбачувану поведінку. Детермінований хаос 

спостерігається в біології, фізиці, а також у різних економічних та фінансових 

процесах.  

Метою дослідження є розглянути моделі динамічного хаосу, зробити їх 

статистичний аналіз та порівняти отримані результати з білим шумом. 

Дана мета зумовила наступне наукове завдання: 

1. Зробити симуляцію хаотичних моделей. 

2. Виконати описову та вивідну статистику. 

3. Зробити симуляцію білого шуму. 

4. Порівняти хаотичні моделі з білим шумом. 

Об’єктом дослідження є нелінійні хаотичні моделі. 

Предметом дослідження є хаос у динамічних моделях. 

Для поставленої в роботі мети використано методи візуалізації даних та 

статистичні методи.  

Дана робота складається з трьох розділів. Матеріал  1-го та 2-го розділу 

спирається на дослідження Ширяєва [1, 216-222]. Всі моделі та їх візуалізація 
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розроблені в Python. Код до кожної з моделей можна переглянути у додатку до 

роботи. 
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РОЗДІЛ 1. Моделі динамічного хаосу 

1.1 Математичний хаос 

Перед тим як дати строге визначення математичного хаосу розглянемо 

деякі означення, які потрібні будуть у майбутньому. 

Означення 1.1. Функція 𝑓: 𝐽 → 𝐽 називається топологічно транзитивною, 

якщо для ∀𝑈, 𝑉 −  відкритих підмножин 𝐽,  ∃𝑘 > 0: 𝑓𝑘(𝑈) ∩ 𝑉 ≠ 0 [2, 49] 

Означення 1.2. Функція 𝑓: 𝐽 → 𝐽 має чутливість до початкових умов, якщо 

∃𝛿 > 0: ∀𝑥 ∈ 𝐽, ∀ 𝑈𝑟(𝑥),  ∃𝑦 ∈ 𝑁 і 𝑛 ≥ 0: |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑦)| > 𝛿 [2, 49] 

Означення 1.3. Точка 𝑥 є фіксованою для 𝑓, якщо 𝑓(𝑥) = 𝑥. Точка 𝑥 

називається періодичною з періодом 𝑛, якщо 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥  [2, 18] 

Існує багато можливих визначень хаосу в динамічних системах деякі 

сильніші або слабші за наше. Ми обрали наступне означення, оскільки його 

можна застосовувати до великої кількості прикладів. 

Означення 1.4. Нехай 𝑉 − множина. Функція 𝑓: 𝑉 → 𝑉називається 

хаотичною на 𝑉, якщо [2, ст. 50]: 

1) 𝑓 має чутливу залежність до початкових умов. 

2) 𝑓 топологічно транзитивна. 

3) періодичні точки щільні в 𝑉, тобто кожна відкрита множина містить 

періодичну точку.  
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1.2 Нелінійні хаотичні моделі 

Досі для опису еволюції послідовностей ℎ = (ℎ𝑛), де ℎ𝑛 = 𝑙𝑛
𝑆𝑛

𝑆𝑛−1
 та 𝑆𝑛 – 

значення "ціни" в момент часу 𝑛, ми користувалися гіпотезою, що ці величини 

мають стохастичну природу, тобто 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑤), ℎ𝑛 = ℎ𝑛(𝑤) будуть 

випадковими величинами. Вони задані на деякому ймовірнісному просторі, 

що моделюють статистичну невизначеність станів "природи" [1, 216].   

З іншого боку відомо, що навіть найпростіші нелінійні детерміновані 

системи типу  

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛;  𝜆)  або 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, … , 𝑥𝑛−𝑘; 𝜆), 

де 𝜆 − деякий параметр, можуть породжувати послідовності (𝑥0, 𝑥1, … ), 

поведінка яких доволі схожа з поведінкою стохастичних послідовностей (при 

відповідних умовах). 

Ця обставина ставить питання про те, чи не є деякі економічні чи фінансові 

ряди насправді не стохастичні, а хаотичні. Тобто це ті, що описуються 

детермінованими нелінійними системами, які можуть призводити до ефектів, 

що спостерігаються при статистичному аналізі фінансових даних. Протягом 

тривалого часу уявлення про хаос асоціювалось з припущенням, що в системі 

необхідно збудження великої кількості ступенів свободи [3, 989]. Це 

припущення сформувалося під впливом понять статистичної механіки – рух 

кожної частинки в газі майже передбачуваний, але поведінка системи, що 

складається з величезної кількості частинок, надзвичайно складна і тому 

деталізований динамічний підхід втрачає сенс. Звідси виникає потреба в 

статистичному аналізі. Дії та справедливість застосування статистичних 

законів, не обмежуються лише складними системами з великою кількістю 
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ступенів свободи. Повністю детермінованим системам з невеликим числом 

ступенів свободи також притаманна випадкова поведінка. Це відбувається при 

появі параметрів експоненційної нестійкості руху при деяких значеннях, а не 

через зовнішній шум або складність системи. Динаміка систем, що викликана 

такого роду нестійкістю, називається динамічною стохастичністю або 

динамічний хаосом. Значення досліджень в цій сфері грають фундаментальну 

роль і показують природу випадкових процесів [3, 990]. 

Наведемо деякі приклади нелінійних хаотичних систем, щоб дати уявлення 

про їхню поведінку, а також про питання як визначити чи породжена дана 

реалізація стохастичною чи хаотичною системою. 

Для прогнозу майбутньої зміни цін нас цікавить питання наскільки 

прогнозованими будуть нелінійні хаотичні моделі. У цій роботі буде показано, 

що ситуація не дуже оптимістична, бо не дивлячись на детермінований 

характер, поведінка траєкторій хаотичних систем може сильно змінюватися в 

залежності від точності визначення початкових даних та значень параметра 𝜆 

[1, 217].  
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РОЗДІЛ 2. Опис і симуляція хаотичних моделей 

2.1 Логістичне відображення 

А. Симуляція 

Розглянемо так зване логістичне відображення  

𝑥 → 𝑇𝑥 ≡ 𝜆𝑥(1 − 𝑥) 

і породжену ним нелінійну динамічну систему  

𝑥𝑛 = 𝜆𝑥𝑛−1(1 − 𝑥𝑛−1)        𝑛 ≥ 1,   0 < 𝑥0 < 1 

Це відображення було введено для опису еволюції популяцій в середовищі 

з обмеженим запасом їжі, де 𝑥𝑛 – значення відносно чисельності населення в 

дискретний момент часу 𝑡, а 𝜆 являє собою швидкість зростання. Рівень 

популяції в будь-який момент часу є функцією параметра швидкості зростання 

та рівня населення попереднього часового кроку. Якщо швидкість зростання 

встановлена занадто низько, то популяція вимре з часом. Більш високі темпи 

зростання можуть знизитися до стабільного значення або коливатися через 

низку демографічних підйомів і спадів. [4, 3] 

Змоделюємо це відображення в Python, при 𝜆 = 1 
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Рисунок 1.1 Випадок 𝜆 = 1 

Для значень 𝜆 ≤ 1 рішення 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝜆) збігається до 0, при 𝑛 → ∞ при всіх  

0 < 𝑥0 < 1. Тому стан 𝑥∞ = 0 можна розглядати як єдиний стійкий стан, до 

якого збігаються всі значення 𝑥𝑛 при 𝑛 → ∞.  

Розглянемо випадки при 𝜆 = 2; 3; 3.5; 4 

 

Рисунок 1.2 Випадок при 𝜆 = 2 
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Рисунок 1.3 Випадок при 𝜆 = 3 

При 𝜆 = 2 значення 𝑥𝑛 збігаються до 
1

2
 (рис. 1.2). Таким чином, у цьому 

випадку також існує єдиний стійкий стан – 𝑥∞ =
1

2
 . До нього "притягуються" 

й інші значення 𝑥𝑛, при 𝑛 → ∞. Будемо збільшувати значення параметра 𝜆. При 

𝜆 < 3 у системи все ще буде залишатися один стійкий стан. Однак, при 𝜆 = 3 

виникає інша закономірність. При збільшенні 𝑛 виникають два стани стійкості 

 𝑥∞ (рис. 1.3), в яких позмінно знаходиться система. Такий же характер 

поведінки системи залишатиметься при збільшенні параметра 𝜆. Потім при 

𝜆 = 3.4494 з’являється чотири стани стійкості, за яким відбувається рух в 

системі (рис. 1.4) 
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Рисунок 1.4 Випадок при 𝜆 = 3.5 

 

Рисунок 1.5 Випадок при 𝜆 = 4, 𝑁 = 100  

 

Рисунок 1.6 Випадок при 𝜆 = 4, 𝑁 = 1000 
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При збільшенні 𝜆 у системи з’являються нові стани стійкості: при 𝜆 =

3.5644 цих станів 16, при 𝜆 = 3.5696 їх вже 64. При 𝜆 = 3.6 спостерігаємо 

нескінченну кількість станів. Це означає, що система втрачає стійкість і 

переходить у стан хаосу. При цьому повністю зникає періодичний характер 

зміни станів і система починає блукати по нескінченному числу станів, 

перестрибуючи з одного стану на інший. Попри те, що система є 

детермінованою, неможливо практично передбачити, де вона 

знаходитиметься у деякий момент часу, оскільки точність значень 𝑥𝑛 і 𝜆 

обмежена і може доволі сильно вплинути на значення прогнозованих величин. 

З короткого опису бачимо, що значення (𝜆𝑘) параметра 𝜆, де відбувається 

"біфуркація" або "розгалуження" системи, стає все ближче і ближче один до 

одного. 

 

Рис. 1.7 Біфуркаційна діаграма, де швидкість зростання 𝜆 коливається між 0 та 4 

При швидкості зростання менше 1.0 система завжди руйнується в 

кінцевому випадку (популяція вимирає). При 𝜆, що знаходиться між 1.0 і 3.0 

система завжди встановлює точний рівень популяції. На вертикальному зрізі 

швидкості зростання після 3.0 можливі значення популяції розщеплюються на 
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два дискретні шляхи. При швидкості зростання 3.2 система коливається 

виключно між двома значеннями сукупності: одне близько 0.8, а інше близько 

0.5. Після швидкості зростання 3.4 діаграма знову розпадається 

на чотири шляхи. Це відповідає лінійній діаграмі рис. 1.4, яку було описано 

раніше, де 𝜆 = 3.5. Відразу після швидкості зростання 3.5 шлях знову 

роздвоюється на вісім шляхів. За межами швидкості зростання 3.6 біфуркації 

наростають, доки система в підсумку не обере будь-яку величину населення. 

Це поняття відоме як подвоєння періоду хаосу. При коригуванні параметра 

швидкості, логістичне відображення коливатиметься між двома, чотирма, 

вісьма, 16-ма, а потім 32 (і так далі) значеннями сукупності. До того часу, коли 

досягається темп зростання 3.9, відображення роздвоїться настільки багато 

разів, що система у такому випадку "випадково" стрибатиме між усіма 

значеннями сукупності. Але цей рух буде зовсім не випадковим, а скоріш ця 

модель дотримується простих детермінованих правил, але при цьому створює 

очевидну випадковість. Це хаос детермінований і аперіодичний [4, 5]. 

Параметр 𝜆 = 4 для моделі грає важливу роль. При цьому значенні 

послідовність спостережень хаотичної послідовності 𝑥𝑛 нагадує реалізацію 

стохастичної послідовності білого шуму (див. у розділі 3). 

Б. Статистичний аналіз моделі 

Виконаємо описову статистику для випадків при 𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000.  За 

допомогою функції describe бібліотеки Pandas нескладно знайти, що для 𝑁 =

100 математичне сподівання 𝐸𝑋 = 0.47, 𝐸𝑋2 = 0.354, середньоквадратичне 

відхилення 𝜎 = 0.363, дисперсія 𝐷𝑋 = 0.1318  
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Рис 2.1 𝑁 = 100 

 

Рис 2.2 𝑁 = 1000 

При 𝑁 = 100 коефіцієнт асиметрії додатній. Це означає, що розподіл має 

довгий правий хвіст. При 𝑁 = 1000 коефіцієнт асиметрії від’ємний – розподіл 

має довгий лівий хвіст. В обох випадках коефіцієнт ексцесу < 3, отже пік 

розподілу пологіший, ніж у нормального – розподіл плосковершинний. 

Побудуємо також коробку з вусами для обох випадків, гістограму, 

кумулятивну функцію та криву при 𝑁 = 100 

 

Рис. 2.3 Коробка з вусами, 𝑁 = 100 

 

Рис. 2.4 Коробка з вусами, 𝑁 = 1000 

З рисунку 2.3 бачимо, що 50% значень попадають в проміжок (0.123; 0.874), 

а з рис. 2.4 50% значень попадають в проміжок (0.168; 0.876).  
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Рисунок 2.5 Гістограма при 𝑁 = 100 

 

Рисунок 2.6 Емпірична функція розподілу при 𝑁 = 100 

 

Рис. 2.7 Кумулятивна крива емпіричної функцію розподілу при 𝑁 = 100 
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Виконаємо в Python тест Шапіро-Вілка, D'Agostino's 𝐾2 та Пірсона Хі-

квадрат на нормальність розподілу при 𝑁 = 100 

 

Рисунок 2.8 Результати тесту Шапіро-Вілка 

 

 
Рисунок 2.9 Результати тесту D'Agostino's 𝐾2 

 

 
Рисунок 2.10 Результати тесту Пірсона Хі-квадрат 

Оскільки 𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.05 у тесті Шапіро-Вілка та D'Agostino's 𝐾2, ми 

відкидаємо нульову гіпотезу про нормальність розподілу. Два з трьох тестів 

показали, що розподіл не є нормальним. 

З гістограми (рис 2.3) можна зробити припущення про те, що розподіл 

бімодальний оскільки у центрі низька частота попадання і є два піки з обох 

боків інтервалу. 
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2.2 Модель Бернуллі 

А. Симуляція 

Це найвідоміше відображення на одиничному інтервалі, що пов’язане з 

представленням числа у вигляді дробу з довільною цілою основою [5, 28]. 

Модель Бернуллі задана одновимірним рекурентним відображенням, що має 

вигляд (рис 3.1) 𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛(𝑚𝑜𝑑1) = 

= {
2𝑥𝑛,        0 ≤ 𝑥𝑛 < 1/2

2𝑥𝑛 − 1,    1/2 ≤ 𝑥𝑛 < 1    
    𝑛 = 0,1,2 

 

Рисунок 3.1 

Загальний вигляд функції: 

𝑥𝑛 = {
𝑟𝑥𝑛             𝑥𝑛 < 1/2 
𝑟𝑥𝑛 − 1    1/2 ≤ 𝑥𝑛

  

Змоделюємо це відображення в Python, при 𝑟 = 1 
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Рисунок 3.2 Випадок при 𝑟 = 1 

Для значень 𝑟 ≤ 1 рішення 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑟) збігається до 0, при 𝑛 → ∞ при всіх  

0 < 𝑥0 < 1. Тому стан 𝑥∞ = 0 можна розглядати як єдиний стійкий стан, до 

якого збігаються всі значення 𝑥𝑛 при 𝑛 → ∞.  

Розглянемо випадки при 𝑟 = 1.5, 2 

 

Рисунок 3.3 Випадок при 𝑟 = 1.5 при 𝑁 = 100 
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Рисунок 3.4 Випадок при 𝑟 = 1.5 при 𝑁 = 1000 

 

Рисунок 3.5 Випадок при 𝑟 = 2 

Бачимо, що при  𝑟 ∈ (1; 2] система втрачає стійкість і переходить у стан 

хаосу.  

Б. Статистичний аналіз моделі 

Виконаємо описову статистику при 𝑟 = 1.5 для 𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000. При 

𝑁 = 100 математичне сподівання 𝐸𝑋 = 0.35, 𝐸𝑋2 = 0.19, 

середньоквадратичне відхилення 𝜎 = 0.267, дисперсія 𝐷𝑋 = 0.07. 
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Рис 4.1 𝑁 = 100 

 

Рис 4.2 𝑁 = 1000 

В обох випадках коефіцієнт асиметрії додатній і це означає, що розподіл 

має довгий правий хвіст. Оскільки коефіцієнт ексцесу <3, то пік розподілу 

пологіший, ніж у нормального – розподіл плосковершинний. 

Побудуємо коробку з вусами для обох випадків, гістограму, кумулятивну 

функцію та криву при 𝑁 = 100. 

 

Рис 4.3 Коробка з вусами при 𝑁 = 100 

 

Рис 4.4 Коробка з вусами при 𝑁 = 1000 

З рисунку 4.3 бачимо, що 50% значень попадають у проміжок 

(0.12; 0.52), а з рис. 4.4 50% значень попадають у проміжок (0.16; 0.6). 
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Рисунок 4.5 Гістограма при 𝑁 = 100 

 
Рисунок 4.6 Емпірична функція розподілу при 𝑁 = 100 

 
Рис. 4.7 Кумулятивна крива емпіричної функцію розподілу при 𝑁 = 100 

Виконаємо тест Шапіро-Вілка, D'Agostino's 𝐾2 та Пірсона Хі-квадрат на 

нормальність розподілу при 𝑁 = 100 
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Рисунок 4.8 Результати тесту Шапіро-Вілка 

 

 
Рисунок 4.9 Результати тесту D'Agostino's 𝐾2 

 

 
Рисунок 4.10 Результати тесту Пірсона Хі квадрат 

Оскільки 𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.05 у тесті Шапіро-Вілка та D'Agostino's 𝐾2, ми 

відкидаємо нульову гіпотезу про нормальність розподілу. Два з трьох тестів 

показали, що розподіл не є нормальним. 

2.3 Палатне відображення 

А. Симуляція 

Палатне перетворення (tent map) – це одне з найбільш значущих та 

експлуатованих в теорії одновимірне хаотичне зображення. Ця модель має 

вигляд 𝑥𝑛 = 1 − |1 − 2𝑥𝑛−1|, що можна записати у вигляді системи: 

𝑥𝑛 = {
2𝑥𝑛,        0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 1/2

2 − 2𝑥𝑛,    1/2 ≤ 𝑥𝑛 < 1    
    𝑛 = 0,1,2 
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Рисунок 5.1 Графік моделі 𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑚𝑎𝑝 

Узагальнена модель має вигляд: 

𝑥𝑛 = {
𝑟𝑥𝑛,        0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 1/2

𝑟 − 𝑟𝑥𝑛,    1/2 ≤ 𝑥𝑛 < 1    
    𝑛 = 0,1,2 

Залежно від значення 𝑟 змінюється поведінка моделі від передбачуваної до 

непередбачуваної. 

Змоделюємо це відображення в Python, при 𝑟 = 0.5 

 

Рисунок 5.2 Модель 3 при 𝑟 = 0.5 
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Для значень 𝑟 ≤ 1 рішення 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑟) збігається до 0, при 𝑛 → ∞ при всіх  

0 < 𝑥0 < 1. Тому стан 𝑥∞ = 0 можна розглядати як єдиний стійкий стан, до 

якого збігаються всі значення 𝑥𝑛 при 𝑛 → ∞.  

Розглянемо випадки при 𝑟 = 1.3; 2 

 

Рисунок 5.3 Модель 2 при 𝑟 = 1.3 

При 𝑟 = 1.3 виникають два стани стійкості  𝑥∞ (рис. 5.3), в яких позмінно 

знаходиться система. 

 

Рисунок 5.4 Модель 2 при 𝑟 = 1.8, 𝑁 = 100 
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Рисунок 5.5 Модель 2 при 𝑟 = 1.8, 𝑁 = 1000 

З рис. 5.3 − 5.5 бачимо, що при 𝑟 ∈ [1, √2] значення моделі є періодичними, а при 

𝑟 ∈ [√2, 2] періодичність зникає і з'являється хаотична поведінка. 

Б. Статистичний аналіз моделі 

Виконаємо описову статистику при 𝑟 = 1.8 для 𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000. При 

𝑁 = 100 математичне сподівання 𝐸𝑋 = 0.62, 𝐸𝑋2 = 0.44, 

середньоквадратичне відхилення 𝜎 = 0.24, 𝐷𝑋 = 0.057 

 

Рис. 6.1 𝑁 = 100 

 

Рис. 6.2 𝑁 = 1000 
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Оскільки коефіцієнти асиметрії в обох випадках від’ємні, розподіл має 

довгий лівий хвіст. Коефіцієнт ексцесу < 3 – розподіл плосковершинний. 

Побудуємо також коробку з вусами для обох випадків, гістограму, 

кумулятивну функцію та криву при 𝑁 = 100.  

 

Рис 6.3 Коробка з вусами при 𝑁 = 100  Рис 6.4 Коробка з вусами при 𝑁 = 1000 

З рисунку 6.3 бачимо, що 50% значень попадають у проміжок (0.45; 0.81), 

а з рис. 6.4 50% значень попадають у проміжок (0.46; 0.82). 

 
Рисунок 6.5 Гістограма при 𝑁 = 100 
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Рисунок 6.6 Емпірична функція розподілу при 𝑁 = 100 

 
Рис. 6.7 Кумулятивна крива емпіричної функцію розподілу при 𝑁 = 100 

Виконаємо тест Шапіро-Вілка, D'Agostino's 𝐾2 та Пірсона Хі-квадрат на 

нормальність розподілу при 𝑁 = 100. 

 

Рисунок 6.8 Результат тесту Шапіро-Вілка 

 

Рисунок 6.9 Результат тесту D'Agostino's 𝐾2 
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Рисунок 6.10 Результат тесту Пірсона Хi-квадрат 

Оскільки 𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.05 у тесті Шапіро-Вілка та D'Agostino's 𝐾2, ми 

відкидаємо нульову гіпотезу про нормальність розподілу. Два з трьох тестів 

показали, що розподіл не є нормальним. 

2.4 Відображення корня 

А. Симуляція  

Дану модель можна записати у вигляді системи 

𝑥𝑛 = {
1 − 2√−𝑥𝑛−1 ,      − 1 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 0

1 − 2√𝑥𝑛−1,        0 ≤ 𝑥𝑛 < 1    
    𝑛 = 0,1,2 

Побудуємо графіки 7.1 та 7.2, що дадуть уявлення про поведінку 

послідовності (𝑥𝑛)𝑛≤𝑁, для 𝑥0 = 0.2 та 𝑁 = 100, 𝑁 = 1000 

 
Рисунок 7.1 𝑥0 = 0.2, 𝑁 = 100 
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Рисунок 7.2 𝑥0 = 0.2, 𝑁 = 1000 

Б. Статистичний аналіз моделі 

Зробимо описову статистику для обох випадків. При 𝑁 = 1000 𝐸𝑋 = −0.4, 

𝐸𝑋2 = 0.394, середньоквадратичне відхилення 𝜎 = 0.48, дисперсія 𝐷𝑋 =

0.231 

 

Рис. 8.1 𝑁 = 100 

 

Рис. 8.2 𝑁 = 1000 

В обох випадках коефіцієнт асиметрії додатній, розподіл має довгий правий 

хвіст та коефіцієнт ексцесу <3, отже, пік розподілу пологіший, ніж у 

нормального та розподіл плосковершинний. 

Побудуємо також коробку з вусами для обох випадків, гістограму та 

кумулятивну функцію та криву при 𝑁 = 100. 
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Рис 8.3 Коробка з вусами при 𝑁 = 100 

 

Рис 8.4 Коробка з вусами для 𝑁 = 1000 

З рисунку 8.3 бачимо, що 50% вибірки входить в інтервал (−0.77; −0.087), 

а з рис. 8.4 50% значень входить в інтервал (−0.85; −0.068). 

 
Рисунок 8.5 Гістограма при 𝑁 = 1000 

 

Рисунок 8.6 Емпірична функція розподілу 𝑁 = 1000
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Рисунок 8.7 Кумулятивна крива при 𝑁 = 1000 

Виконаємо тест Шапіро-Вілка, D'Agostino's 𝐾2 та Пірсона Хі квадрат на 

нормальність розподілу при 𝑁 = 1000 

 

Рисунок 8.8 Результати тесту Шапіро-Вілка 

 

 
Рисунок 8.9 Результати тесту D'Agostino's 𝐾2 

 

 
Рисунок 8.10 Результати тесту Пірсона Хі-квадрат 
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Оскільки 𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 0.05 у тесті Шапіро-Вілка та D'Agostino's 𝐾2, ми 

відкидаємо нульову гіпотезу про нормальність розподілу. Два з трьох тестів 

показали, що розподіл не є нормальним. 
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РОЗДІЛ 3. Порівняння з білим шумом 

3.1 Симуляція білого шуму 

Означення 3.1. Послідовність 𝜀 = (𝜀𝑛) називається білим шумом, якщо: 

1) 𝐸𝜀𝑛 = 0 

2) 𝐸𝜀𝑛
2 < ∞ 

3) 𝐸𝜀𝑛𝜀𝑚 = 0 [1, 148] 

Іншими словами, білий шум – це квадратично інтегрована послідовність 

некорельованих випадкових величин з нульовим середнім. Застосуємо 

функцію random.normal бібліотеки numpy для моделювання білого шуму з 

нормальним розподілом, нульовим середнім та одиничним стандартним 

відхиленням для 𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000.  

 

Рисунок 9.1 Білий шум при 𝑁 = 100 
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Рисунок 9.2 Білий шум при 𝑁 = 1000 

Отримали такі значення описової статистики для двох випадків: 

 

Рис. 9.3 𝑁 = 100 

 

Рис. 9.4 𝑁 = 1000 

Також побудуємо графік кореляційної функції для реалізації білого шуму 

для 𝑁 = 1000 

 

Рисунок 9.5 Кореляція значень 𝑥𝑛 моделі білого шуму 
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3.2 Порівняння моделей з білим шумом 

Застосуємо тест Дікі-Фуллера, щоб визначити чи є послідовності 

стаціонарними рядами 

 

Рис. 10.1 ADF Модель 1 при 𝜆 = 4, 𝑁 = 100  

 

Рис.10.2 ADF Модель 2 при 𝑟 = 1.5, 𝑁 = 100 

 

Рис. 10.3 ADF Модель 3 при 𝑟 = 1.8, 𝑁 = 100 

 

Рис. 10.4 ADF Модель 4 при 𝑁 = 1000 

Бачимо, що в усіх моделях 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 <0.05. Це означає, що ми відкидаємо 

нульову гіпотезу про нестаціонарність ряду. Отже, ряди є стаціонарними. 

Знайдемо довірчі інтервали для середніх значень наших моделей. 

 

Рис.10.5 Довірчий інтервал для 1 моделі 

 

Рис.10.6 Довірчий інтервал для 2 моделі 

 

Рис.10.7 Довірчий інтервал для 3 моделі 

 

Рис.10.8 Довірчий інтервал для 4 моделі 
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Бачимо, що середнє білого шуму не попадає в жодний з інтервалів. У 95% 

середнє наших моделей відрізняється від нуля. Тож перейдемо до більш 

вагомого пункта в означенні білого шуму – некорельованість значень. 

Порівняємо модель 1 з білим шумом. Для цього побудуємо кореляційний 

графік, підрахований за значеннями 𝑥0, 𝑥1 … 𝑥1000 

 

Рисунок 10.9 Кореляція значень 𝑥𝑛 моделі 1 

З проведеного в розділі 2 аналізу, середнє послідовності приблизно 

дорівнює 0. З графіку 10.9 бачимо, що величини (𝑥𝑛), породжені логістичним 

зображенням з 𝜆 = 4, можна практично вважати некорельованими, і в цьому 

сенсі послідовність (𝑥𝑛) наближається до білого шуму. 

Порівняємо модель 3 з білим шумом, побудувавши АКФ 

 

Рисунок 10.10 Кореляція значень 𝑥𝑛 моделі 3, 𝑁 = 100 
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З розділу 2, середнє послідовності приблизно дорівнює 0. З рисунку 10.10 

бачимо, що величини (𝑥𝑛), породжені зображенням при 𝑟 = 1.8, можна 

практично вважати некорельованими, і в цьому сенсі послідовність (𝑥𝑛) 

наближається до білого шуму. 

Розглянемо АКФ моделі 2 та 4: 

 

Рисунок 10.11 Кореляція значень 𝑥𝑛 моделі 2, 𝑁 = 100 

 

Рисунок 10.12 Кореляція значень 𝑥𝑛 моделі 4, 𝑁 = 1000 

З графіків моделей 10.11 та 10.12 бачимо, що деякі значення 𝑥𝑛 є 

корельованими. Це означає, послідовність (𝑥𝑛) в обох моделей не можна 

назвати хаотичним білим шумом. 
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ВИСНОВКИ 

У даній роботі було: 

 розглянуто симуляцію чотирьох моделей динамічного хаосу зі 

зміною кількості ітерацій та початкових умов; 

 зроблено описову та вивідну статистику для кожної з моделей; 

 змодульовано білий шум з такими характеристиками: 𝐸𝑋 = 0, 

𝑆𝑡𝑑 = 1, де значення нормально розподілені.  

Виявлено, що логістична модель при 𝜆 = 4 та палатне відображення при 

𝑟 = 1.8 найбільш схожі за статистичними показниками на білий шум. 

У подальшому бажано застосовувати більш точні методи, щоб розрізняти 

чи дані послідовності є стохастичними чи хаотичними. Наприклад, показник 

Хьорста. Поведінка таких нелінійних динамічних систем, які мають 

властивість "хаотичності" можуть застосовуватися при побудові моделей 

еволюції фінансових індексів, особливо в кризові періоди, яким властива саме 

"хаотичність", а не "стохастичність" [1, 224]. Через теорію хаосу, можна 

спробувати вловити структуру непередбачуваності систем. Однак, немає 

можливості точного прогнозування подій, оскільки система дуже чутлива до 

початкових умов чи невеликої кількості різноманітних шумів, зовнішніх та 

внутрішніх впливів [6, 374]. 
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