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Анотацiя

Метою даного дослiдження є детальне вивчення та аналiз теорiї потокiв у ме-
режi, зокрема теореми Форда-Фалкерсона та алгоритма Форда-Фалкерсона.

У роботi було розглянуто теорему Форда-Фалкерсона та її застосування.
Також було розглянуто алгоритм Форда-Фалкерсона. Крiм того було наве-
дено приклад його застосування до деякої мережi та проведено аналiз його
часової складностi, оптимальностi та роботи за рiзних умов.
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Вступ

Актуальнiсть

Теорiя потокiв у мережi — це роздiл теорiї графiв, що дослiджує ефективну
передачу та оптимiзацiю ресурсiв або iнформацiї через мережевi структури.
Ця галузь займається моделюванням та аналiзом рiзних систем, включаючи
транспортнi мережi, мережi зв’язку та розподiл енергiї, використовуючи та-
кi поняття, як максимальний потiк, пропускна спроможнiсть та мiнiмальний
розрiз. У сучасному контекстi теорiя потокiв у мережi є надзвичайно акту-
альною через стрiмке зростання обсягiв даних та розвиток технологiй, що
вимагають якiсної оптимiзацiї.

Теорема Форда-Фалкерсона про максимальний потiк вважається визна-
чною математичною вiхою, з якою пов’язують початок теорiї потокiв. Упер-
ше вона була сформульована L. R. Ford та D. R. Fulkerson у 1956 роцi у їхнiй
фундаментальнiй роботi "Maximal Flow Through A Network"[1]. Як зазна-
чають у своїй роботi автори, задача про максимальний потiк уперше була
сформульована T. E. Harris наступним чином:

Розглянемо залiзничну мережу, що з’єднує два мiста через ряд про-
мiжних мiст, де кожна ланка мережi має номер, що вiдповiдає її про-
пускнiй спроможностi. Припускаючи, що мережа перебуває у стацiо-
нарному станi, знайдiть максимальний потiк з одного мiста до iншого.

Згiдно зi статею A. Schrijver "On the history of the transportation and maxi-
mum flow problems"[2] T. E. Harris, спiльно з генералом F. S. Ross, у той час
працювали над моделлю залiзничного транспортного потоку, що виникла в
контекстi радянської залiзничної системи. Запитання було спрямоване на зна-
ходження максимального потоку в залiзничнiй мережi, що пов’язувала Ра-
дянський Союз та країни-супутники. Окрiм того, Harris та Ross визначили
ще одну задачу, а саме пошук мiнiмiзацiї перекриття радянської залiзничної
системи з метою ускладнення її функцiонування в умовах вiйни. Це дослiдже-
ння було виконане для Вiйськово-повiтряних сил США та було класифiковане
як секретне аж до 1999 року.
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Теорема Форда-Фалкерсона знайшла застосування у багатьох рiзних сфе-
рах i залишається актуальною. Принципи теореми застосовуються, як для
ефективного керування транспортними системами i оптимального розподiлу
ресурсiв, так i для розподiлу та управлiння електроенергiєю, забезпечення
оптимального потоку даних для забезпечення високоякiсного зв’язку та iн-
ше.

Мета, завдання дослiдження

Метою даного дослiдження є детальне вивчення та аналiз теорiї потокiв у ме-
режi, зокрема теореми Форда-Фалкерсона та алгоритма Форда-Фалкерсона.
Головним завданням роботи є дослiдження теореми Форда-Фалкерсона та її
застосування для розв’язання задач та доведення теорем теорiї графiв, а та-
кож аналiз алгоритму Форда-Фалкерсона та його застосування.

Завдання роботи включають:

• Вивчення основних означень та понять теорiї графiв, що необхiднi для
розумiння подальшої теорiї.

• Вивчення основних означень теорiї потокiв у мережi, зокрема, мережа,
пропускна спроможнiсть ребра та iн.

• Огляд теореми Форда-Фалкерсона та її застосування для доведення мi-
нiмаксних теорем теорiї графiв.

• Огляд та аналiз алгоритму Форда-Фалкерсона для знаходження макси-
мального потоку у мережi.

Матерiали даного дослiдження також можна застосовувати для пiдготов-
ки на математичних семiнарах, факультативних заняттях або для пiдготовки
до олiмпiад.
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1 Теорiя потокiв у мережах. Теорема Форда-

Фалкерсона

1.1 Основнi означення теорiї графiв

Для належного розумiння подальшої теорiї введемо деякi основнi означення
з теорiї графiв.

Нехай 𝑉 — непорожня скiнченна множина, а 𝑉 (2) — множина всiх дво-
хелементних пiдмножин (невпорядкованих пар рiзних елементiв) множини
𝑉 .

Означення 1.1.1. Графом 𝐺 називають пару множин (𝑉 , 𝐸), де 𝐸 — до-
вiльна пiдмножина множини 𝑉 (2) (𝐸 ⊆ 𝑉 (2)); позначають 𝐺 = (𝑉,𝐸).

Елементи множини 𝑉 називають вершинами графа 𝐺, а елементи мно-
жини 𝐸 — його ребрами. Вiдповiдно 𝑉 називають множиною вершин, а
𝐸 — множиною ребер графа 𝐺.
Надалi в роботi використовуватимемо також i наступнi позначення:
– 𝑉 (𝐺) — множина вершин 𝑉 графа 𝐺.
– 𝐸(𝐺) — множина ребер 𝐸 графа 𝐺.
– (𝑣1, 𝑣2) — ребро, що з’єднує вершини 𝑣1 та 𝑣2.

Нехай задано граф 𝐺 = (𝑉,𝐸). Якщо (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐸, то кажуть, що вершини
𝑣1 i 𝑣2 сумiжнi, iнакше вершини 𝑣1 i 𝑣2 несумiжнi. Два ребра називають
сумiжними, якщо вони мають спiльну вершину.

Якщо 𝑒 = (𝑣1, 𝑣2) — ребро графа, то вершини 𝑣1 i 𝑣2 називають кiнцями
ребра 𝑒. У цьому разi кажуть, що ребро 𝑒 з’єднує вершини 𝑣1 i 𝑣2.

Вершину 𝑣 i ребро 𝑒 називають iнцидентними, якщо 𝑣 — кiнець ребра 𝑒.

1

2

34

5

6

Рис. 1: Граф G
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Означення 1.1.2. Орiєнтованим графом (орграфом) 𝐺 називають пару
множин (𝑉,𝐸), де 𝐸 ⊆ 𝑉 ×𝑉 . Елементи множини 𝑉 називають вершинами,
а елементи множини 𝐸 — дугами орграфа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Таким чином, дуга
— впорядкована пара вершин; 𝑉 — множина вершин, а 𝐸 — множина
дуг орграфа G.
Якщо 𝑒 = (𝑣1, 𝑣2) — дуга, то вершину 𝑣1 називають початком, а вершину 𝑣2

— кiнцем дуги 𝑒. Кажуть, що дуга 𝑒 веде iз вершини 𝑣1 у вершину 𝑣2, або
виходить iз 𝑣1 i заходить у 𝑣2. Дугу 𝑒 та вершини 𝑣1 i 𝑣2 називають iнциден-
тними мiж собою, а вершини 𝑣1 i 𝑣2 - сумiжними.

1
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6

Рис. 2: Орiєнтований граф G

Означення 1.1.3. Мультиграфом називають граф, у якому допускається
наявнiсть кратних ребер, тобто двi вершини можуть бути з’єднанi бiльш
нiж одним ребром.
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Рис. 3: Мультиграф

Означення 1.1.4. Шляхом, або маршрутом, в орграфi 𝐺 = (𝑉,𝐸) нази-
вають таку послiдовнiсть його вершин i дуг

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1, (1.1.1)
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що 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘. Кажуть, що цей шлях веде з вершини 𝑣1 у
вершину 𝑣𝑘+1. Кiлькiсть 𝑘 дуг у шляху (1.1.1) називають його довжиною.

Якщо iснує шлях, який веде з вершини 𝑣1 у вершину 𝑣2, то кажуть, що
вершина 𝑣1 досяжна з вершини 𝑣2.

Означення 1.1.5. Орграф називають сильно зв’язним, якщо будь-якi двi
його вершини досяжнi одна з одної.

Орграф називають однобiчно зв’язним, якщо для будь-яких двох його
вершин принаймнi одна досяжна з iншої.

1.2 Основнi означення теорiї потокiв у мережi

Означення 1.2.1. Нехай задано множину вершин 𝑉 , у якої видiлено двi вер-
шини: 𝑠 (вхiд або джерело) i 𝑡 (вихiд або стiк), iншi вершини називатимемо
промiжними вузлами.

Нехай визначена функцiя 𝑐 : 𝑉 × 𝑉 → 𝑅, яка задовольняє спiввiдношен-
ням

𝑐(𝑥, 𝑦) ≥ 0, (1.2.1)

𝑐(𝑥, 𝑠) = 0, (1.2.2)

𝑐(𝑡, 𝑦) = 0 (1.2.3)

для будь-яких вершин 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Тодi 𝐺 = (𝑉, 𝑠, 𝑡, 𝑐) — мережа, функцiя 𝑐(𝑠, 𝑡)

називається пропускною спроможнiстю мережi 𝐺, а функцiя 𝑐(𝑥, 𝑦) —
пропускною спроможнiстю ребра (𝑥, 𝑦) .

Множина 𝐴(𝐺) = {(𝑥, 𝑦) : 𝑐(𝑥, 𝑦) > 0} називається множиною стрiлок
мережi 𝐺.
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Рис. 4: Мережа G

Означення 1.2.2. Нехай 𝐺 — мережа, а функцiя 𝑓 : 𝑉 ×𝑉 → 𝑅 задовольняє
наступним умовам:
(𝐹1) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑦);
(𝐹2) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑦, 𝑥);
(𝐹3) для будь-якої вершини 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑣 ̸= 𝑠, 𝑡 виконується умова

∑︁
𝑥∈𝑉

𝑓(𝑣, 𝑥) = 0 (1.2.4)

Тодi 𝑓 — потiк в мережi 𝐺. Число |𝑓 | =
∑︀

𝑥∈𝑉 𝑓(𝑠, 𝑥) називають вели-
чиною потоку. Поток мережi 𝐺 з максимальною величиною називається
максимальним.

Означення 1.2.3. Нехай 𝐺 — мережа, а множина її вершин 𝑉 розбита на
двi множини, що не перетинаються, 𝑆 ∋ 𝑠, 𝑇 ∋ 𝑡. Тодi (𝑆, 𝑇 ) — розрiз мережi
𝐺.

Величина
𝑐(𝑆, 𝑇 ) =

∑︁
𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑇

𝑐(𝑥, 𝑦) (1.2.5)

називається пропускною спроможнiстю розрiзу. Iншими словами, про-
пускна спроможнiсть розрiзу — це сума пропускних спроможностей усiх ре-
бер, якi ведуть з 𝑆 в 𝑇 .

Будь-який розрiз мережi 𝐺 з мiнiмальною пропускною спроможнiстю на-
зивається мiнiмальним.
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Для будь-якого потоку 𝑓 в мережi 𝐺 величина

𝑓(𝑆, 𝑇 ) =
∑︁

𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑇

𝑓(𝑥, 𝑦) (1.2.6)

називається потоком через розрiз (𝑆, 𝑇 ). Тобто потiк через розрiз (𝑆, 𝑇 )

— це сума потокiв з 𝑆 в 𝑇 .

Зауваження 1.2.1. Очевидно, що мiнiмальний розрiз мережi iснує. Можли-
во, таких розрiзiв декiлька.

Лема 1.2.1. Для будь-якого потоку 𝑓 i розрiзу (𝑆, 𝑇 ) мережi 𝐺 виконується
|𝑓 | = 𝑓(𝑆, 𝑇 ).

Доведення. Враховуючи умову (F3)

|𝑓 | =
∑︁
𝑥∈𝑉

𝑓(𝑠, 𝑥) =
∑︁
𝑦∈𝑆

(
∑︁
𝑥∈𝑉

𝑓(𝑦, 𝑥)) (1.2.7)

У правiй частинi рiвностi для будь-яких двох вершин 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 присутнi до-
данки 𝑓(𝑦, 𝑧) i 𝑓(𝑧, 𝑦), а враховуючи умову (F2) сума цих доданкiв буде рiвна
0.
Тому, ∑︁

𝑦∈𝑆

(
∑︁
𝑥∈𝑉

𝑓(𝑦, 𝑥)) =
∑︁

𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑇

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑆, 𝑇 ),

що i треба було довести.□

Означення 1.2.4. Залишкова пропускна спроможнiсть ребра 𝑐𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑐(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦). Вона завжди невiд’ємна.

Означення 1.2.5. Нехай 𝑓 — поток в мережi 𝐺. Розглянемо мережу 𝐺𝑓 з
однаковими 𝑉 , 𝑠, 𝑡 i пропускною спроможнiстю

𝑐𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0 при 𝑦 = 𝑠 або 𝑥 = 𝑡,

𝑐(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦) в iнших випадках.
(1.2.8)

Називатимемо 𝐺𝑓 залишковою мережею потоку 𝑓 .
Доповнюючий шлях потоку 𝑓 — це будь-який 𝑠𝑡-шлях (шлях вiд дже-

рела 𝑠 до стоку 𝑡) в залишковiй мережi 𝐺𝑓 .
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Лема 1.2.2. Нехай 𝑓 — потiк у мережi 𝐺, 𝑓 ′ - потiк в залишковiй мережi 𝐺𝑓 .
Тодi 𝑓 + 𝑓 ′ — потiк у мережi 𝐺, при чому |𝑓 + 𝑓 ′| = |𝑓 |+ |𝑓 ′|.

Доведення. Перевiримо для потоку 𝑓 +𝑓 ′ умови (F1), (F2) та (F3). Звiд-
си очевидне твердження про величину потоку.
F1. (𝑓 + 𝑓 ′)(𝑥, 𝑦) = −(𝑓 + 𝑓 ′)(𝑥, 𝑦)

F2. (𝑓 + 𝑓 ′)(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑦) ←→ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓 ′(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑦) ←→ 𝑓 ′(𝑥, 𝑦) ≤
𝑐(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦)

F3.
∑︀

𝑦∈𝑉 (𝑓 + 𝑓 ′)(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑥 ̸= 𝑠, 𝑥 ̸= 𝑡

Означення 1.2.6. Нехай 𝑃 — 𝑠𝑡-шлях у мережi 𝐺, а 𝑐 - мiнiмальна пропу-
скна спроможнiсть стрiлки шляху 𝑃 . Визначимо потiк 𝑓𝑃 вздовж шляху 𝑃 :
𝑓𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑐 при 𝑥𝑦 ∈ 𝐴(𝑃 ), 𝑓𝑃 (𝑥, 𝑦) = −𝑐 при 𝑦𝑥 ∈ 𝐴(𝑃 ),
𝑓𝑃 (𝑥, 𝑦) = 0 при 𝑥𝑦, 𝑦𝑥 /∈ 𝐴(𝑃 ).

1.3 Теорема Форда-Фалкерсона

Теорема 1.3.1. (L. R. Ford, D. R. Fulkerson, 1956.) У мережi 𝐺 =

(𝑉, 𝑠, 𝑡, 𝑐) заданий потiк 𝑓 . Тодi три наступнi тведження є рiвносильним:

1. Потiк 𝑓 максимальний.

2. Iснує такий розрiз (𝑆, 𝑇 ), що |𝑓 | = 𝑐(𝑆, 𝑇 );

3. В залишковiй мережi 𝐺𝑓 немає доповнюючого шляху.

Iншими словами,величина максимального потоку iз джерела 𝑠 у стiк 𝑡 до-
рiвнює пропускнiй спроможностi мiнiмального розрiзу, що вiдокремлює 𝑠

вiд 𝑡.

Доведення.
1 ⇒ 3. Припустимо протилежне, нехай в залишковiй мережi 𝐺𝑓 є допов-

нюючий шлях 𝑃 , а 𝑓𝑃 — потiк уздовж шляху 𝑃 . Тодi за леммою 1.2.2 𝑓 + 𝑓𝑃

— потiк у 𝐺, при чому |𝑓 + 𝑓𝑃 | = |𝑓 | + |𝑓𝑃 | > |𝑓 |, що має протирiччя з
максимальнiстю 𝑓 .
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2 ⇒ 1. Розглянемо iнший потiк 𝑓 ′. За умовою (F1) i леммою 1.2.1 маємо
наступне:

|𝑓 ′| = 𝑓 ′(𝑆, 𝑇 ) =
∑︁

𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑇

𝑓(𝑥, 𝑦) ≤
∑︁

𝑥∈𝑆,𝑦∈𝑇

𝑐(𝑥, 𝑦) = 𝑐(𝑆, 𝑇 ) = |𝑓 |,

звiдки й слiдує максимальнiсть f.
3 ⇒ 2. Нехай 𝑆 — множина усiх вершин, досяжних з 𝑠 у залишковiй

мережi 𝐺𝑓 . Оскiльки в 𝐺𝑓 немає доповнюючого шляху, то 𝑡 /∈ 𝑆. Тодi (𝑆, 𝑇 =

𝑉 ∖𝑆) — розрiз у мережах 𝐺 та 𝐺𝑓 . За побудовою 𝐴𝐺𝑓
(𝑆, 𝑇 ) = ∅, 𝑠 ∈ 𝑆 i

𝑡 ∈ 𝑇 , вiдповiдно, 0 = 𝑐𝑓(𝑆, 𝑇 )− 𝑓(𝑆, 𝑇 ), звiдки 𝑐(𝑆, 𝑇 ) = 𝑓(𝑆, 𝑇 ). □

Наслiдок 1.3.1. Величина максимального потоку в мережi 𝐺 рiвна пропу-
скнiй спроможностi мiнiмального розрiзу мережi 𝐺.

Доведення. Розглянемо максимальний потiк 𝑓 i такий розрiз (𝑆, 𝑇 ), що
|𝑓 | = 𝑐(𝑆, 𝑇 ) (такий розрiз iснує за теоремою 1.3.1). Тодi для будь-якого iншо-
го розрiзу (𝑆 ′, 𝑇 ′) маємо 𝑐(𝑆 ′, 𝑇 ′) ≥ 𝑓(𝑆 ′, 𝑇 ′) = 𝑓(𝑆, 𝑇 ) = 𝑐(𝑆, 𝑇 ). Тодi маємо,
що розрiз (𝑆, 𝑇 ) є мiнiмальним. □

У наступнiй теоремi розглядаємо мережу 𝐺, що має цiлочисельну пропу-
скну спроможнiсть 𝑐.

Теорема 1.3.2. У цiлочисельнiй мережi 𝐺 iснує максимальний потiк, при
чому серед максимальних потокiв даної мережi знайдеться цiлочисельний.

Доведення. Будемо послiдовно будувати потiк. Спочатку покладемо 𝑓 =

0. Нехай у деякий момент є цiлочисельний потiк 𝑓 в цiлочисельнiй мережi 𝐺.
Розглянемо залишкову мережу 𝐺𝑓 . Якщо у 𝐺𝑓 немає доповнюючого шляху
𝑃 , тодi за теоремою 1.3.1 потiк 𝑓 — максимальний.

Якщо ж у 𝐺𝑓 є доповнюючий шлях 𝑃 , то розглянемо потiк 𝑓𝑃 уздовж
шляху 𝑃 в залишковiй мережi 𝐺𝑓 i покладемо 𝑓 := 𝑓 + 𝑓𝑝. Отримали новий
цiлочисельний потiк, при чому його пропускна спроможнiсть на |𝑓𝑝| бiльша,
анiж у попереднього. Так як з кожним кроком величина потоку зростає на
цiлу величину, процес обов’язково закiнчиться, а в результатi ми отримаємо
цiлочисельний максимальний потiк в мережi 𝐺. □
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2 Алгоритм Форда-Фалкерсона

2.1 Опис алгоритму

Алгоритм або метод Форда-Фалкерсона, запропонований L. R. Ford та D. R.
Fulkerson (1956), - це жадiбний алгоритм, що обчислює максимальний потiк
у мережi.

Класичне формулювання задачi передбачає деяку мережу водопостачан-
ня, у якiй наявнi одне джерело витоку води, до якого приєднано систему труб
з рiзною пропускною здатнiстю. Уся вода з цiєї системи збирається ("стiкає")
в одному стоку. Завдання полягає у визначеннi максимального можливого
потоку води через цю мережу труб.

Надалi позначатимемо потiк |𝑓 | та його пропускну спроможнiсть 𝑐(𝑥, 𝑦) на
графi, як "потiк / пропускна спроможнiсть". Наприклад, якщо матиме-
мо ребро (𝑥, 𝑦) з пропускною спроможнiстю 5 та потоком 3, зображуватимемо
його наступним чином:

𝑥 𝑦
3/5

Iдея алгоритму Форда-Фалкерсона полягає у наступному. Обирає-
ться шлях iз джерела до стоку такий, щоб для кожного ребра залишкова
пропускна спроможнiсть була строго бiльшою за нуль. При цьому ребра на
даному шляху можуть проходити як у прямому, так i в зворотному напрям-
ках. Серед залишкових пропускних спроможностей ребер даного шляху оби-
рається мiнiмальне значення. На це значення збiльшується потiк на кожному
з ребер даного шляху. Далi шукається наступний аналогiчний шлях. Робота
алгоритму продовжується доти, доки такi шляхи можливо знайти.

Важливо зазначити, що даний алгоритм вiдноситься до класу недетер-
мiнованих, тобто кожен наступний крок алгоритму визначається неодно-
значно. Час роботи алгоритму, тобто кiлькiсть крокiв, якi вiн виконає, також
залежить вiд того, як саме будуть обиратися кроки.
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Алгоритм Форда-Фалкерсона:

1. Iнiцiалiзуємо початковий потiк мережею, як нульовий:
∀𝑒(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0.

2. Шукаємо у залишковiй мережi будь-який шлях з джерела 𝑠 до стоку 𝑡,
для якого його дуги задовольняють наступну умову: 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑦).
У разi, якщо такого потоку не iснує, то потiк, що вже наявний у мережi
i є максимальним;

3. Знайдений шлях будемо називати збiльшувальним шляхом. Через цей
шлях пускаємо максимально можливий на ньому потiк;

4. Визначаємо на даному шляху ребро з найменшою пропускною здатнiстю
на шляху, позначимо як 𝑐𝑚𝑖𝑛;

5. Для кожного ребра на даному збiльшувальному шляху збiльшимо потiк
на 𝑐𝑚𝑖𝑛, а в протилежному напрямку — зменшимо на 𝑐𝑚𝑖𝑛;

6. Оновимо залишкову мережу: обчислимо нову пропускну спроможнiсть
для усiх ребер на збiльшувальному шляху, а також для протилежних їм
ребер. Якщо нова пропускна спроможнiсть не рiвна нулю, додаємо ребро
до залишкової мережi, а якщо дорiвнює нулю — видаляємо.

7. Повертаємося на крок 2.

Варто зазначити, що алгоритм Форда-Фалкерсона не вказує точно, яким
чином обирати шлях на кроцi 2 або ж спосiб, за яким це робити. Через це,
алгоритм гарантує збiжнiсть лише для цiлих значень пропускних спромо-
жностей. Проте, навiть у випадку цiлочисельних пропускних спроможностей,
якщо значення пропускних спроможностей є великими, алгоритм може i не
досягти оптимального рiшення або буде працювати дуже довго.

2.2 Приклад використання алгоритму Форда-Фалкерсона

для побудови максимального потоку в мережi

Нехай маємо наступну мережу з цiлочисельними пропускними спроможно-
стями вказаними на ребрах:
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2

𝑡

43

𝑠

1

4

2

3

4

2

3

3 1
Спробуємо знайти максимальний потiк за допомогою алгоритму Форда-

Фалкерсона. Для початку, встановимо потужнiсть потоку на ребрах рiвну 0.
Лiворуч бачимо потiк (зараз |𝑓 | = 0), праворуч — залишкову мережу.

2

𝑡

43

𝑠

1

0/4

0/
2

0/3

0/4

0/
2

0/3

0/
3 0/1

2

𝑡

43

𝑠

1

4

2

3

4

2

3

3 1

Пустимо 3 одиницi потоку шляхом 𝑠−3−2−𝑡. Матимемо наступний потiк
i залишкову мережу.

2

𝑡

43

𝑠

1

3/4

0/
2

0/3

3/4

0/
2

0/3

3/
3 0/1

2

𝑡

43

𝑠

1

1

3

1

3

2

3

2

3

0

3

1

Продовжимо застосовувати алгоритм Форда-Фалкерсона. Бачимо допов-
нюючий шлях 𝑠 − 1 − 2 − 4 − 𝑡. Мiнiмальна пропускна спроможнiсть цьо-
го шляху складає 1 одиницю. Тодi пустимо 1 одиницю потоку цим шляхом.
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Отримаємо

2

𝑡

43

𝑠

1

3/4

1/
2

0/3

3/4

1/
2

1/3

3/
3 1/1

2

𝑡

43

𝑠

1

1

3

1

3

1

1

3

1

1

2

1

0

3

0 1

Бачимо, що є ще один можливий збiльшувальний шлях, а саме 𝑠−3−4−𝑡,
що має пропускну спроможнiсть 1. Пустимо цим шляхом 1 одиницю потоку.

2

𝑡

43

𝑠

1

3/4

2/
2

1/3

4/4

1/
2

1/3

3/
3 1/1

2

𝑡

43

𝑠

1

0

4

1

3

0

2

2

1

1

1
2

1

0

3

0 1

Продовжуємо шукати збiльшувальнi шляхи. Бачимо шлях 𝑠− 1− 2− 𝑡 з
пропускною спроможнiстю 1. Пустимо цим шляхом 1 одиницю потоку.

2

𝑡

43

𝑠

1

4/4

2/
2

1/3

4/4

2/
2

2/3

3/
3 1/1

2

𝑡

43

𝑠

1

0

4

0

4

0

2

2

1

0

2

1

2

0

3

0 1

Як бачимо збiльшувальних шляхiв не лишилося, а отже ми маємо ма-
ксимальний потiк. Потужнiсть максимального потоку вийшла рiвна 6. Як
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2

𝑡

43

𝑠

1

4

2

3

4

2

3

3 1
бачимо, на залишковiй мережi не лишилося доступних шляхiв з джерела 𝑠

до стоку 𝑡.
Якщо ми поглянемо на початкову мережу.
Легко можемо побачити, що, дiйсно, мiнiмальним розрiзом є розрiз про-

пускної спроможностi 6. Таких розрiзи можна зробити 2: через ребра (𝑠, 1)−
(𝑠− 3) та через ребра (2− 𝑡)− (4− 𝑡).

2.3 Аналiз алгоритму

У цьому пiдроздiлi проведемо аналiз алгоритму Форда-Фалкерсона.

Часова складнiсть алгоритму

Означення 2.3.1. Часова складнiсть алгоритму - це мiра обчислюваль-
них ресурсiв (зазвичай часу), що потрiбнi для виконання алгоритму в за-
лежностi вiд розмiру вхiдних даних. Вона визначає, як швидко зростає час
виконання алгоритму зi збiльшенням розмiру вхiдних даних. Часова скла-
днiсть надає оцiнку часу виконання у абстрактних одиницях, наприклад, у
кiлькостi простих операцiй.

Зазвичай часова складнiсть виражається у виглядi функцiї 𝑇 (𝑛), де 𝑛 -
розмiр вхiдних даних. Щоб позначити оцiнку часової складностi алгоритму
використовується символ 𝑂. Так, наприклад, якщо часова складнiсть алго-
ритму складає 𝑂(𝑛2), це означає, що час виконання зростає квадратично
вiдносно розмiру вхiдних даних.

На часову складнiсть алгоритму Форда-Фалкерсона значно впливає те,
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яким чином було визначено збiльшувальнi шляхи. Зазвичай, для знаходже-
ння збiльшувальних шляхiв використовуються такi методи, як Breadth-first
search (BFS) або Depth-first search (DFS), тобто алгоритм пошуку у ширину
та пошуку у глибину.

Розглянемо часову складнiсть алгоритму за умови, що всi пропускнi спро-
можностi ребер є цiлочисельними, а також для пошуку збiльшувальних
шляхiв використовується алгоритм Depth-first search. Нехай максимальний
потiк у мережi має потужнiсть 𝐹 , тодi алгоритм робить не бiльше анiж 𝐹

iтерацiй, адже на кожнiй з iтерацiй ми додаємо не менше однiє одиницi по-
току з 𝑠 в 𝑡. Часова складнiсть алгоритму DFS складає 𝑂(𝑉 + 𝐸), де 𝑉 —
кiлькiсть вершин, а 𝐸 — кiлькiсть ребер. Якщо припускаємо, що граф є про-
стим, тобто мiж будь-якими двома вершинами не бiльше за одне ребро, то
маємо 𝐸 ≥ 𝑉 − 1, тобто вважаємо, що часова складнiсть пошуку збiльшу-
вального шляху рiвна 𝑂(𝐸).

Тодi, у найгiршому випадку, за умови цiлочисельнiй пропускнiй спромо-
жностi стрiлок, тобто у такому, що ми додаємо по 1 одиницi потоку у мережу,
часова складнiсть алгоритму Форда-Фалкерсона рiвна 𝑂(𝐸 * 𝐹 ).

Таким чином, можемо сказати, що алгоритм досить добре працює у ви-
падках, коли значення максимального потоку 𝐹 є невеликим. Втiм, без обме-
жень, що стосувалися б вибору збiльшувальних шляхiв, вiн не є ефективним
у загальному випадку, а його часова складнiсть може ставати експонен-
цiйною. У випадку iррацiональних пропускних спроможностей або у погано
структурованих мережах алгоритм може обирати такi шляхи збiльшення, що
кожного разу до потоку буде додаватися дуже малий прирiст, що у свою чергу
може призвести до дуже великої кiлькостi iтерацiй, тобто до експоненцiйної
складностi.

Можливе зациклювання алгоритму при iррацiональних пропускних
спроможностях

Якщо у мережi дозволенi iррацiональнi пропускнi спроможностi, алгоритм
може зациклитися i не досягти максимального потоку, додаючи усе менший
прирiст до загального потоку на кожнiй iтерацiї. Таким чином, алгоритм мо-
же взагалi не сходитися до максимально можливого потоку у мережi або й
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навiть до значної його частити. Приклад такого ефекту наводить у своїй робо-
тi "The smallest networks on which the Ford-Fulkerson maximum flow procedure
may fail to terminate"Uri Zwick [13]

Розглянемо наступну мережу, що складається з 6 вузлiв. 6 з 9 ребер мають
велику цiлочисельну пропускну спроможнiсть, 2 - пропускну спроможнiсть
рiвну 1 i 1 ребро має пропускну спроможнiсть 𝜑 = (

√
5 − 1)/2 ≈ 0.618034,

яку було обрану таким чином, щоб 1− 𝜑 = 𝜑2.

𝑠

𝑡

0/10
0

0/
10

0 0/100

0/1 0/1 0/𝜑

0/
10

0
0/1

000/100

Припускаємо, що алгоритм спочатку обирає даний збiльшувальний шлях
(на рисунку його видiлено червоними стрiлками). У такому разi, 3 горизон-
тальнi ребра, злiва на право, матимуть залишковi пропускнi спроможностi
рiвнi 1, 0, 𝜑, вiдповiдно. Доведемо за iндукцiєю, що залишковi пропускнi
спроможностi для горизонтальних ребер становлять 𝜑𝑘−1, 0, 𝜑 для деякого
невiд’ємного цiлого числа 𝑘.

Розглядаємо 3 наступнi шляхи:

𝑠

𝑡

(а)

𝑠

𝑡

(б)

𝑠

𝑡

(в)

1. Збiльшуємо потiк шляхом (б), додаємо 𝜑𝑘 одиниць потоку. Тодi зали-
шковi пропускнi спроможностi на горизонтальних шляхах — 𝜑𝑘+1, 𝜑𝑘, 0.

2. Збiльшуємо потiк шляхом (в), додаємо 𝜑𝑘 одиниць потоку. Залишковi
пропускнi спроможностi на горизонтальних шляхах — 𝜑𝑘+1, 0, 𝜑𝑘.

3. Збiльшуємо потiк шляхом (б), додаємо 𝜑𝑘+1 одиниць потоку. Залишковi
пропускнi спроможностi на горизонтальних шляхах — 0, 𝜑𝑘+1, 𝜑𝑘+2.

19



4. Збiльшуємо потiк шляхом (а), додаємо 𝜑𝑘+1 одиниць потоку. Залишковi
пропускнi спроможностi тепер рiвнi 𝜑𝑘+1, 0, 𝜑𝑘+2.

Отже, за iндукцiєю випливає, що пiсля 4𝑛+1 крокiв збiльшення, горизон-
тальнi ребра мають залишковi пропускнi спроможностi 𝜑2𝑛−2, 0, 𝜑2𝑛−1. Якби
кiлькiсть iтерацiй зростала до нескiнченностi, значення потоку наближалося
б до

1 + 2
∞∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖 = 1 +
2

1− 𝜑
= 4 +

√
5 < 7,

хоча очевидно, що в нашому випадку максимальний потiк рiвний 2*100+
1 = 201 > 7.

Неоптимальна робота алгоритму на мережi малої потужностi

Ефективнiсть та часова складнiсть алгоритму Форда-Фалкерсона, як уже бу-
ло вказано ранiше, дуже сильно залежить вiд вибору збiльшувальних шляхiв.
На прикладi продемонструємо, як замiсть 2 iтерацiй, алгоритм може зробити
2 * 𝑛 iтерацiй, де 𝑛 - довiльне натуральне число бiльше за 0.

Розглянемо наступну мережу

𝑠

𝑢

𝑣

𝑡

n

n

n

n

1

Очевидно, що максимальний потiк даною мережею складає 2 * 𝑛. Втiм,
алгоритм Форда-Фалкерсона може кожен раз обирати шлях, що включатиме
в себе ребро 𝑢 − 𝑣, обираючи по черзi шляхи 𝑠 − 𝑢 − 𝑣 − 𝑡 та 𝑠 − 𝑣 − 𝑢 − 𝑡,
таким чином збiльшуючи потiк усього на 1 одиницю кожен раз, i, вiдповiдно,
сягаючи 2 * 𝑛 iтерацiй, що явно не є оптимальним.
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Парнi та непарнi пропускнi спроможностi

Дамо вiдповiдi на 2 наступних запитання, стосовно мережi з цiлочисельними
пропускними спроможностями:
1. Чи iснує такий максимальний потiк у мережi, де усi ребра мають парну
пропускну спроможнiсть, що має потужнiсть, що є парним числом?
2. Чи iснує такий максимальний потiк у мережi, де усi ребра мають непарну
пропускну спроможнiсть, що має потужнiсть, що є непарним числом?

У разi, якщо ми маємо мережу, де усi пропускнi спроможностi є парними
числами, то роздiливши усi пропускнi спроможностi на 2, отримаємо цiло-
чисельний максимальний потiк, що має парну потужнiсть. Так само, помно-
живши усi пропускнi спроможностi цiлочисельної мережi на 2, ми отримаємо
мережу, де всi пропускнi спроможностi є парними, як i потужнiсть макси-
мального потоку.

Натомiсть, для мережi, де усi пропускнi спроможностi є непарними, ма-
ксимальний потiк не обов’язково матиме непарну пропускну спроможнiсть.
Продемонструємо це на конкретному прикладi:

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

𝑠

𝑡

1 1 1 1

1 1 1 1

Очевидно, що потужнiсть максимального потоку в данiй мережi складає
4 одиницi. Тобто попри те, що усi пропускнi спроможностi є непарними, по-
тужнiсть максимального потоку є парним числом.

Приклад застосування алгоритму Форда-Фалкерсона

Нехай маємо наступну задачу: iснує матриця 𝐴, що має розмiрнiсть 𝑛 × 𝑚

та складається з невiд’ємних дiйсних чисел таких, що суми елементiв для ко-
жного рядка та стовпчика є цiлими числами. Чи iснує матриця 𝐵 розмiрностi
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𝑛 × 𝑚, що складається з невiд’ємних цiлих чисел, та має такi ж суми, як i
матриця 𝐴, для кожного рядка та стовпчика?

Позначимо суми у рядках та стовпцях матрицi 𝐴, як 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 i 𝑏1, ..., 𝑏𝑚
вiдповiдно. Розглянемо повний двочастковий граф 𝐺 = (𝑈 ∪ 𝑉,𝐸), де 𝑈 =

{𝑢1, ..., 𝑢𝑛} i 𝑉 = {𝑣1, ..., 𝑣𝑚}. Перетворимо даний граф на мережу наступним
чином:

• направимо усi стрiлки з 𝑈 у 𝑉 та встановимо їм нескiнченну пропускну
спроможнiсть;

• додамо джерело 𝑠 i з’єднаємо його з усiма вершинами 𝑈 стрiлками, що
мають пропускну спроможнiсть 𝑎𝑖 для вершини 𝑢𝑖;

• додамо стiк 𝑡 i додамо стрiлки з кожної вершини 𝑉 в 𝑡, що матимуть
пропускну спроможнiсть 𝑏𝑗 для вершини 𝑣𝑗.

𝑈 𝑉

s t

Очевидно, що мiнiмальна пропускна здатнiсть розрiзу дорiвнює 𝑎1 + ...+

𝑎𝑛 = 𝑏1 + ... + 𝑏𝑚. Оскiльки всi пропускнi спроможностi є цiлими числами,
теорема Форда-Фалкерсона вказує, що у мережi iснує максимальний потiк,
що є цiлим числом. Тодi можемо визначити елемент 𝐵𝑖𝑗 матрицi 𝐵 як значе-
ння цього потоку на ребрi 𝑢𝑖𝑣𝑗. Таким чином, ми довели, що iснує матриця
𝐵 розмiрностi 𝑛×𝑚, що складається з невiд’ємних цiлих чисел, та має такi
ж суми, як i матриця 𝐴, для кожного рядка та стовпчика.
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3 Застосування теореми Форда-Фалкерсона до

доведення мiнiмаксних теорем теорiї графiв

3.1 Доведення леми Холла

У цьому пiдроздiлi доведемо лему Холла за допомогою теореми Форда-Фалкерсона.
Для початку введемо означення двочасткового графу.

Означення 3.1.1. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають двочастковим, якщо iснує
таке розбиття {𝑉1, 𝑉2} множини його вершин 𝑉 на двi пiдмножини (частки),
що для довiльного ребра (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸 або 𝑣 ∈ 𝑉1 i 𝑤 ∈ 𝑉2 або 𝑣 ∈ 𝑉2 i 𝑤 ∈ 𝑉1.

Означення 3.1.2. Множина ребер 𝑀 ⊂ 𝐸(𝐺) називають паруванням,
якщо жоднi два його ребра не мають спiльної вершини. Максимальним
паруванням називається парування з максимальною кiлькiстю ребер.

Будемо казати, що множина вершин 𝑊 ⊂ 𝑉 (𝐺) покриває ребро 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺),
якщо iснує вершина 𝑤 ∈ 𝑊 , iнцидентна 𝑒. Будемо казати, що множина ребер
𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺) покриває вершину 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), якщо iснує ребро 𝑓 ∈ 𝐹 , iнцедентне
𝑣.

Лема 3.1.1. Лема Холла (P.Hall, 1935), також вiдома як теорема про
одруження, є однiєю з мiнiмаксних лем у теорiї графiв. Вона надає необхi-
днi та достатнi умови для iснування вибору унiкальних елементiв iз певного
набору скiнченних множин..

Формулювання леми.
Є 𝑛 хлопцiв i декiлька дiвчат. Вiдомо, що для кожного 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 довiльнi 𝑘
юнакiв у сукупностi знайомi принаймнi з 𝑘 дiвчатами. Тодi всi юнаки можуть
обрати по нареченiй зi своїх знайомих дiвчат.

Твердження у теорiї графiв
Нехай 𝐺 = (𝑉,𝐸) — деякий граф, i 𝐴 ⊆ 𝑉,𝐵 ⊆ 𝑉 пiдмножини його вершин,
такi що 𝐴∪𝐵 = 𝑉 , i для довiльного ребра 𝑒, такого що 𝑒 = {𝑣, 𝑢}, справедливе
твердження

(𝑣 ∈ 𝐴 ∧ 𝑢 ∈ 𝐵) ∨ (𝑣 ∈ 𝐵 ∧ 𝑢 ∈ 𝐴),
тобто граф 𝐺 є двочастковим. Тодi для даного графа iснує набiр ребер, що
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з’єднують вершини з множини 𝐴 з рiзними вершинами множини 𝐵 тодi й
лише тодi коли для кожної пiдмножини елементiв 𝐾 ⊆ 𝐴 виконується
|𝑊 | ≥ |𝐾|,

де:
𝑊 = {𝑤 ∈ 𝐵 : (∃𝑘 ∈ 𝐾)𝑘, 𝑤 ∈ 𝐸}

множина елементiв з множини 𝐵, що з’єднанi ребрами хоча б з одним еле-
ментом 𝐾.

Доведення.
Нехай маємо множину вершин 𝐵 (boys), що вiдповiдає множинi юнакiв, юна-
ки представленi вершинами цiєї множини, а також множину вершин 𝐺 (girls),
що вiдповiдає множинi дiвчат. Множини вершин 𝐺 i 𝐵 є частками двочас-
ткового графу.
Введемо також вершини витiк (𝑠) i стiк (𝑡). Стрiлки з витоку (𝑠) входять у ко-
жну вершину множини 𝐵, а з усiх вершин множини 𝐺 стрiлки виходять в стiк
(𝑡). Потiк у данiй мережi є цiлочисельним, а кожна стрiлка має максимальну
пропускну спроможнiсть 1 (кожна стрiлка має пропускну спроможнiсть 1 або
0).

Розглядатимемо стрiлки з множини 𝐵, як факт того, що юнак 𝑏 i дiвчина
𝑔, що поєднанi стрiлкою, знайомi мiж собою.

𝐵 𝐺

s t

Теорема стверджує, що ми зможемо одружити усiх юнакiв, якщо довiльнi
𝑘 юнакiв знайомi з принаймнi 𝑘 дiвчатами. З леми випливає, що дiвчат також
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має бути не менше, анiж 𝑛. Отже,⎧⎨⎩|𝐵| = 𝑛,

|𝐺| = 𝑚,𝑚 ≥ 𝑛

Маємо цiлочисельну мережу. За теоремою 1.3.2 у цiлочисельнiй мережi
𝐺 iснує максимальний потiк, при чому серед максимальних потокiв даної
мережi знайдеться цiлочисельний.

Розглянемо отриману вище мережу та доведемо, що для будь-якого до-
вiльного розрiзу ∀(𝑆, 𝑇 ), 𝑐(𝑆, 𝑇 ) ≥ 𝑛.

Позначимо рожевим певну множину вершин 𝑆, що мiстить витiк (𝑠), мно-
жину вершин 𝐵′ ⊆ 𝐵, |𝐵′| = 𝑘, 𝑘 ≤ 𝑛 та множину вершин 𝐺′ ⊆ 𝐺, |𝐺′| = 𝑙,
𝑙 ≤ 𝑚.

𝑆 = {𝑠} ∪𝐵′ ∪𝐺′

Синiм позначимо множину вершин 𝑇 , що мiстить стiк (𝑡) та вершини з
𝐵 та 𝐺, що не входять в 𝐵′ та 𝐺′ вiдповiдно. Матимемо |𝐵 ∖ 𝐵′| = 𝑛 − 𝑘 та
|𝐺 ∖𝐺′ = 𝑚− 𝑙|.

𝑇 = {𝑡} ∪ (𝐵 ∖𝐵′) ∪ (𝐺 ∖𝐺′)

s t

𝐵′ 𝐺′

𝐵 ∖𝐵′ 𝐺 ∖𝐺′
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З вершини 𝑠 у вершини множини (𝐵 ∖𝐵′) входить 𝑛−𝑘 стрiлок (|𝐵′| = 𝑘,
|𝐵| = 𝑛). 𝑘 юнакiв (розглядаємо вершини 𝐵, як юнакiв) знайомi з принаймнi
𝑘 дiвчатами, а отже, з 𝐵′ у (𝐺 ∖𝐺′) виходить 𝑘 − 𝑙 стрiлок. Вiдповiдно, з 𝐺′

(|𝐺′| = 𝑙) у 𝑡 виходить 𝑙 стрiлок.
Використовуючи наступне рiвняння∑︁

𝑢∈𝑆,𝑣∈𝑇

𝑐(𝑢, 𝑣) = 𝑐(𝑆, 𝑇 )

маємо

𝑐(𝑆, 𝑇 ) =
∑︁

𝑏∈𝐵∖𝐵′

𝑐(𝑠, 𝑏) +
∑︁
𝑔∈𝐺′

𝑐(𝑔, 𝑡) +
∑︁

𝑏∈𝐵′,𝑔∈𝐺∖𝐺′

𝑐(𝑏, 𝑔) = 𝑛− 𝑘 + 𝑘 − 𝑙 + 𝑙 = 𝑛

Оскiльки з 𝑠 виходить усього 𝑛 стрiлок з максимальною пропускною спро-
можнiстю 1, то вiдповiдно, максимальний потiк мережi не може мати поту-
жнiсть бiльшу за 𝑛.

Отже, якщо виконуються умови леми Холла, то пропускна спроможнiсть
мережi дорiвнює 𝑛. А отже, оскiльки ми розглядаємо стрiлки, як факт зна-
йомства юнака i дiвчини, а потiк у них — факт шлюбу, то вiдповiдно усi 𝑛
юнакiв одружаться.

3.2 Доведення теореми Кьонiга

У даному пiдроздiлi доведемо теорему Кьонiга за допомогою теореми Форда-
Фалкерсона.

Для початку сформулюємо теорему Кьонiга.

Теорема 3.2.1. Нехай є клiтчата табличка i на нiй стоять скiнченна кiль-
кiсть тур. Тодi максмимальна кiлькiсть тур, що не б’ють одна одну рiвна
мiнiмальнiй кiлькостi полос або ж рядiв (рядкiв або стовпчикiв), якими мо-
жна покрити цi тури.

Розглянемо також графське формулювання теореми. Для цього спочатку
введемо означення вершинного покриття.

Означення 3.2.1. Пiдмножина вершин графа називається вершинним по-
криттям, якщо кожне ребро графа iнцидентне деякiй вершинi з цiєї пiдмно-
жини.
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Графське формулювання теореми Кьонiга. Максимальна потужнiсть
парування у дводольному графi дорiвнює мiнiмальнiй потужностi вершинно-
го покриття.

Доведення. Для початку нагадаємо, що Тура в шахах рухається на будь-
яку вiдстань по горизонталi або вертикалi, захоплюючи фiгури, що знаходя-
ться на її шляху. А отже, щоб двi тури не били одна одну, вони мають знахо-
дитися в рiзних рядках та стовпцях. Позначимо максимальну кiлькiсть тур,
що не б’ють одна одну 𝑀 .

Нехай маємо 𝑚 рядiв. Оскiльки, щоб тури не били одна одну, вони мають
знаходитися у попарно рiзних рядках i стовпцях, очевидно, що з одного ряду
ми можемо взяти максимум 1 туру, щоб вона не била iншi. Таким чином на
𝑚 рядах можна розмiстити максимум 𝑚 тур.

Доведемо це вiд супротивного. Якщо припустити, що у клiтчатiй табличцi,
що має 𝑚 рядiв i безлiч тур, ми хочемо обрати 𝑚 + 1 тур, що не б’ють одна
одну. За принципом Дiрiхле, ми оберемо 2 тури з одного ряду, а вони битимуть
одна одну. Вiдповiдно, на 𝑚 рядах ми можемо обрати не бiльше 𝑚 тур.

𝑀 ≤ 𝑚

Аналогiчно з доведенням леми Холла, розглянемо мережу, що складає-
ться з витоку (𝑠), стоку (𝑡) та двочасткового графу мiж ними, де одна частка
вiдповiдатиме стовпцям, а iнша — рядкам. З витоку (𝑠) виходитимуть стрiлки
в кожну з вершин-стовпцiв, а з кожної вершини-рядка виходитимуть у стiк
(𝑡). Стрiлки мiж вершинами-стовпцями та вершинами-рядками вiдповiдати-
муть позицiї тури на клiтчатiй табличцi i матимуть максимальну пропускну
спроможнiсть 1, як i всi iншi стрiлки.
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Стовпцi (𝐶) Рядки (𝑅)

s t

Маємо цiлочисельну мережу. За теоремою 1.3.2 у цiлочисельнiй мережi
𝐺 iснує максимальний потiк, при чому серед максимальних потокiв даної
мережi знайдеться цiлочисельний.

У нашому випадку min 𝑐(𝑆, 𝑇 ) — це мiнiмальна кiлькiсть рядiв, що покри-
вають усi тури на таблицi, а max |𝑓 | — максимальна кiлькiсть тур на таблицi,
що не б’ють одна одну. Таким чином, спробуємо довести, що ∀𝑐(𝑆, 𝑇 ) ≥ 𝑚.
Iншими словами, довести, що максимальна кiлькiсть тур, що не б’ють одна
одну (𝑀) не може бути бiльше за мiнiмальну кiлькiсть рядiв, що їх покриває
(𝑚).

Розглянемо наступний розрiз. Позначимо рожевим певну множину вер-
шин 𝑆, що мiстить витiк (𝑠), множину вершин 𝐶 ′ ⊆ 𝐶 та множину вершин
𝑅′ ⊆ 𝑅.

𝑆 = {𝑠} ∪ 𝐶 ′ ∪𝑅′

Синiм позначимо множину вершин 𝑇 , що мiстить стiк (𝑡) та вершини з 𝐶

та 𝑅, що не увiйшли в 𝐶 ′ та 𝑅′ вiдповiдно, тобто 𝐶 ∖ 𝐶 ′ та 𝑅 ∖𝑅′.

𝑇 = {𝑡} ∪ (𝐶 ∖ 𝐶 ′) ∪ (𝑅 ∖𝑅′)
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s t

𝐶 ′ 𝑅′

𝐶 ∖ 𝐶 ′ 𝑅 ∖𝑅′

У такому разi, маємо

𝑐(𝑆, 𝑇 ) = |𝐶 ∖ 𝐶 ′|+ |𝑅′|+
∑︁

𝑢∈𝐶 ′,𝑣∈𝑅∖𝑅′

𝑐(𝑢, 𝑣)

Обгрунтуємо наступну нерiвнiсть

𝑐(𝑆, 𝑇 ) = |𝐶 ∖ 𝐶 ′|+ |𝑅′|+
∑︁

𝑢∈𝐶 ′,𝑣∈𝑅∖𝑅′

𝑐(𝑢, 𝑣) ≥ 𝑚

Очевидним здається, що вершини-стовпцi з множини 𝐶 ∖ 𝐶 ′ покривати-
муть усi тури, що в них знаходяться (усi ребра, що з них виходять), тоб-
то до |𝐶 ∖ 𝐶 ′| тур. Далi, розглянувши множину вершин-рядкiв 𝑅′ розумi-
ємо, що вона покриває усi тури, що стоять в цих рядках. У свою чергу∑︀

𝑢∈𝐶 ′,𝑣∈𝑅∖𝑅′ 𝑐(𝑢, 𝑣) ми можемо розглядати, як тури, що стоять на перети-
нах стовпцiв множини 𝐶 ′ та рядкiв множини 𝑅 ∖ 𝑅′, тобто ця сума покри-
ває усi тури, що не входять в 𝐶 ∖ 𝐶 ′ та 𝑅′. Можемо поставити у вiдповiд-
нiсть цим стрiлкам-турам вершини-стовпчики з множини 𝐶 ′, з яких вихо-
дять стрiлки в 𝑅 ∖ 𝑅′, матимемо певну множину стовпцiв-вершин 𝑉 , |𝑉 | ≤∑︀

𝑢∈𝐶 ′,𝑣∈𝑅∖𝑅′ 𝑐(𝑢, 𝑣) (адже, якщо з однiєї вершини виходитимуть 2 стрiлки, то
ми все одно ставитимемо у вiдповiднiсть їм одну вершину). Таким чином, |𝑉 |
стовпцiв-вершин вистачить, щоб покрити усi стрiлки мiж 𝐶 ′ та 𝑅 ∖𝑅′, тобто
усi тури, що стоять на перетинi стовпцiв з 𝐶 ′ та рядкiв з 𝑅 ∖𝑅′.
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Таким чином, маємо, що 𝑀 ≤ 𝑚, тобто максимальна кiлькiсть тур, що
не б’ють одна одну, не бiльше мiнiмальної кiлькостi рядiв, якими їх можна
покрити. А також, ∀𝑐(𝑆, 𝑇 ) ≥ 𝑚, тобто будь-який розрiз мережi, що вiдпо-
вiдає клiтчатiй таблицi, де розставленi тури, має бути не менше за 𝑚, тобто
мiнiмальнi кiлькiсть рядiв, що покривають тури. Маємо

𝑚 ≤𝑀 ≤ 𝑚 −→𝑀 = 𝑚,

що i треба було довести.

3.3 Доведення теореми Менгера

У даному пiдроздiлi за допомогою теореми Форда-Фалкерсона доведемо тео-
рему Менгера.

Для початку введемо декiлька означень.

Означення 3.3.1. Маршрутом (або шляхом) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) назива-
ють послiдовнiсть

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1

вершин 𝑣𝑖 i ребер 𝑒𝑖 таку, що кожнi два сусiднi ребра в нiй мають спiльну
вершину, отже, 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘.

Означення 3.3.2. Маршрут, у якому всi ребра попарно рiзнi, називають
ланцюгом, а той, у якому всi вершини попарно рiзнi - простим ланцюгом.

Означення 3.3.3. Граф називають зв’язним, якщо будь-яку пару його вер-
шин можна з’єднати деяким маршрутом.

Означення 3.3.4. Числом реберної зв’язностi графа називається най-
менше число ребер, вилучення яких приводить до незв’язного графа. Граф, у
якого число реберної зв’язностi дорiвнює 𝑘, називають 𝑘-реберно-зв’язним.

Нехай 𝐺 - неорiєнтований граф без петель, де кратнi ребра дозволяються.
Для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺) позначимо як 𝜆𝐺(𝑥, 𝑦) мiнiмальне число ребер, що вiддiля-
ють 𝑥 та 𝑦. Назвемо 𝜆𝐺(𝑥, 𝑦) реберною зв’язнiстю вершин 𝑥 та 𝑦. Очевидно,
що реберна зв’язнiсть графа може бути задана, як 𝜆(𝐺) = min𝑥,𝑦∈𝑉 (𝐺) 𝜆𝐺(𝑥, 𝑦).
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Означення 3.3.5. Компонентою зв’язностi (або зв’язною компонен-
тою) графа 𝐺 називають його зв’язний пiдграф такий, що не є власним пiд-
графом жодного iншого зв’язного пiдграфа графа 𝐺.

Тепер сформулюємо теорему Менгера у її реберному та вершинному фор-
мулюваннi. Розглянемо її на прикладi графу А:

1

2

3

5

6

7

4

0

Рис. 11: Граф A

Теорема 3.3.1. Менгера (вершинна форма). Для будь-яких двох несу-
мiжних вершину 𝑠 i 𝑡, найменша кiлькiсть вершин, що роздiляють цi вер-
шини (пiсля видалення цих вершин 𝑠 i 𝑡 опиняються в рiзних компонентах
зв’язностi), дорiвнює найбiльшiй кiлькостi простих (𝑠 − 𝑡)-ланцюгiв, що по-
парно не перетинаються, тобто таких, що за початкову вершину мають 𝑠, а
за кiнцеву — 𝑡, усi iншi вершини рiзнi.

Приклад. Вiзьмемо за вершину 𝑠 вершину 6, а за 𝑡 —0 на графi 𝐴, тодi
матимемо 3 наступнi простi (𝑠− 𝑡)-ланцюги: 6-5-1-0, 6-7-2-0, 6-4-3-6.
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Рис. 12: Граф A

Бачимо, що, дiйсно, потрiбно прибрати мiнiмум 3 вершини, аби вершини
0 та 6 опинилися в рiзних компонентах зв’язностi. Приберемо вершини 5, 7,
4 i отримаємо наступний рисунок:
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Рис. 13: Граф A

Теорема 3.3.2. Менгера (реберна форма). Для будь-яких двох несумi-
жних вершин графа найбiльша кiлькiсть реберно-неперетинних ланцюгiв, що
з’єднують їх, дорiвнює найменшiй кiлькостi ребер, якi роздiляють цi верши-
ни.

Приклад. Розглянемо на прикладi графу 𝐴. За 𝑠 вiзьмемо 6, а за 𝑡 — 0.
Розглянемо наступнi реберно-неперетиннi шляхи:
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Рис. 14: Граф A

Звiсно, також є й iншi реберно-неперетиннi шляхи, але їх у будь-якому
разi буде лише 3, тому розглядаємо саме цi. Бачимо, що, дiйсно, аби вершини
6 та 0 опинилися у рiзних компонентах зв’язностi, маємо прибрати мiнiмум 3
ребра. Це можуть бути ребра (6−5)-(6−7)-(6−4) або ж (1−0)-(2−0)-(0−3).
Приберемо ребра (6− 5)-(6− 7)-(6− 4):
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Рис. 15: Граф A

Перейдемо до доведення. Спочатку доведемо теорему Менгера у реберно-
му формулюваннi.
Переформулюємо теорему наступним чином:
1. Нехай 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 (𝐺). Тодi iснує 𝜆𝐺(𝑠, 𝑡) шляхiв з 𝑠 у 𝑡, що не мають спiльних
ребер.
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2. У 𝑘-реберно-зв’язному графi 𝐺 для будь-яких двох вершин 𝑠, 𝑡 iснує 𝑘

шляхiв з 𝑠 у 𝑡, що не мають спiльних ребер.

Доведення.
1. Побудуємо мережу

−→
𝐺 на множинi вершин 𝑉 (𝐺). За витiк вважатимемо вер-

шину 𝑠, а за стiк — вершину 𝑡. Визначимо пропускнi спроможностi: 𝑐(𝑣1, 𝑣2)
рiвна кратностi ребер 𝑣1𝑣2 у графi 𝐺. Таким чином, пропускна спроможнiсть
𝑐(𝑣1, 𝑣2) = 0, якщо ребра 𝑣1𝑣2 немає, i 𝑛, якщо в графi 𝐺 є 𝑛 кратних ребер
𝑣1𝑣2. Крiм того, 𝑐(𝑣, 𝑠) = 𝑐(𝑡, 𝑣) = 0 для усiх 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), 𝑣1, 𝑣2 /∈ {𝑠, 𝑡} маємо
𝑐(𝑣1, 𝑣2) = 𝑐(𝑣2, 𝑣1).

Мережа
−→
𝐺 є цiлочисельною. Вiдповiдно до теореми 1.3.2, у нiй iснує ма-

ксимальний цiлочисельний потiк 𝑓 . Нехай |𝑓 | = 𝑘. Спробуємо довести, що
потiк 𝑓 розпадається на 𝑘 (𝑠− 𝑡)-шляхiв, що не перетинаються.

Побудуємо новий орiєнтований граф 𝐺′ на тих самих вершинах. Якщо
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙 > 0 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺), проведемо у 𝐺′ рiвно 𝑙 стрiлок 𝑥𝑦. Очеви-
дно, що 𝑙 ∈ 𝑍 i у графi 𝐺 є не менше 𝑙 ребер, що з’єднують 𝑥 та 𝑦. Тодi з
вершини 𝑠 виходить рiвно 𝑘 стрiлок, а в кожнiй вiдмiннiй вiд 𝑠 i 𝑡 верши-
нi 𝑣, за властивiстю потоку кiлькiсть стрiлок, що виходить, та стрiлок, що
входить, рiвна. Тепер стало очевидно, що потiк розпадається на 𝑘 реберно-
неперетинних (𝑠 − 𝑡)-шляхiв у графi 𝐺 i, можливо, декiлька циклiв, що не
проходять через 𝑠 та 𝑡. Цi цикли нас не цiкавлять.

Використаємо теорему Форда-Фалкерсона. Оскiльки максимальний потiк
𝑓 в нашiй мережi має потужнiсть |𝑓 | = 𝑘, то iснує розрiз (𝑆, 𝑇 ), що має
пропускну спроможнiсть 𝑐(𝑆, 𝑇 ) = 𝑘. Тодi з 𝑆 у 𝑇 виходить 𝑘 стрiлок нашої
мережi, у якiй пропускна спроможнiсть кожної стрiлки рiвна 1. Для кожної
стрiлки 𝑥𝑦 з 𝑆 у 𝑇 помiстимо в деяку множину 𝑅 ребро 𝑥𝑦 графа 𝐺. Тодi
|𝑅| = 𝑘 i не складно зрозумiти, що 𝑅 вiддiляє 𝑆 вiд 𝑇 , а вiдповiдно, i 𝑠 вiд 𝑡

у графi 𝐺. Вiдповiдно, 𝑘 ≥ 𝜆𝐺(𝑠, 𝑡) i твердження 1 доведене.
2. Твердження 2 випливає з твердження 1.
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Висновки

У роботi було проведено всебiчний аналiз теореми Форда-Фалкерсона. Було
розглянуто основнi аспекти теореми, а також її було застосовано для доведе-
ння деяких мiнiмаксних теорем теорiй графiв, а саме теорема Кьонiга, лема
Холла та теорема Менгера.

Також, було розглянуто алгоритм Форда-Фалкерсона та проведено аналiз
його ефективностi. Зокрема, було розглянуто, яку часову складнiсть має да-
ний алгоритм, у яких випадках алгоритм може зациклюватися та як працює
у мережi з iррацiональними пропускними спроможностями.

Робота мiстить 3 роздiли.
У першому роздiлi розглядаються основнi означення теорiї графiв, потокiв

у мережi та сформульовано теорему Форда-Фалкерсона. У даному роздiлi
розглядаються наступнi теми:

1. Основнi означення теорiї графiв

2. Основнi означення теорiї потокiв у мережi

3. Теорема Форда-Фалкерсона

У другому роздiлi розглядається алгоритм Форда-Фалкерсона, приклад
його використання та аналiз даного алгоритму. У ньому розглядаються на-
ступнi теми:

1. Опис алгоритму Форда-Фалкерсона

2. Приклад використання алгоритму

3. Аналiз алгоритму

У третьому роздiлi наведенi сформульованi мною доведення мiнiмаксних
теорем теорiї графiв за допомогою теореми Форда-Фалкерсона, а саме дове-
дення леми Холла, теореми Кьонiга та теореми Менгера.
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