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У дисертаційній роботі розглянуто задачу пошуку метричної роз

мірності для скінченних ультраметричних просторів, а також опи

сано метричну розмірність для деяких конструкцій метричних про

сторів з умовами скінченності.

Визначення метричної розмірності метричного простору було за

пропоноване Блюменталем в 1953 році. 20 років потому Харарі та 
Мелтер у своїй роботі застосували це визначення до метричних про

сторів визначених графами. Після чого, концепт метричної розмір

ності знайшов широке коло застосувань: комбінаторний аналіз, ро

бототехніка, біологія, хімія та інші.

У 2013 році С. Бау та Ф. Беардон продовжили ідеї Блумента- 
ля щодо дослідження метричної розмірності метричних просторів. 

Вони вивчали метричну розмірність підпросторів Евклідового про

стору. Пізніше, М. Хейдарпур та С.Магсауді підрахували метричну 

розмірність геометричних просторів.

Відомо що, пошук метричної розмірності метричного простору є 

NP-складною задачею. Є декілька шляхів дослідження метричної
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розмірності. Один з них — дослідження метричної розмірності для 

певних родин метричних просторів чи графів. Другим підходом є 

дослідження метричної розмірності конструкцій метричних просто

рів, що побудовані на основі метричних просторів, метрична роз- 

мірніств яких вже відома.

У дисертаційній роботі дослідження здійснюютвся в обох описа

них вище напрямках. А саме повністю охарактеризовано метричну 

розмірніств скінченних улвтраметричних або неархімедових просто

рів. Показано, що для довілвного скінченного улвтраметричного 

простору його метрична розмірніств може бути знайдена за полі- 

номіалвний час. Наведено поліноміалвний алгоритм знаходження 

метричної розмірності для довілвного улвтраметричного простору. 

Для побудови цвого алгоритму було використано ізометричне зо

браження улвтраметричних просторів деревами. Показано, що скла- 

дніств побудови такого зображення дорівнює O(n5), де n — кілвкіств 

точок улвтраметричного простору. Також доведено, що метрична 

розмірніств улвтраметричного простору, який визначаєтвся на ко
реневому дереві, або дорівнює метричній розмірності цвого дерева 

як графа, або на одиницю менше. В роботі також повністю описа

но улвтраметричні простори метрична розмірніств яких дорівнює 

одиниці.

Окрім улвтраметричних просторів в дисертаційній роботі розгля

нуто метричну розмірніств різних конструкцій метричних просто

рів. Зокрема показано, що для довілвної шкали трансформації ме

трична розмірніств метричного простору дорівнює метричній роз

мірності його трансформації.

Наведено формулу для підрахунку метричної розмірності вінце-
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вого добутку скінченного метричного простору і рівномірно дискре

тного метричного простору. У випадку коли метрична розмірніств 

рівномірно дискретно метричного простору дорівнює нескінченно
сті, метрична розмірніств конструкції також дорівнює нескінчен

ності. Крім того, для прямої суми метричних просторів скінченого 

діаметра показано, що її метрична розмірніств дорівнюватиме сумі 
метричних розмірностей цих просторів. Показано, що для довілвних 

метричних просторів скінченного діаметра метрична розмірніств їх 

прямої суми дорівнює двом тоді і тілвки тоді коли метрична розмір
ніств кожного з просторів дорівнює 1. В останнвому розділі також 

розглянуто метричну розмірніств прямого добутку еквідистантних 

метричних просторів з метриками di, та dTO. Показано, що хо
ча ці метрики є топологічно еквівалентними, відповідні метричні 

простори маютв різну метричну розмірніств.

Таким чином, в дисертаційній роботі містятвся наступні нові нау ко ві 

резулвтати:

1. Наведено алгоритм зображення улвтраметричного простору ко
реневим деревом, часова складніств якого O(n5).

2. Для довілвного скінченного улвтраметричного простору пока

зано, що існує поліноміалвний алгоритм обчислення його ме

тричної розмірності.

3. Охарактеризовано всі улвтраметричні простори розмірніств яких 

дорівнює одиниці.

4. Отримано формулу для обчислення метричної розмірності він

цевого добутку скінченного метричного та рівномірно дискре

тного метричного просторів.
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5. Охарактеризовано метричну розмірність прямої суми метричних 

просторів скінченного діаметра.

6. Описано метричну розмірність прямого добутку еквідистантних 

метричних просторів з метриками di, d2 та dTO.

Практичне значення отриманих результатів. Результати 

дисертації мають теоретичний характер. Вони можуть використову

ватися в тео рії графів, робототехніці, теорії метричних просторів.

Дисертація може бути використана для читання спецкурсів з те

орії графів для студентів математичних спеціальностей.

Ключові слова: метричний простір, ультраметричний простір, 

метричний базис, метрична розмірність, кореневе дерево, часова 

складність, поліноміальний алгоритм.
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ABSTRACT

Ponomarchuk В. S. Metric dimension of metric and ultrametric spaces 

with conditions of finiteness. — Qualifying scientific work on the rights 

of the manuscript.

The thesis for obtaining Ph.D. degree in the field “Mathematics and 

statistics” and the specialty 113 — “Applied mathematics” — National 

University of Kyiv Moliyla Academy, Kyiv, 2021.

In the thesis, the problem of finding of metric dimension for finite 

ultrametric spaces and for some constructions of metric spaces with 

conditions of finiteness is described.

The definition of the metric dimension for metric spaces was firstly 

introduced by Blumenthal in 1953. 20 years later Harari and Melter 

in their paper applied it to the metric spaces defined on graphs. After 

that, the metric dimension concept found a range of applications, like 

in combinatorial analysis, robotics, biology, chemistry, etc.

In 2013 S. Bau and F. Beardon proceeded with the research of Blumenthal’s 

ideas about the metric spaces metric dimension. They have studied 

the metric dimension of the subspaces of the Euclidean space. Later,

M. Heydarpour and S. Maghsoudi calculated the metric dimensions of 

geometric spaces.

It is known, that finding the metric dimension of a metric space is 

an NP-hard problem. There are several ways of conducting metric di

mension research. One of those is researching the metric dimension of 

some specific families of metric spaces or graphs. Second one is metric
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dimension research of constructions of metric spaces, which is being 

created using metric spaces for which metric dimension is known.

In thesis research is being conducted in both mentioned ways. Namely, 

the metric dimension of finite ultrametric spaces or non-archimed spaces 

is completely characterized. It is shown that for an arbitrary finite 

ultrametric space its metric dimension can be found in polynomial time. 
Polinomial algorithm for finidng metric dimension for any ultrametric 

space is described. To do this, isometric image of ultrametric spces to 

trees was used. It was shown that complexity of such image is O(n5), 

where n — the number of points of ultrametric space. It is also shown 

that the metric dimension of the ultrametric space, that is defined on 

the rooted tree is either equal to the metric dimension of this tree as a 

graph, or is lesser by one. The paper also fully characterizes ultrametric 

spaces whose metric dimension is equal to one.

In addition to ultrametric spaces, the thesis considers the metric di

mension of different constructions of metric spaces. In particular, it is 

shown that for an arbitrary transform scale the metric dimension of the 

metric space is equal to metric dimension of its metric transform.

A formula for calculating the metric dimension is given for the wreath 

product of finite metric space and uniformly discrete metric space. When 

metric dimension of uniformly discrete metric space is equal to inififnity, 

than metric dimension of its construct is equal to infinity. Besides, for 

the direct sum of metric spaces of finite diameter, it is shown that its 

metric dimension will be equal to the sum of the metric dimensions of 

these spaces. It is shown that for any uniformly discrete metric space 

metric dimension of their direct sum is equal to two, if, and only if metric 

dimension of each space is equal to one. The last section also considers
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the metric dimension of the direct product of equidistant metric spaces 

with dp d2 та dTO metrics.lt is shown that although these metrics are 

topologically equivalent, the corresponding metric spaces have different 

metric dimensions.

Thus, the thesis contains the following new scientific results:

1. The algorithm of constructing isometric tree to the ultrametric 

space by a rooted tree with time complexity O(n5) is given.

2. For an arbitrary finite ultrametric space, it is shown that there is a 

polynomial algorithm for calculating its metric dimension.

3. All ultrametric spaces whose dimension is equal to one are characteri

zed.

4. The metric dimension of the wreath product of a finite metric space 

and uniformly discrete metric space is described.

5. The metric dimension of the direct sum of metric spaces of finite 

diameter is described.

6. Describes the metric dimension of the direct product of equidistant 

metric spaces with metrics dp d2 and dTO.

The practical significance of the results. The results of this 

work are mainly theoretical. They can be used in graph theory, robotics, 

theory of metric spaces.

The thesis can be used for lecturing special courses of the graph 

theory for students learning at mathematical specialties.

Key words: metric space, ultrametric space, metric basis, metric 

dimension, rooted tree, time complexity, polynomial algorithm.

Список публікацій за темою дисертації
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УМОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ

m d(X ) — метрична розмірність простору X . 

d(x, у) — відстань між точками x та у. 
diam(A) — діаметр множини A.

|Х | — потужність множини X.

M  — матриця відстаней.

G — граф.
V  — множина веришн графа G.

E  — множина ребер графа G.
Tm — кореневе дерево всі листки якого знаходятвся на рівні m.

Lm — множина вершин m -го рівня кореневого дерева Tm. 
deg(v) — степінв вершини v.
nv ...................... КІЛВКІСТЬ листків, близвких до внутрішнвої вершини V.

Pn _  простий ланцюг з n вершинами.

Cn ^  простіїй цикл з n вершинами.

K n — повний граф на n вершинах.

Bx (x, r) — відкрита куля радіусом r  з центром в точці x в метри

чному просторі X. 

s(dX) — шкала.

X w rsy  — вінцевий добуток метричних просторів X  та Y  з метри

кою ps побудованій використовуючи шкалу s.

(Xi U X 2 U • • • U Xn, tc) — с-пряма сума метричних просторів Xj, i =  

l , . . . , n
(X x Y, d1) — прямий добуток метричних просторів з визначеною 

метрикою di.
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ВСТУП

Актуальність теми

Дисертаційну роботу присвячено дослідженню метричної розмірно
сті ультраметричних просторів та деяких конструкцій метричних 

просторів з умовами скінченності.

Для довілвного скінченного метричного простору (X, d) підмно- 

жина A  A С X  називатиметвся розділяючою множиною, якщо для 

довілвних двох точок & та c з простору X  існує точка а з множи

ни А, така що відстані d(a, &) та d(a, c) різні. Метричним базисом, 

метричного простору X  називатимемо розділяючу множину А міні- 

малвної потужності. Метричною розмірністю m d (X ) простору X 

буде потужніств його метричного базису. Для метричного простору 

X  розміру n, справедливим є наступне твердження:

1 < m d(X ) < n — 1.

Метрична розмірніств як поняття було введене в 1953 році Л. Блю- 

менталем [1]. 20 років потому Р. Харарі, Р. А. Мелтер та П. Слатер 

застосували її до метричних просторів визначених на графах [2, 3], 

в яких для деякого графу G = (V, E ) відстань між двома верши

нами p та q визначається як довжину найкоротшого шляху між p 

та q та

dG(p,q) =  0,

якщо p =  q.

Метрична розмірність широко використовується в таких галу

зях як робототехніка, біологія, комбінаторний аналіз, хімія та ін
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ші [3, 4, 5]. Наприклад, у своїй статті [4] Кулер,Розенфельд та Ри

ги вичирі описуютв навігацію як графічну структуру, де робот пере- 

міщаєтвся по вершинах в метричному просторі описаному графом. 

Робот орієнтуєтвся за вершинами-орієнтирами. І в деякий момент 

часу за допомогою них може однозначно віднайти своє місцезнахо

дження, якщо знає відстанв до достатнвої кілвкості таких орієнти

рів. Як наслідок виникла потреба знаходження мінімалвної кілвко
сті таких вершин в мережі, щоб мати змогу завжди оцінити своє 

місцезнаходження. Також у своїй праці [3] Слатер наводити ідею 

пошуку метричної розмірності в засобах навігації.

Задача пошуку метричної розмірності полягає у знаходженні ме

тричної розмірності метричного простору. В роботі [6] Гері й Джон- 
сон показали, що задача пошуку метричної розмірності в графах є 

NP-складною зведенням її до задачі 3-мірного узгодження. Проте 

для деяких сімейств графів, наприклад дерев [4], графів-коліс [7], 
ланцюгових графів [8], графів-сіток [9], лінійних графів [10], уні- 

циклічних графів [11] і зовнішнвопланарних графів [12] або певних 

конструкцій [13, 14] існуютв поліноміалвні алгоритми знаходження 

метричної розмірності.

Відомі також резулвтати щодо характеризації сімейств графів зі 

сталою метричною розмірністю. Було показано, що скінченний граф 

може мати метричну розмірніств один тоді й тілвки тоді, коли він — 

ланцюг [4]. У випадку метричних просторів, якщо метричний про

стір (X, d) компактний і зв’язний, а також його метрична розмір

ніств дорівнює одиниці, то він гомеоморфний відрізку [0; 1] [15]

Одним з напрямків дослідження метричних розмірностей графів 

є дослідження метричної розмірності резулвтатів виконання опера
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цій над графами метрична розмірність яких вже відома. Напри

клад, в роботі [16] описано метричну розмірність декартового добу

тку двох графів отриманих. В роботах [17, 18, 19, 20, 21] було розгля

нуто метричну розмірність повного n-дольного графа, декартового 

добутку, вінцевого добутку та лексикографічних добутків графів.

У 2013 році С. Бау та Ф. Беардон [15] обчислили метричну роз

мірність Евклідового простору Rn, сфери в k-вимірному Евклідово- 

му просторі, охарактеризували метричну розмірність гіперболічних 

просторів. Згодом, М. Хейдарпур та С. Магсауді отримали певну ха- 

рактеризацію метричної розмірності геометричних просторів [22].

Ультраметричні простори є важливим окремим видом метричних 

просторів, які використовуються в різних розділах математики (див. [23, 

24, 25, 26]).

Ультраметричним називається метричний простір (X, d) для до

вільних точок x  У z якого, виконується така умова:

d(x,y) < max (d (x ,z ),d (y ,z)).

У дисертаційній роботі показано, що для довільного ультра метри

чного простору його метрична розмірність може бути обчислена за 

поліноміальний час. Наведено алгоритм зображення ультра метри

чного простору кореневим деревом часова складність якого O (N 5).

Поняття метричної трансформації Блюменталь в 1953 р. [27]. Те

хніку метричних трансформацій розвивали такі відомі математики 

як Шоенберг та фон Нейман [28, 29]. Метрична трансформація ви

користовується при побудові таких конструкцій метричних просто

рів як вінцевий добуток [ЗО, 31] та пряма сума. Метрична розмір

ність цих конструкцій метричних просторів повністю охарактеризо

вана в дисертаційній роботі.
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Наведено формули для обчислення метричної розмірності пря

мого добутку метричних просторів для скінченних еквідістантних 

просторів.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Дисертаційні дослідження проводилися на кафедрі математики На

ціонального університету «Києво-Могилянська Академія» як части

на науково-дослідної теми «Дискретний аналіз і керування випад

ковими процесами» (номер державної реєстрації 0118U000648).

Мета і задачі дослідження

Метою дослідження є характеризація метричної розмірності скін

ченних ультраметричних просторів, а також дослідження метричної 

розмірності конструкцій метричних просторів з умовами скінченно- 

сті.

Об’єктом дослідження є ультраметричні простори, метрична транс

формація, пряма сума, прямий добуток, а також вінцевий добуток 

метричних просторів.

Предметом дослідження є властивості ультраметричних та ме

тричних просторів, характеризація умов за яких обчислення метри

чної розмірності має поліноміальну часову складність.

Методи дослідження

Основними методами використаними в роботі є такі: методи теорії 

графів, теорії комбінаторного аналізу та метричних просторів.
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Наукова новизна одержаних результатів

У дисертаційній роботі автором отримано такі нові наукові резулв- 

тати:

1. Наведено алгоритм зображення улвтраметричного простору ко

реневим деревом, часова складніств якого O(n5).

2. Для довілвного скінченного улвтраметричного простору пока
зано, що існує поліноміалвний алгоритм обчислення його ме

тричної розмірності.

3. Охарактеризовано всі улвтраметричні простори розмірніств яких 

дорівнює одиниці.

4. Описано метричну розмірніств метричної трансформації метри

чного простору.

5. Повністю охарактеризовано метричну розмірніств вінцевого до

бутку скінченного метричного та рівномірно дискретного ме

тричного просторів.

6. Охарактеризовано метричну розмірніств прямої суми метричних 

просторів скінченного діаметра.

7. Описано метричну розмірніств прямого добутку еквідистантних 

метричних просторів з метриками di, d2 та dTO.

Практичне значення одержаних результатів

Резулвтати дисертації маютв теоретичний характер. Вони можутв 

використовуватися в теорії графів, теорії метричних просторів, ро

бототехніці.
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Дисертація може бути використана для читання спецкурсів з те

орії метричних просторів для студентів математичних спеціально

стей.

Особистий внесок автора

Основні резулвтати дисертаційної роботи отримані автором особи

сто. Перший розділ дисертації є допоміжним, в нвому викладені 

відомі резулвтати з посиланнями на відповідні джерела. У спілвній 

роботі [50] з науковим керівником Олійник Б. В. постановки задач 

належати керівнику, а ряд конкретних ідей та практична реалізація 

належати здобувачеві.

Апробація результатів дисертації

Резулвтати дисертації оприлюднено на наукових конференціях та 

наукових семінарах:

1. Семінар "Під кінецв року"при механіко-математичному факуль

теті Київського національного університету імені Тараса Шев

ченка (керівники — доктор фізико-математичних наук, член- 

кореспондент НАН України Ю. А. Дрозд, доктор фізико-математичних 

наук А. П. Петравчук, Київ, 26 грудня 2018 р.);

2. XII International Algebraic Conference in Ukraine (Вінниця, 2 - 6  

липня 2019 p.)

3. Семінар "Під кінець року "при механіко-математичному факуль

теті Київського національного університету імені Тараса Шев

ченка (керівники — доктор фізико-математичних наук, член-
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кореспондент HAH України Ю. А. Дрозд, доктор фізико-математичних 

наук А. П. Петравчук, Київ, 26 грудня 2019 р.);

4. IX всеукраїнсвка конференція студентів, аспірантів та молодих 

вчених з математики (Київ, 10-11 квітня 2020 р.);

5. The international mathematical conference devoted to the 60-th 

anniversary of Department of Algebra and Mathematical Logic (Ки

їв, 14-17 липня 2020 p.)

Публікації

Резулвтати дисертації опубліковано у 6 наукових працях, з яких 1 

— у журналі, гцо входитв до міжнародних наукометричних баз Web 

of Science та Scopus [46], 1 - у  фаховому виданні категорії Б з «Пе
реліку», затвердженого Міністерством освіти й науки України [51],

1 - у  періодичному науковому виданні держави, що входитв до Єв

ропейського союзу [50], 1 - у  матеріалах всеукраїнської наукової 

конференції [48], 2 — у матеріалах міжнародних наукових конфе

ренцій [47, 49].

Структура та обсяг дисертації

Дисертаційна робота складається з анотації, переліку умовних по

значень, вступу, трьох розділів, висновків, списку використаних дже

рел і додатків. Загальний обсяг дисертації — 129 сторінок. Обсяг 

основного тексту — 109 сторінок. Список використаних джерел за

ймає 5 сторінок (45 найменувань). Додатки займають 2 сторінки 

та містять список публікацій за темою дисертації та відомості про 

апробацію результатів дисертації.
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Зміст роботи

Дисертаційна робота складається з трьох розділів.

У перш ому розділі вводяться необхідні твердження та означе

ння, а також оглядаються актуальні результати близькі за пробле

матикою дисертаційної роботи.

В першому підрозділі наводиться визначення метричного просто

ру та ультраметричного простору.

Ультраметричним простором називається такий метричний про

стір для якого виконується посилена нерівність трикутника:

x ,y ,z  Є X, d(x, y) < max(d(x, z ), d(y , z)).

Також в першому підрозділі розглядаються способи задання ме

тричних просторів. Описуються визначення метричних просторів, 

що використовуються в загальній теорії та у її застосуваннях.

В другому параграфі наведені основні визначення з теорії графів, 

розглянуто також способи їх задання. Охарактеризовано й описано 
основні види графів, підграфів, індукованих графів, дерев.

В третьому підрозділі для графів наведено визначення метричної 

розмірності, метричного генератора і метричного базису.

О значення 1.20 Кажуть, що вершина t Є V (G) розділяє дві 

різні інші вершини x та у якщо

dG(t,x) =  dG(t,y).

О значення 1.21 Множина T  називається метричним гене

ратором графу G, якщо будь-яка пара вершин з G розділяється 

деяким елементом t Є T . Метричний генератор з мінімальною
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кількістю елементів називають метричним базисом, а його по

тужність метричною розмірністю, и позначають md(G).

Для метричних просторів визначення подібне:

О значення 1.25 Метричною розмірністю m d (X ) метричного 

простору (X, d) називають найменшу з потужностей k розділя

ючих підмножин множини X , а саму підмножину мінімальної 

розмірності називають метричним базисом, простору (X, d).

Окрім цвого в третвому підрозділі розглянуто приклади метри

чних розмірностей для відомих родин графів.

Четвертий підрозділ присвячено опису понятв і твердженв з те

орії складності алгоритмів. Визначено класи P, N P , N P -повних 

та N P -складних задач, обговорюютвся проблеми визначення скла

дності алгоритмів. Розглянуто класичні приклади N P -повних та 

N P -складних задач, зокрема задача 3-мірного узгодження до якої 
зводитися задача пошуку метричної розмірності графа.

В п’ятому параграфі вводятвся конструкції метричних просторів, 

які надалі розглядаютвся в дисертаційній роботі.

Відповідно до роботи [1] наводитися поняття шкали метричного 

простору. Шкалою s метричного простору (X, d) називаєтвся не

перервна монотонно зростаюча функція, для якої s(0) =  0 і s(d) 

є метрикою. При цвому простір (X, s(d)) називаєтвся метричною 

трансформацією простору X.

Також в цвому розділі розглянуто конструкцію вінцевого добу

тку метричних просторів. Вона називаєтвся так оскілвки група ізо

метрій вінцевого добутку двох метричних просторів ізоморфна він

цевому добутку груп ізометрій цих метричних просторів. Вінцевим 

добутком двох метричних просторів (X, d x ) та (Y, dy ) називаютв
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метричний простір визначений на множині X  х Y з метрикою ps 

наступного вигляду:

Ps{{Xl,Уl), (х2, У2)) =
dx (xi ,Х2),

s (dy (Уl,У2)), 

Прямою сумою метричних просторів

якщо x1 =  x2 

якщо x1 =  x2

(X1,dXi), (X2,dX2 ), . . . , (Xn,dXn ),

кожен з яких є скінченного діаметра, називаєтвся метричнии про

стір на множині X 1 U X2 U • • • U Xn з метрикою

І dX i якщо u,v Є X*
rc{u,v )=  < ' , (0.1)

I c, в іншому випадку

де c деяка константа, що білвше за найбілвший діаметр просторів 

diam (X i), d iam (X2), . . . ,  diam (Xn).

Прямим добутком метричних просторів (X, dX) та (Y, dy) нази

ваєтвся метричний простір визначений на множині X  х Y з однією 

з наступних метрик:

1. di((xi,yi), (Х2 ,У2)) =  dX(xi,X2) +  dy(Уі,У2);

2. d2 ((xi,yi), (Х2 ,У2)) = \ /  dX (x i,x2)2 +  dy (уі,У2 )2;

3. dTO((xi, Уі), (Х2 ,У2)) =  max{dX(xi,X2); d y (Уі,У2)}-

У другому розділі описуєтвся алгоритм зображення ультра ме
тричного простору кореневим деревом. Показано, що даний алго

ритм має складність по часу O(n5). Зокрема, в першому підрозділі 

наведено формулу для підрахунку метричної розмірності дерев у 

яких всі вершини m — 1-го рівня внутрішні.

В цьому розділі Tm позначає кореневе дерево в якого всі листки 

знаходяться на рівні m.
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Т вердж ення 2.1 Припустим,о, щ оТт кореневе дерево всі вер

шини (т _  1)-го рівня якого — внутрішні. Тоді метрична розмір

ність кореневого дерева, Тт дорівнюватиме |Lm| — |Lm_i|.

Нехай (а0, . . . ,  а т) — скінченна послідовність дійсних чисел, така 

що

0 =  ао < а і < . . .  < а т _і < а т.

Визначимо метрику р на підмножині Ьт вершин т-го  рівня де

рева Тт . Для довільних вершин u ,v  з Ьт відстань p(u ,v) дорівнює 

а т_к тоді й тільки тоді, коли спільна частина шляхів, що з ’єднують 

корінь дерева vo та вершини v і u має довжину k, 0 > k > m.

Послідовність (а0, . . . ,  а т ) називається визначальним набором ко

реневого дерева Тт [32].

Також показано, що метрична розмірність метричного простору 

(Іт, р), визначеного та листках дерева Тт або дорівнює метричній 

розмірності дерева, або на одиницю менше.

Теорема 2.3 Нехай маємо кореневе дерево Тт з визначальним 

набором (а0, . . .  ,а т). Якщо для кореневого дереваТт виконуються 

такі умови:

1. степінь кореня дорівнює двом;

2. одне з підкореневих дерев з коренем v0 є ланцюгом,;

3. одне з кореневих піддерев Ту, яке е піддеревом дерева, Тт і з 

коренем у внутрішній вершині найближчій, до кореня, v0 є лан

цюгом,

Метрична розмірністю

тд(Тт) _  1 =  тд(Ьт).
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В усіх інших випадках метрична розмірність Lm дорівнює метри

чній розмірності Tm.

В другому підрозділі наведено алгоритм побудови відображення 

улвтраметричного простору кореневим деревом:

Теорема 2.4 Припустимо, що (X, d) — скінченний ультраме

тричний простір, кількість тючок в якому |Х| > 3. Тоді для нього 

існує поліноміальний алгоритм, для побудови кореневого дереваТт 

і визначального набору а0,а 1, . . . ,  а т таких, що метричні просто

ри (X, d) та (Lm,p) — ізометричні.

Казатимемо, гцо кореневе дерево Тт зображує метричний простір 

(X,d).

Як наслідок з теореми 2.4 отримуємо формулу, що дозволяє нам 
підрахувати метричну розмірніств улвтраметричного простору:

Н аслідок 2.5 Нехай (X,d)  — скінченний ультраметричний 

простір, а Тт — його зображення у вигляді кореневого дерева. При

пустимо, що для будь-якого x Є X  існує таке у Є X , що d(x , y ) =  

а 1. В такому випадку метричну розмірнімть простору X  можна 

визначити за формулою:

mdX — |Lm| |Lm-1і.

А також отримуємо характеризацію усіх улвтраметричних про

сторів метрична розмірніств яких дорівнює один:

Н аслідок 2.6 Ультраметричний простір X  ^ |  — п має ме

тричну розмірністю один тоді й тільки тоді, коли виконуються 

наступні умови:

• кількість різних відстаней дорівнює п, тобто визначальний
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набір має вигляд а 1, . . . ,  а п;

• існує впорядкування точок простору X  = x 1, x 2, . . .  , xn таке, 

що точка xm-i знаходиться на відстані a m-i від всіх точок

x1, . . . , xm -i-1 •

Оскільки відомо [4], що для довільного дерева його метрична роз

мірність обчислюється за поліноміальний час, то має місце наступна 

теорема.

Теорема 2.8 Д ля довільного скінченного ультраметричного 

простору (X, d) існує поліноміальний алгоритм, для визначення 

його метричної розмірності.

Третій розділ присвячено характері па ції метричної розмірно
сті конструкцій метричних просторів. Зокрема, розглядається ме

трична розмірність метричної трансформації.

Твердження 3.1 Нехай маємо деякий метричний простір (X, d), 

також припустимо, що s : R+ ^  R+ метрична трансформація. 

Тоді метричний базис X  є також метричним базисом, метричної 

трансформації (X, s(d)).

З твердження 3.1 безпосередньо випливає наслідок, що для будь- 

якої шкали s метрична розмірність метричної трансформації (X, s(d)) 

дорівнює метричній розмірності метричного простору (X, d).

Також показано, що якщо простори (X, dX) та (Y, dY) ізоморфні, 

то їх метрична розмірність буде рівною.
В другому підрозділі досліджується значення метричної розмір

ності вінцевого добутку метричних просторів.

Теорема 3.4 Нехай X  -  скінченний метричний простір, аУ  -  

рівномірно дискретний метричний простір обмеженого діаметра, 

m d ( Y ) < ж. Тоді розмірність вінцевого добутку метричних про-
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сторів (X, dx ) та (Y, dY) дорівнює

m d(X w rsY ) =  |X| * md(Y). 

У випадку коли m d(Y ) =  то 7 то

md( Xwrs Y ) = то.

В третьому підрозділі повністю охарактеризовано метричну роз

мірність прямої суми метричних просторів. Сформульовано й дове

дено такі твердження:

Л ем а 3.7 Метричний базис и-т,очкового еквідистантного про

стору складається з n — 1 точок, тобто

md(Y) =  |Y | — 1.

Т вердж ення 3.8 Нехай I  — деяка, множина індексів, X  = 

{хі}ieI — підмножина множини дійсних чисел, для якої існує най

більший або найменший елемент Хо- Тоді точка х0 є метричним 

базисом, простору X  з Евклідовою метрикою, і, відповідно,

m d ( X ) = 1.

Метрична розмірність прямої суми метричних просторів повністю 

характеризується наступною теоремою:

Теорема 3.9 Метрична розмірністю прямої суми X 1 ® .. .  ® X n 

метричних просторів скінченного діаметра X 1} . . . ,  X n дорівнює 

сумі метричних розмірностей цих просторів
П

md(Xi ® . . .  ® X n) = ^ (md(X i )).
і=i
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Описана теорема дозволяє сформулювати 2 наслідки, перший з 

яких накладає обмеження на метричну розмірніств прямої суми 
X 1 0  . . .  0  X n метричних просторів знизу, а другий — умову при 

якій пряма сума метричних просторів може дорівнювати двом.

Н аслідок 3.10 Д ля довільних скінченних метричних просто

рів скінченного діаметра X 1.. .  Xn

md ( X і 0  X 2 0  . . .  0  Xn) > n.

Н аслідок 3.11 Д ля довільних метричних просторів X 1,X 2 

скінченного діаметра метрична розмірність md (X 1 0  X 2) =  2 то

ді и тільки тоді, коли метрична розмірність X 1 дорівнює метри

чній розмірності X 2 і дорівнює одиниці.

В четвертому підрозділі досліджуєтвся метрична розмірніств пря

мого добутку еквідистантних метричних просторів (X, d x ) та (Y, dy ) 

з використанням метрик dy  d2 та dTO. Метрики dy  d2 та dTO тополо

гічно еквівалентні на декартовому добутку X  х Y,. Проте, з точки 

зору метричної розмірності всі три конструкції різні, і для відповід

них метричних просторів метрична розмірніств обчислюватиметвся 

по-різному.

Отримано такі резулвтати:

Теорема 3.12 Нехай X  — деякий метричний простір, всі зна

чення метрики в якому попарно різні, a Y  — скінченний еквіди- 

стантний метричний простір, | Y | =  m > 4. Тоді для метричного 

простору (X  х Y, d1) виконується рівність

md(X  х Y, d1) = m d ( Y ) = m  — 1.
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Теорема 3.13 Якщо (X,dx ) та (Y, dY) — еквідистантні ме

тричні простори, то метрична розмірність прямого добутку цих 

просторів з визначеною метрикою di дорівнює

md( X  х Y, di) =  m d(X ) + m d ( Y ).

Теорема 3.14 Якщо (X,dx ) та (Y, dY ) — еквідистантні ме

тричні простори, то метричний простір визначений на їх добу

ткові з Евклідовою метрикою

d2((x1, Уl), (х2 ,У2)) =  y W  (Xl , х2))2 +  (dY (Уі ,У2))2 

матиме метричну розмірністю, що дорівнює сумі метричних роз

мірностей цих просторів

(X  х Y, d2) = m d ( X ) +  md(Y).

Варто зазначити, що значення метричної розмірності md(X х Y, di ) 

та md(X х Y, d2) збігається не завжди.

Теорема 3.15 Нехай (X, dx ) та (Y, dY) — еквідистантні ме

тричні простори, на яких визначено прямий добуток X  х Y  з ме

трикою

dx ((xi,yi),  (х2 ,У2)) = max{dx (xi,X2); dY (уі,У2)}.

Метрична розмірністю метричного простору (X  х Y ,d (X)) в такому 
випадку дорівнюватиме

|X | х (|Y | — 1), у випадку, якщо cx  > cY ,

|Y | х ( |X | — 1), у випадку, якщо cx  < cY ,

^  | х ^  | — 1, у випадку, якщо cx  = cY , 

де cx  і cY ненульові значення метрик просторів X  i Y  відповідно.

md(X  х Y, dTO) =  <
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Розділ 1

НЕОБХІДНІ ТЕОРЕТИЧНІ 
ВІДОМОСТІ

1.1. Метричні простори. Приклади

Метричним простором називатимемо пару (X,  d )  де X  — деяка мно

жина, a d — метрика. Метрикою називатимемо функцію d визна
чену на X  х X  ^  R, де для довілвних x , y , z  Є X  виконуютвся 

наступні умови:

1. якщо d(x, у) = 0, то x = у

2. d(x,y) =  d(y,x) — симетричніств

3. d(x, z) < d(x,y) +  d(y, z) — нерівніств трикутника.

З цих умов випливає, що функція d є невід’ємною. Також, фун

кцію d ще називаютв функцією відстані, чи просто відстанню.

З прикладів метричних просторів можемо навести наступні:

• Множина дійсних чисел з визначеною на ній метрикою у вигляді

d(x,y) =  |x -  у\

абсолютної різниці двох елементів. В білвш загалвному вигляді 

п —вимірний Евклідовий простір з Евклідовою відстанню.

• Будь-який нормований векторний простір на Rn з метрикою

d(x,y) =  \\y — x|1,
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яку можна визначити до прикладу Мангеттенською відстанню
П

d(x,y) = \\y -  x \\ = Y ^  \xi -  Уг\,
i=1

у якої відстанв між двома точками чи векторами є сумою мо

дулів різницв їх відповідних координат. Чи І п з метрикою Че- 

бишева

d(x,y) = \\y -  x \\ =  max \xi -  yi\,i=1..n
яка є максимумом модуля різниці компонент цих векторів.

• Нехай а1.. .  ап Є A — деякий алфавіт. Розглянемо множину 

всіх скінченних послідовностей над A*. Відстанв Левенштай- 

на визначена на множині символвних рядків A* характеризує 

відмінніств двох послідовностей символів. Вона обчислюєтвся 

як мінімалвна необхідна кілвкіств символів, які необхідно ви

далити, вставити чи замінити, щоб перетворити послідовніств 

символів x в y  x,y Є A*.

• Множина визначених неперервних дійсних функцій C[u,v] на про

міжку [u,v],u,v Є І з  метрикою

d ( f , g) = max(g( t ) ,f  (t)) u<t<v 1

ДЄ f , g Є C[u,v] .

Окрім функції відстані існуютв узагалвнення цвого поняття. Роз

глянемо також їх.

Ультраметрика.

Слабкою ультраметрикою або C-інфраметрикою називаютв від

станв d(x, y) > 0, x =  y визначену на множині X  таку, що виконує- 
твся нерівніств:

d(x,y) < Cm ax{d(x,z),d(z,y)},
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для будь-яких x , y , z  Є X  та деякої константи C > 1.
Метричний простір (X, d) називається ультраметричним, якщо 

для нього виконується посилена нерівність трикутника, тобто для 

довільних x , y , z  Є X ,

d(x,y) < m ax(d(x,z) ,d(y , z )).

З цього визначення матимемо, що хоча б дві відстані з d(x, y), d(x, z), 

d(y, z) рівні. Таким чином будь-які три точки простору формують 

рівнобедрений трикутник, тому ультраметричний простір також на

зивають рівнобедреним простором,. Ультраметрика на множині X  

має щонайбільше |X | різних значень[33]. Як приклад ультраметри- 

чного простору може слугувати простір ізольованих точок чи р- 

адичних чисел.

Розглянемо також деякі властивості метричних просторів. Нехай 

(X, dX ) та (Y , dy ) — метричні простори.

Функція f  : X  ^  Y  називається гомеоморфізмом, якщо вона є 

бієктивною, неперервною і її обернена функція f -1 також неперерв

на. Метричні простори X  та Y називаються гомеоморфними, якщо 

між ними існує гомеоморфізм.

Бієктивне відображення f  : X  ^  Y називається ізометрією, або 

таким, що зберігає відстані, якщо для будь-яких u ,v  Є X ,

dX (u,v) = dY ( f  (u ) ,f  (v)).

Таким чином ізометрія є відображенням, яке ставить у відповідність 

елементи одного простору елементам іншого, при чому відстань між 

образами в новому метричному просторі еквівалентні праобразам 

елементів з оригінального простору.

Припустимо, що (X, dx) та (Y, dY) — метричні простори із визна-
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ченою ізометрією f  : X  ^  Y . В такому випадку f  буде обов’язково 

бієкцією, а функція обернена до неї

f -1 : f  (X ) ^  X
також буде ізометрією. Ізометричні простори X  та f  (X ) маютв 

однакові значення метрик для відповідних пар точок, але при цвому 

можутв мати різну структуру (див. [34]).

Приклад 1. Покажемо, що простори C та R2 з евклідовою ме

трикою ізометричні. Справді, для довілвної точки x Є C, x = a + 

ib, a,b Є R образом f  (X ) визначимо пару (a, b) Є R2. Відображення 

f  є бієкцією і зберігає відстані, тобто є ізометрією.

Метричний простір (X,dx ) називаєтвся ізометричним до про

стору (Y, dy ) якщо існує бієктивна ізометрія з X  в Y. Всі ізометри
чні відображення простору в себе називаютвся ізометріями цвого 

простору. Відносно операції суперпозиції ізометрії утворюютв гру

пу, яка називаєтвся групою ізометрій метричного простору.

В цілому, метрики дали можливіств міряти відстані між точка

ми. Вони дозволяютвся визначати діаметр для множин, а також 

міряти відстані між точками та множинами чи відстані між однією 

множиною та іншою.

Означення 1.1. Нехай маємо деякий метричний просторів (X, d) 

та деяку його підмножину A  С X. Діаметром множини A  назива

тимемо максималвну з відстаней між точками, що входятв до A.

diam(A) = sup{d(u,v) \u,v Є A}

Теорема 1.2 . [34] Нехай маємо метричний простір (X, d) і дві 

підмножини A, В  множини X  для яких виконується наступне 

співвідношення A С В С X . В такому випадку diam (B ) > diam(A).
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Природно припустити, що відстанню від деякої точки x до непо- 
рожнвої множини A в деякому метричному просторі є відстанв від 

x до найближчої точки з A. Але такої найближчої точки може не 
існувати, тому використовуютв інфімум відстаней між точкою x та 

точками з множини A.

О значення 1.3. Припустимо, що (X ,d) — деякий метричний про

стір A — підмножина множини X . Відстанню від деякої точки x Є 
X  до підмножини A називатимемо

dist(x,A ) = in f  {d(x,a)\a Є A}

Деяка точка s Є A обов’язково матиме нулвову відстанв з під- 

множиною A, але не обов’язково матиме нулвову відстанв до решти 

A, тобто до множини A\{s}. Точки, що маютв ненулвову відстанв 

до решти A називаютв ізолвованими точками.

О значення 1.4. Нехай маємо метричний простір (X, d) і підмножи- 

ну A множини X . Точку s Є A називатимемо ізолвованою точкою 
множини A, тоді й тілвки тоді коли

dist(s, A\{s}) =  0.

Теорема 1.5. [34] Нехай маємо метричний простір X  та деяку 

його непорожню скінченну підмножину A. В такому випадку ко

жна точка з A ізольована в A.

О значення 1.6. Метричний простір (Z ,dZ) називаєтвся еквіди- 

стантним, якщо існує таке додатне дійсне число c Є R+, що

d(zi,z2)
0, якщо z1 = z2

c, в іншому випадку для всіх z1 ,z 2 Є Z
( і . і )
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Зауваж ення. Якщо c =  1, то еквідистантний простір є простором 

ізольованих точок.

Самі ж метричні простори можна задавати через матриці відста

ней.

О значення 1.7. Нехай маємо деякий метричний простір (X, d), 

X  = { x \ ,x 2, . . .  xn}, його .матрицею відстаней називатимемо симе

тричну матрицю

M  = (dij)ПХП5

де dij =  d (x i,x j), 1 < i , j  < n.

Для матриці відстаней справедливо наступне:

1. значення елементів, що знаходяться на головній діагоналі до

рівнюють нулю (dii) =  0,1 < i < n;

2. матриця є невід’ємною, тобто всі її недіагональні елементи є 

додатними;

3. матриця є симетричною (dij) =  (dji), 1 < i < n;

4. виконується нерівність трикутника, таким чином dik < dij + djk 

для будь-яких i, j  та к.

П ри клад  2. Розглянемо матрицю відстаней для еквідистантного 

метричного простору на рисунку 1.1..

В такому випадку матимемо:

Точка e f g
e 0 c c

f c 0 c

g c c 0

^0 c c  ̂

c 0 c 

yc c 0y
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1.2. Г раф и. Основні означення, приклади

О значення 1.8. Графом називають пару G = (V, E ) множин, що 
задовільняють E  С [V]2, тобто елементи множини E  є 2-елементними 

підмножинами множини V. Елементи множини V називаються вер

шинами (або вузлами, або точками) графу G, елементи множини 

E  у свою чергу називають його ребрами [35]. Приклад графу зобра

жено на рисунку 1.2..

О значення 1.9. Вершини щ та v2 є іицидеитиими до ребра є, якщо 

вони з ’єднані цим ребром, а самі ж вершини називають суміжними 

або сусідніми по відношенню одна до одної.

Стосовно ребра вершини називають кінцевими вершинами або 

просто кінцями, і ребро з ’єднує кінці. Два ребра є =  f  називають 
суміжними, якщо вони мають спільний кінець.

О значення 1.10. Якщо всі вершини графу G є попарно суміжни-
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Рис. 1.2. Граф з множиною вершин V = {1,..., 7} і множиною ребер E =
{(1, 2), (1, 3), (2, 3), (4,5), (3,6)}

ми, то такий граф називають повним.

Кількість вершин графу G називають його порядком і познача

ють як |G|. Графи можуть бути скінченними й нескінченними в за

лежності від їх порядку. Якщо іншого не вказано, то вважатимемо, 

що граф є скінченним.

О значення 1.11. Шлях uw — послідовність різних вершин и = 

v0, v1, . . . , vn = w таких, ЩО вершини vi - 1 Є суміжнимИ 3 Vi для всіх 

і = 1 Є и, і кажуть, що такий шлях має довжину и.

Шлях vv довжиною и формує цикл і позначається як Cn. Серед 

усіх шляхів uw, шлях з мінімальною довжиною називається иайко- 

ротшим шляхом, який також називають геодезичним. Трикутник 

сформовний в графі G називають циклом дожини 3. Граф нази

вають з'єднаним якщо існують шляхи між довільною парою його 

вершин.

Граф який є скінченним і неорієнтованим (тобто таким, в якого 

ребра не мають напрямку) без кратних ребер і петель називають 

простим.
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Одним з варіантів задання графу може бути матриця суміжності.

/

V

Vl V2 V3 . . . Vn

V1 * * * . . . *

V2 * * * . . . *

V3 * * * . . . *

Vn * * * . . . *

\

Елемента матриці вказуютв на те чи є пари вершин суміжними в 

графі чи ні. Матриця ж у свою чергу є квадратною. У випадку коли 

граф є ненаправленим матриця суміжності буде симетричною.

Також можутв використовувати реберну матрицю суміжності 

для опису простих графів.

/

V

Єї Є2 Єз . Є. . оп

Єї * * * . .. *

Є2 * * * . .. *

Є3 * * * . .. *

en * * * . .. *

\

7
де * дорівнюватиме 1, якщо два ребра єі та ej суміжні та 0 — в 

іншому випадку.

Для простого графа G = (V, E ) матрицю суміжпості A = (aij )nxn 

можна визначити як:

aij =
1, якщо viVj Є E ;

0, в іншому випадку.

Тобто елементами матриці A будутв 1, якщо існує ребро з вершини 

Vi до вершини Vj і 0, якщо ребра нема. На діагоналі завжди ма
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тимемо нулі бо ребра від вершини до неї ж заборонені в простих 

графах.

П ри клад  3. Для графу зображеного на рисунку 1.2. матриця су

міжності матиме наступний вигляд:

1 2 C
O 4 5 6 7

1 0 1 1 0 0 0 0

2 1 0 1 0 0 0 0

C
O 1 1 0 0 0 1 0

4 0 0 0 0 1 0 0

5 0 0 0 1 0 0 0

6 0 0 1 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0 0

/о  1 1 0 0 0 0^ 
1 0 1 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

у0 0 0 0 0 0 0 у

За аналогією для простих графів розглядаютв також реберну ма

трицю суміжності в якій елементи дорівнюютв одиниці, якщо відпо

відні ребра єі та ej суміжні, і нулю — якщо ні. Також деякий граф 

G =  (V, E ) з V =  {v1,v2, . . . ,  vn} та E  =  {єі , є2, . . . ,  em} можна ви
значати через матрицю інцидентності B  = (bij )nxm, 1 < i < n, 1 <
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bij =

j  < m  як:
1, якщо vi Є ej;

0, в іншому випадку.

П ри клад  4. В нашому випадку граф зображений на рисунку 1.2. 

матиме матрицю інцидентності наступного вигляду:

(1,2) (1,3) (2,3) (4,5) (3,6)

1 1 1 0 0 0

2 1 0 1 0 0

СО 0 1 1 0 0

4 0 0 0 1 0

5 0 0 0 1 0

6 0 0 0 0 1

7 0 0 0 0 0

( 1 1 0 0 0^

1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1І0 0 0 0 °J
Якщо подивитисв на матрицю інцидентності, то можна відмітити, 

що сума кожної колонки дорівнюватиме двом, оскілвки кожне ребро 

має дві вершини прикріплені до кожного з кінців.

Граф L називають підграфом графу G, якщо кожна вершина L є 

вершиною графу G і кожне ребро в L є також ребром в G. Якщо L є 

підграфом графу G і містить всі ребра G, що з ’єднують дві вершини
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V(L), тоді L називають індукованим, підграфом й позначають (L). 

Максимальний з’єднаний підграф G називають компонентою.

Означення 1.12. Нехай маємо два графи G =  (V ,E ) та G' = 

(V', E'). Називатимемо G та G' ізоморфними, якщо існує бієкція

ф : V ^  V f,xy Є E ^  ф(х)ф(у) Є E ',

для будь-яких x , y  Є V. А саме таке відображення ф називається 

ізоморфізмом.

Ациклічний граф, тобто такий, що не має циклів, називається 

лісом.

Означення 1.13. Деревом називають неорієнтований зв’язний граф 

в якому між довільними двома вершинами існує рівно один шлях. 

Також еквівалентно можна визначити дерево як з ’єднаний ациклі

чний неорієнтований граф. Таким чином ліс це граф компоненти 

якого — дерева.

Теорема 1.14. [35] Д ля графа T  еквівалентними будуть наступні 

твердження:

1. T  — дерево;

2. дві будь-які вершини графу T  з ’єднані унікальним шляхом;

3. граф T  — мінімально з ’єднаний, тобто для будь-якого ребра 

e Є T ,T  — e — незв’язний;

4- граф T  — максимально ациклічний, тобто гpaфT не містить 

циклів, але граф T  + uv міститиме, для будь-яких двох несу- 

міжних вершин u ,v  Є T.
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Наслідок 1.15. [35] Ми завжди можемо пронумерувати верши

ни дерева, як u 1,u 2 . . .  ,un таким чином, що для кожного щ ,г > 1 

знайдеться єдина суміжна вершина з множини { u i,. . . ,  u i—1}.

Наслідок 1.16. [35] З ’єднаний граф з n вершинами буде деревом 

тоді й тільки тоді, якщо він має n — 1 ребро.

Для дерева Tm листком називатимемо всі вершини, що маютв 

степінв 1, і внутрішніми вершинами, ті з вершин, що маютв роз- 

мірніств щонайменше 3. Будв-яке нетривіалвне дерево матиме хоча 

б 2 вершини. Казатимемо, що внутрішня вершина v є близвкою до 

листка І, якщо на шляху між ними нема жодних інших внутрішніх 

вершин. Іншими словами, v та l з’єднані шляхом з вершинами сте

пеня 2. Кілвкіств листків внутрішнвої вершини v позначатимемо 

nv.

Дерево T називаєтвся кореневим, якщо в нвому зафіксовано вер

шину v0 корінь дерева. Вибір кореню v0 в дереві T вводити відно

шення часткового порядку на множині вершин V (T) припускаючи, 

що q < р, якщо q належить унікальному шляху від кореня v0 до 

вершини р. Варто зазначити, що v0 буде найменшим елементом, а 

кожен листок буде максимальним.

Означення 1.17. Вершина v називається вершиною ш-го рівня, 

якщо виконується рівність dt (v0,v) =  ш , тобто відстань від кореня 

до цієї вершини дорівнює ш.

Всі вершини ш-го рівня в дереві T позначатимемо Lm.
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1.3. Метрична розмірність графів і метричних просторів

Для довільного графа G можна визначити метрику dc між двома 

вершинами ж та у, яка дорівнюватиме довжині найкоротшого шляху 

між цими вершинами або 0, якщо ці вершини рівні.

Означення 1.18. Діаметром скінченного графа G називатимемо 
максимальну серед відстаней між всіма парами вершин графа.

diamc  =  sup dc (x, у)
x,yeV (С)

Скінченні метричні простори на графах описуються теоремою:

Теорема 1.19. [36] Деякий метричний простір визначений гра

фом буде ізометричний деякому метричному простору (X , d) тоді 

й тільки тоді коли:

1. метрика d приймає тільки цілі значення;

2. для двох довільних точок ж, у Є X  для яких виконується

d(x,y) > 2

існує така точка z Є X , ицо виконуватиметься наступна рів

ність:

d(x, у) = d(z, ж) +  d(z, у)

Приклад 5. Як приклад метричного простору визначеному на гра

фі розглянемо матрицю відстаней для метричного простору на ри

сунку 1.3..

Як відстань візьмемо відстань визначену на графах. В такому
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випадку матимемо:

Точка а b с d е f g
а 0 1 2 3 4 3 4

b 1 0 1 2 3 2 3

с 2 1 0 1 2 1 2

d 3 2 1 0 1 2 3

е 4 3 2 1 0 3 4

f 3 2 1 2 3 0 1

g 4 3 2 3 4 1 0

(о  1 2 3 4 3 4 \

1 0 1 2 3 2 3

2 1 0  1 2  1 2

3 2 1 0  1 2  3

4 3 2 1 0 3 4

3 2 1 2 3 0 1

у4 3 2 3 4 1 0 у  
Також, можна розглянути дещо інший варіант метрики на графі. 

Визначимо функції відстані наступним чином:
<

0, якщо х =  у :
da (x,y) = І 1, якщо х, у -  суміжні;

[ 2, в інших випадках.

Таку метрику J  на графі G називаютв зрізаною або редукованою 

відстанню [37].

Означення 1.20. Кажутв, що вершина t Є V (G) розділяє дві різні 

інші вершини х та у якщо

da(t,x)  =  dG(t,y).
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О значення 1.21. Множина T називається метричним генерато

ром графу G, якщо будь-яка пара вершин з G розділяється деяким 

елементом t Є T. Метричний генератор з мінімальною кількістю 
елементів називають метричним базисом, а його потужність ме

тричною розмірністю, й позначають md(G).

Для генератора T і вершини х Є V (G), (dc (t, х))ієТ — є вектором 

метричних координат вершини x (див. [5]).

П ри клад  6. Розглянемо граф зображений на рисунку 1.3.. В да

ному графі в метричний базис входитимуть вершини хз і х4. Вузол 

хз не розділятйме х1 і х2, бо

dc(xi, хз) =  dG(x2 , хз) =  1.

Оскільки

dc ^ і ,х 4) =  2 і 

d c ^ ^ )  = 1
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матимемо, що х4 розділЯЄ Х\І х 2  В свою чергу х4 не є розділяючою 

Д Л Я  Хз і х5, але ці вершини розділятймуться Хз, бо,

do (хз ,хз) = 0, і

do (хз ,х 5) =  2.

Таким чином, довільна пара вершин з V розділятиметься хз і х4 . 

Як результат маємо, що множина {хз,х 4} є метричним генерато

ром графу G. Зауважимо, що жодна з цих двох вершин не утворює 

метричний генератор, а відповідно {хз,х 4} є метричним базисом.

П ри клад  7. Метрична розмірність графу Петерсона G(5, 2) зобра

женого на рисунку 1.3. дорівнює 3 і його метричний базис складає

ться з вершин U\,и2,и з.

Теорема 1.22. [38] З ’єднаний граф G порядку n матиме розмір

ність 1 тоді и тільки тоді коли він є ланцюгом G = Pn
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Рис. 1.5. Граф Поторгана

Теорема 1.23. [38] З ’єднаний граф G порядку n > 2 матиме роз

мірність n — 1 тоді и тільки тоді коли він є повним G — Kn

Теорема 1.24. [5] Якщо Tm дерево, не ланцюг, то

dim (T ) =  (nv — 1), (1.2)
veV '(T ),nv >1

де V '(T) — множина всіх внутрішніх вершин дереваТ.

П ри клад  8. Підрахуємо метричну розмірність дерева Т, що зо
бражено на рисунку 1.3.. На ньому можна побачити, що внутрішні 

вершини мають наступну розмірність:

n 3, nv 2, nw 1, nq — 2 •

Таким чином матимемо:

dim(T) — (3 — 1) + (2 — 1) +  (1 — 1) +  (2 — 1) — 2 + 1 + 0 +  1 — 4.

За аналогією до метричної розмірності графу вводять поняття 

метричної розмірності метричного простору.
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Нехай (X , d) — метричний простір. Кажуть, що непорожня під- 

множина A множини X  розділяє (X, d) якщо для будь-яких а Є A 

з d(x, а) = d(y, а) випливає, що x = у.

Означення 1.25. Метричною розмірністю m d ( X ) метричного про

стору (X, d) називають найменшу з потужностей k розділяючих під- 

множин множини X, а саму підмножину мінімальної розмірності 

називають метричним базисом простору (X, d).

Приклад 9. Припустимо, що X  — деяка множина, що має поту

жність s, 2 < s < ^ ^а ній визначено дискретн у метрику d. В

такому випадку метричний простір (X, d) матиме метричну розмір

ність s — 1. Оскільки метрика визначена на множині вершин графа 

G буде дискретною метрикою V, для будь-якої додатної потужно

сті s, то існує повний граф G множина вершин якого має метричну 

розмірність s — 1.
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1.4. Складність алгоритмів. Складність задачі обчислен
ня метричної розмірності

Алгоритмом називається покрокова процедура пошуку розв’язку 

задачі, тобто це послідовне виконання простих кроків, що перетво

рюють слова вхідного алфавіту в вихідний.

Згідно з [39], алгоритми мають розв’язувати задачі які є конкре

тно сформульовані та мають наперед відомі варіанти відповіді, за

даної для елементів деякої множини K. Для будь-якого елементу 

m Є K  алгоритм знаходить значення p Є P . Алгоритм A має задо

вольняти таким умовам:

1) для будь-якого елементу m Є K  має бути однозначно визначено 

елемент p Є P, A  мусить бути універсальним]

2) алгоритм мусить бути направленим, таким чином на кожному 

етапі алгоритму мусить чітко визначатись, що буде отримано в 

результаті виконання цього етапу, навіть у випадку коли процеду

ра, яка мала б виконуватись на цьому етапі, не застосовувалась;

3) кроки алгоритму є елементарними, це означає, що їх виконання 
має бути локальним та простим;

4) виконання алгоритму мусить бути дискретним. Це означає, що 

в дискретні моменти часу t 1, t2, . . .  , tn алгоритм виконує елемен
тарні процедури E 1,E 2, . . .  ,E n так, що

p =  E n(.. .E2(Ei(m))),

де n — деяка кількість елементарних процедур, що залежить від 

m;
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5) A має бути детермінованим , тобто на кожному етапі його вико

нання результат роботи цього етапу визначає лише елементарна 
процедура, яка виконується на цьому етапі, а також результати 

виконання елементарних процедур, що виконувались раніше;

6) A  має бути масовим , таким чином множина K  є або нескінчен

ною, або принаймні дуже великою.

Для деякого алгоритму, що переводить вхідний алфавіт X  у ви

хідний алфавіт У множину всіх слів в алфавіті X  позначатимемо 

як X  *, а конкретне слово w Є X * називатимемо екземпляром за

дачі, або індивідуальною задачею. Тобто екземпляр задачі це деяка 

вхідна послідовність над алфавітом. Обсяг вхідної інформації ж ви

значають як довжину слова w. Довільну задачу можна розглядати 

як нескінченну кількість екземплярів цієї задачі разом з рішенням 

цих екземплярів. Поняття задачі, в теорії складності обчислювань, 

відноситься до абстрактного питання яке потребує вирішення.

Як приклад можна навести задачу сортування цілих чисел в зро

стаючому порядку. Формально її можна визначити наступним чи

ном:

• вхід, що складатиметься з деякої послідовності чисел довжиною

Т  {хЦ х2і . . . xn} j
• вихід, який у свою чергу представлятиме перестановку {x1, х2, . . .  xn} 

початкової послідовності таку, що х[ < х2 < • • • < xn.

Таким чином, якщо вхідна послідовність матиме наступний ви

гляд {14, 43,32,87, 56}, то вихідна послідовність буде наступною 

{14, 32,43, 56,87}. Екземпляром задачі сортування буде подібний 

приклад вхідної послідовності.
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Кажуть, що алгоритм розв’язує задачу ]ф, якщо алгоритм можна 

застосувати до будь-якого екземпляру І задачі ]ф і ми гарантовано 

отримаємо розв’язок для цього екземпляру І.[6]

При дослідженні алгоритмів оцінюється складність, яку у свою 

чергу поділяють на складність за об’ємом пам’яті та складністю 
за часом виконання. Ми зосередимось на складності за часом ви

конання, тому надалі визначення наводитимуться в контексті цього 

варіанту.

Загалом ми зацікавлені в пошуку найбільш ефективного алгори

тму для розв’язання задачі

A : K  ^  Y * , K  С X *,

й оцінюємо деяку функцію / а(п) =  s, де n — довжина |w| вхідного 

слова w Є K, a s  — необхідна кількість кроків, щоб перетворити 

вхідне слово на вихідне. Тобто такого алгоритму, який можна вико
нати за найменшу кількість кроків. Часові вимоги до алгоритму ви

ражаються однією змінною, а саме розміром задачі, що відображає 
кількість вхідних даних необхідних для опису екземпляру задачі.

Функція часової складності алгоритму описує необхідний час, 

для кожної з можливих вхідних довжин, необхідний для виріше

ння екземпляру задачі цього розміру.

Казатимемо, що функція / д (п) являє собою O(g(n)), якщо існує 

така константа с, що | f  (n)| < c|g(n)| для будь-яких n > 0. Полі

ном, іальним алгоритмом називатимемо такий алгоритм, функція 

часової складності якого становить O(p (n )) для деякої поліноміаль- 

ної функції р, / а(п) < cp(n), де n — вхідна довжина. Алгоритм, 

часову складність якого ми не можемо так обмежити, називатиме

мо експоненціиним алгоритмом. Тобто називатимемо алгоритм A
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експоненційним, якщо існує C > 0 при якому справедлива наступна 
нерівніств

/д (п) > 2
Cn

1

для ДО ВІЛЬН О Ї довжини п.
Порівнюючи складності алгоритмів використовуютв поняття ора- 

кульного алгоритму. Оракулом називатимемо певну функцію O : 

X * ^  Y * над алфавітами X , Y . Під алгоритмом зі зверненням до 

оракула маютв на увазі звичаний алгоритм А, який на певному кро

ці може отримати деяке слово q Є X  *, що надалі використовувати- 

метвся в алгоритмі, в резулвтаті запиту до оракула O(q). Вважає- 

твся, що запит до оракула виконуютв за один елементарний крок, 

час роботи якого не враховуєтвся. Алгоритм A, що здійснює запит 

до оракула O позначатимемо А°.

Для того, щоб показати зв’язок між задачами їх зводятв одна до 

іншої. Кажутв, що задача Пі зводитися до задачі П2, якщо існує 

оракулвний алгоритм AO, що розв’язує ПІ5 в тому випадку коли 

функція, що знаходити розв’язок П2 виступає оракулом цвого алго

ритму. Таким чином встановлюєтвся трансформація, яка відобра

жає всі екземпляри однієї задачі в еквівалентний екземпляр іншої. 

Стівеном Куком було показана[40] важливіств зведення задач за по- 

ліноміалвний час, тобто можливіств побудувати трансформації для 

відображення однієї задачі до іншої за поліноміалвний час.

Задача Пі за поліноміалвний час зводитвся до П2, якщо є полі
номіалвний за часом алгоритм, який зводити задачу Пі до задачі

П2-

Теорема 1.26. [41] Нехай маємо деякі алгоритмічні задачі Ц і , 

П 2Я І 3; тоді
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1) Якщо задача Y\ 1 зводиться поліноміально до П 2; о, задача П 2 

поліноміально зводиться до П 3, то задач а ^  буде поліномі- 

ально зводитись до задачі П 3-

2) Якщо задача Y\ 1 може бути поліноміально зведена до П 2, а 

задача П 2 розв’язується за поліноміальний час, то и задача 

П і також може бутлі розв’язана за поліноміальний час.

3) Якщо е ймовірнісне поліноміальне зведення задачі П 1 до зада

чі П 2 з наявністю ймовірності помилки, і П 2 6 свою чергу 
розв’язується за поліноміальний час, то задача\ \ 1 розв’язується 

ймовірнісний поліноміальним алгоритмом з такою ж вірогідні

стю помилки.

Задачі відносять до класу Р  задач, якщо існує алгоритм знахо

дження їх розв’язку за поліноміальний час. У свою чергу клас NP 

задач характеризується як задачі які можуть бути вирішені за по

ліноміальний час на недетермінованому комп’ютері, тобто ми мо

жемо за поліноміальний час перевірити чи є об’єкт розв’язком. На 

сьогодні невідомо чи Р=ЖР, і є найбільш відомим питанням теорії 

обчислень.

Також Куком (див. [40]) було показано, що задача перевірки чи є 

булева функція тотожно істинною є ЖР-повною. ЖР-повною нази

вають таку задачу, до якої можна звести довільну задачу класу ЖР. 

Задача перевірки булевих функцій перевіряє чи задана формула є 

тотожно істинною

S A T  = { f, f  — тотожно істинна булева функція}

Теорема 1.27. Ріеревірка булевих формул е NP-складною здачею.
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Одним з окремих випадків перевірки булевих функцій є задача 

перевірки тотожної істинності булевих функцій в 3-кон’юнктивній 

нормалвній формі 3-CNF-SAT або просто 3-SAT. Визначаютв цю 

задачу наступним чином.

Теорема 1.28. [42] Задача перевірки булевих функцій в третій 

кон’юнктивній нормальній формі є NP-повною.

Окрім поняття NP-повних задач, також використовуютв поняття 

NP-складних задач. Задачу | { називаючи NP-складною, якщо для 

всіх задач H  з класу NP існує поліноміальне зведення з H  в [].

Теорема 1.29. [42] Якщо будь-яка з NP-повних задач розв ’язуеться 

за поліноміальний час, то Р=ЖР. Еквівалентним до цього твер

дження буде сказати, що якщо будь-яка задача з класу NP не 

розв’язується за поліноміальний час, то жодна з NP-повних задач 

не розв ’язуеться за поліноміальний час.

Саме з цієї причини дослідження навколо питання чи Р NP зо

середжено навколо ЖР-повних задач. Більшість дослідників вірять, 

що P = N P . Різні погляди щодо відношення різних класів складно

сті алгоритмів можна побачити на рисунку 1.4..

Як приклад ЖР-повної задачі можна навести задачу з пошуку 

кліки в графах.

Клікою неорієнтованого графа G = (V, E ) називають підмножи- 

ну вершин V' С V, кожна пара яких з ’єднана ребром з множини 

E. Тобто кліка це повний підграф графу G. Розміром кліки нази

вають кількість вершин, що до неї входять. Задача пошуку кліки 

полягає в пошуку кліки максимального розміру в графі, і ця задача 

є задачею оптимізації. Як задачі перевірки ми можемо просто диви-
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тись чи існує кліка заданого розміру n в графі й формальний опис 

виглядає наступним чином [42]

CLI QUE = {(G,n) : G граф, що містить кліку розміру n}.

Базовий алгоритм перевірки чи граф G =  (V, E ) містить кліку роз

міру n полягає в перечислені всіх n-підмножин множини вершин V  

і перевірки кожної чи формує вона кліку.

В роботі [6] Гері й Джонсон показали, що задача пошуку метри

чної розмірності в графах є NP-складною зведенням її до задачі 

3-мірного узгодження.

Сама ж задача 3-мірного узгодження є більш загальною версією 

задачі про "проблему одруження". Нехай ми маємо m незаміжніх 

жінок та m неодружених чоловіків, а також список всіх пар жінок 

та чоловіків, які були б не проти одружитися разом. То питання 

полягає в тому чи можна організувати так m шлюбів, щоб уникнути 

полігамних стосунків і кожен би отримав задовільного партнера? В
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задачі 3-мірного узгодження, маємо 3 множини X, Y  та Z, що не 

перетинаються, а також множину P, що є підмножиною множини 

X  х Y х Z . Множина D С P  буде 3-мірною відповідністю, якщо 

виконуватиметься наступна умова: для довільних двох точок u, v Є 

D відповідні координати різні xu = xv ,yu = yv, zu =  .

Теорема 1.30. [6] Задача 3-мірного узгодження — NP-повна.

Також, питання NP-складності задачі пошуку метричної розмір

ності було розглянуто в роботі[4], де було показано, що задача пе

ревірки чи є метрична розмірність менше якогось заданого значе

ння зводиться до задачі здійсненності булевої формули у вигляді 

З-кон’юнктивної нормальної форми.

Теорема 1.31. [4J Д ля довільного графа G = (V,E )7 а також ці

лого додатного числа k, перевірка чи md(G)  < k є NP-повною за

дачею.

1.5. К онструкції метричних просторів

1.5.1. М етрична трансф орм ація

Нехай s -  неперервна монотонно зростаюча функція і s(0) =  0. Таку 

функцію називатимемо шкалою. Трансформацією метричного про

стору ( X , d x ) називають простір ( X , s ( dx )), де для функції s(dX ) 
може не виконуватись нерівність трикутника [27]. Трансформація 

називається метричною, якщо s(dx) -  метрика.

Т вердж ення 1.32. [1] Якщо (X, dx ) -  метричний простір і g(u, v) = 

s(dx (u,v)) для будь-яких u ,v  Є X , то (X, g) буде також метри

чним простором.



56

Означення 1.33 ([27]). Якщо для метричних просторів (X, dx ) та 

(Y, dy ) існує бієкція д : X  ^  Y  та шкала s така, що для будь-яких 
елементів u ,v  Є X  виконується

dx (u,v) =  s(dy (g(u), g(v))),

тоді такі метричні простори називаються ізоморфними.

Зокрема, метрику трансформації можна отримати з початкової 

метрики d (або початкових метрик di та d2)bnKopncTOByK>4n насту

пні операції ( д л я  деякої дійсної константи t > 0) [33]:

1. td(x,y) -  розширена метрика, масштабована метрика;

2. біотопна метрика трансформації

dp( ) = _______ 2 d(x,y )________
х,У d(x,p) +  d(y,p) +  d(x , y ) ,

де p - фіксована точка простору X.

3. dt (x ,y ),0 < t < 1;

4. ln(d(x, y ) +  1);

5 d(x,y )
1 +  d(x, y)

Приклад 10. Як приклад метричної трансформації розглянемо 

розширену метрику з константою t =  3 і застосуємо її до метрично

го простору X, з відстанню визначеною на графах, зображеному 

на рисунку 1.3.. В такому випадку матриця відстаней метричного
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простору матиме наступний вигляд:

0

С
О 6 9 12 9 12

С
О 0 3 6 9 6 9

6 3 0 3 6 3 6

9 6 3 0 3 6 9
12 9 6 3 0 9 12

9 6 3 6 9 0 3
Л2 9 6 9 12 3 0

Розглянемо конструкції метричних просторів

1.5.2. В інцевий добуток  м етричних просторів

О значення 1.34. Метричний простір (X, d) називається рівномір

но дискретним якщо існує радіус r  > 0, що для будь-яких u,v Є 

X, d(u, v) > r або u =  v.

Метричний простір називається обмеженим метричним просто

ром, або метричним простором обмеженого діаметра, якщо існує 

c Є R+ таке, що для будь-яких y1 ,y2 Є Y  виконується нерівність 

d(yi ,y2) < c. Нехай (X, dx) -  рівномірно дискретний метричний 
простір, a (Y, dy ) обмежений метричний простір. Оскільки простір 

(X, dx) рівномірно дискретний, то існує радіус r  такий, що для 

двох довільних елементів x 1 , x 2 множини X  виконується нерівність 

dx (x1 , x 2) > r. Визначимо також шкалу s(x) таку, що

diam (s(Y )) < r  (1.3)

Визначимо також функцію ps на вінцевому добутку просторів
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ps((x1 ,Уl), {Х2 , У2)) =
dx (x1 , x 2), якщо xi = x 2

s(dy  (У1,У2)), якщо Xi =  X2

Метричний простір з такою метрикою називається вінцевим добу

тком просторів (X, dX ) та (Y, dy ), а також позначаєтвся я к X w r Y [ЗО].

Т вердж ення 1.35. [ЗО] Нехай s1 та s2 шкали для яких викону

ється нерівність 1.3. Тоді простори (X  х Y,pSl) та (X  х Y, pS2) 

ізоморфні.

Вінцевий добуток просторів X  та Y з визначеною шкалою s мо

жна описати також наступним чином. Кожна точка 3X заміщується 

ізометричною копією s(Y ), тобто ізоморфною копією Y. І відстань 
між елементами u та v визначається за наступними правилами:

• якщо u та v належать до різних копій s(Y), u Є s(Y)Х1 та v Є 

s(Y)Х2, x1 =  x2 тоді відстань між ними буде dx(x1, x2)

• якщо u та v належать до тієї ж копії s(Y), то відстань між ними 

буде s(dy (u, v))

Т вердж ення 1.36. [ЗО] Нехай маємо метричні простори (X, dx ), (Y, dy ) 

та (Z,dZ). Припустимо, ицо пр ост ори X  т a Y  мають обмежені 

знизу деяким, додатним числом метрики dx  та dy . Також при

пустиш,о, ицо діаметри метричних просторів Y  та Z  скінченні.

В такому випадку ізоморфними будуть простори ( XwrY)wrZ  та 
X w r ( Y w r Z ').

Основні ж властивості вінцевого добутку метричних просторів 

можна визначити наступною теоремою:

Теорема 1.37. [ЗО]
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1. X w rY  — сепарабельний простір тоді и тільки тоді, коли X  

та Y  сепарабельні метричні простори.

2. X w rY  — ультраметричнии простір тоді и тільки тоді, коли 

X  та Y  ультраметричні метричні простори.

3. X w rY  — компактний простір тоді и тільки тоді, коли X  є 

скінченним простором, a Y  — компактним.

4- X w rY  — повним простором тоді и тільки тоді, кoлuY є пов

ним метричним простором,.

1.5.3. П ряма сум а м етричних просторів

Розглянемо скінченну послідовність просторів скінченного діаметра 

(X i , dx 1), (X 2,dX2) , . . . , (Xn, dxn).

Нехай c — деяка додатна константа, для якої виконується нерівність 

наступного вигляду:

max{diam(Xi ) , ...,diam (Xn)} < c. (1.4)

Також визначимо функцію на об’єднанні множин Xi UX 2 U- • -UXn

I dxi(u,v), якщо u,v  Є Xi
tc{u,v) = < ' , (1.5)

I c, в іншому випадку

тобто значення функції tc(u ,v) буде відповідати відстані між еле

ментами и та v в метричному просторі X i,i = l , . . . , n y  випадку 

коли обидва елементи u ,v належать одній і тій же множині X i. В 

іншому ж випадку, коли вони знаходяться в різних множинах X i та 

X j  i , j  = l , . . .  ,n, i = j  значення функції дорівнюватиме константі

c.
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Конструкція названа прямою сумою метричних просторів, оскілв- 

ки група ізометрій прямої суми метричних просторів ізоморфна як 

група підстановок прямій сумі груп ізометрій цих просторів (див. [45]).

Теорема 1.38. [45] Функція визначена на множині X i U X 2 U • • • U 

X n формулою 1.5 є метрикою на цій множині.

Означення 1.39. Простір (Xi U X2 U • • • U Xn,Tc) називаєтвся c- 

прямою сумою метричних просторів X i,i = 1 , . . .  ,n

Твердження 1.40. Нехай ci та с2 додатні числа, для яких вико

нується нерівність 1.5. В такому випадку простори (X i U X2 U 

• • • U Xn, тСі) та (X i U X 2 U • • • U Xn, тС2) ізоморфні.

1.5.4. П рямий добуток  м етричних просторів

Прямим добутком метричних просторів (X, dx ) та (Y ,dy ) назива- 
єтвся метричний простір визначений на множині X  х Y  та заданою 

на ній однією з трвох метрик dp d2 або dTO (див. [34]):

1. di((xi,yi), (x 2 ,y 2)) = dx ( x i ,x 2) +  dy (yi,y2);

2. d2 ((xi,yi), (Х2 ,У2)) = \ / dx ( x i ,x 2) 2 +  dy (yi,y2)2;

3. dTO((xi,yi), (x 2 ,y 2)) =  max{dx(xi,X2); dy (yi,y2)}-

Оскілвки метричні простори (X х Y, di), (X х Y, d2)  (X х Y ,d (X) 

топологічно еквівалентні, то часто не уточнюютв, як саме задаєтвся 

метрика.

Для описаних вище метрик і для будв-яких u ,v  Є ІДП=і Xi вико- 

нуєтвся наступна нерівніств:

dcx>(u,v) < d2(u,v) <  di (u,v). а р
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Метрика d2 часто називається Евклідовою метрикою на добутку 

метричних просторів.

Приклад 11. Розглянемо відстань між двома точками u та v в 

метричних просторах з метриками di , d2 та dTO визначених на добу

ткові метричних просторів (Xi, dXi) як зображено на рисунку 1.5.4.. 

Нехай відстань між ними в першому просторі становить dXl (u,v) =  

1.1, в другому — dx 2 (u, v) = 2.2, і за аналогією в інших dX3(u, v) =  

0.3, dx4(u,v) =  0.5, dXs (u, v) =  0.8, dx (u, v) =  0.7, dX7(u,v) =  1. В 

такому випадку di(u, v) =  6.6 d2(u, v) =  2.92, dTO(u, v) =  2.2.

Рис. 1.8. Графічне представлення двох точок u та v в добуткові метричних просторів ]ф7_ =1 Xi

Теорема 1.41. [34] Припустимо, що ми маємо непорожні метри

чні простори (Xi ,di), i = 1, . . .  , n Є N  Hexau g буде однією з ме

трик d\, d2, doo, визначеною на до бутку P  = П  n=i Xi. кожного

j  =  1..n Є N та а Є P  визначимо множини

Xj,a =  {x Є P \xi =  аі для всіх і =  1, . . . ,  n \  {j }}.

В такому випадку відображення x xj буде єю з Xj,a в

X'-
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1.6 . О гляд відомих результатів

Більш дослідженою є метрична розмірність графів. Розглянемо де

які відомі результати.

Ланцюг це непустий граф P = (V, E ), де множина вершин V = 
{vi,V2 , . . .  ,Vn}, а множина ребер E  =  {V1V2 , V2V3 , . . .  , vn_ivn}. Вер

шини vi та vn називаються кінцями та є з’єднаними шляхом P  [35].

Граф є напівнескінченним ланцюгом, якщо він має вершини Vj і 

ребра [vj, Vj+i] де j  = 1, 2, . . . ;  нескінченним в обидва боки ланцюгом 

якщо він має вершини щ і ребр a [v&, v^+i] для всіх ці лих к.

Теорема 1.42. Щ Граф має метричну розмірністю 1 тоді й тіль

ки тоді коли він є скінченним чи напівнескінченним ланцюгом. 

Нескінченний в обидва боки шлях має метричну розмірністю, що 

дорівнює 2 .

Для графів H  та G диз’юнктивне об’єднання позначатимемо як 

GUH, а граф отриманий диз’юнктивним об’єднанням H  та G з’єднуючи 

кожну вершину H  з кожною вершиною G позначатимемо як H  + G

Теорема 1.43. [38] Нехай G — з в ’язаний граф порядкуй > 4. Тоді 

метрична розмірністю графу G:

dim(G) = n _  2

тоді й тільки тоді, коли G:

• повний дводольний (G = K s,t , s ,t  > 1)

• створений через приєднання графів:G = K s+ K t , (s > 1,t > 2);

• G =  Ks + (Ki U Kt), (s,t  > 1).
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Колесом Wn+ 1 або W1,n називають граф з n+1-вершинами n > 3, 

який будують з’єднуючи єдину вершину з іншими, утворюючи n 

циклів. Приклади зображені на рисунку 1.6.

В 1976 Ф. Харарі та Р. Мелтер[2] написали, що метрична розмір

ність коліс дорівнює двом md(W 1n ) = 2. Б. Шанмуха в роботі [7] 

було показано, що цей результат не відповідає дійсності для вели

ких значень n. Згідно з теоремою 1.23 маємо, що метрична розмір

ність повного графа K n для n > 1 становить n — 1, також колесо 

Wi,3 ізоморфне повному графу К 4 і таким чином матимемо, що 

md(W1,3) = md(K4) = 3 = 2. В цій статті автори також показали 

як знайти метричну розмірність коліс.

Теорема 1.44. /7/ Нехай маємо деякий граф колесо W 1n , де n > 3. 

Тоді

3, n =  3 або n =  6; ,
dim(Wn) = I

I [2n+2J ,
Розглянемо трохи детальніше графи, що мають метричну розмір

ність 2.

Теорема 1.45. Якщо Cn — цикл порядку n, тоді його метрична 

розмірність md(Cn) дорівнює 2 .
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Теорема 1.46. [4J Граф G, що має метричну розмірність md(G) = 

2, не містить ані К 5, ні К 3,3 в якості підграфу.

Зауваж ення. Твердження може бути розширено і показано, що 

граф G з метричною розмірністю md(G) =  k не може містити К 2й+1 

своїм підграфом.

Ця теорема може вести до висновку, що графи з метричною роз

мірністю 2 маютв бути планарними, але автори розширили твер

дження і на непланарні графи.

Теорема 1.47. Існує пеплапарпий граф з метричною розмірністю

2.

Теорема 1.48. Щ Нехай G = (V, E ) — граф, що мас метричну роз

мірністю 2, а також нехай множина {u,w}  С V буде метричним 

базисом, графу G. В такому разі виконуються наступні умови:

• існує єдиний найкоротший шлях P між u та w;

• ступінь вершин u та w щонайбільше -  3;

• кожна інша вершина на шляху P  мас ступінь щонайбільше 5.

Теорема 1.49. Щ Нехай G = (V, E ) — граф, що мас метричну 

розмірністю 2 та має діаметр D. В такому випадку виконується 

наступна нерівність:

|V | < D2 + 2.

Теорема 1.50. [2J Нехай маємо граф G, що є прямим добутком 

двох шляхів Pn та Pm, G = G(Pn х Pm). В такому випадку ме

трична розмірністю такого добутку буде дорівнювати 2

md(Pn х Pm) = 2.
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Теорема 1.51. [2] Якщо граф W\,n колесо дляи > 37 modimd(W\,4) = 

md{W\,b) = 2

Як вже було згадано раніше, даний результат було уточнено в [7] 
і показано, що дана теорема виконується лише у випадку n = 4 та 
n = 5.

Прямим добутком графів G та H  називається граф визначений з 
множиною вершин V (G) х V (H) і множиною ребер

{(uG,vG)(uH,VH)|Ug = UH і VgVh Є E (H ) або vG = Vh IUgUh Є E (G)}.

Далі в роботі[38] було показано, що для кожного з’єднаного графа 
H  метрична розмірність прямого добутку графів H  х К 2 буде або 
m d(H ), або m d(H ) + 1 .

Теорема 1.52. [38] Для кожного з в ’язного графа H ,

m d(H ) < m d(H  х К 2) < m d(H ) + 1 .

Для метричних просторів були отримані наступні результати.

Теорема 1.53. [15] Припустимо, що (X,d) з в ’язний, компактний 

метричний простір для якого метрична розмірність дорівнює 1 

m d ( X ) = 1. В такому винадку X  гомеоморфний до [0,1].

Теорема 1.54. [15] Припустимо, що (X,d) з в ’язний, некомпактний 

метричний простір в якому кожна закрита куля є компактною, 

для якого метрична розмірністю дорівнює 1 m d ( X ) = 1. Тоді X  

гомеоморфний до [0 , +ж).

Відкритою кулею з радіусом r та центром в ів  метричному про
сторі X називають множину всіх точок X,  які мають довжину до 
точки x меншу за r. Позначатимемо таку кулю Bx (x,r).
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Також нам для подальшого розгляду нам знадобляться наступні 
простори [2 2 ]:

• Евклідовий простір. En = {((xi,... ,x n)\xi Є R)}, з визначеною 
метрикою d(x, у) = ||x — у у.

• Гіперболічний простір. Hn = {x Є Rn\xn > 0} з метрикою похі
дною від \dx\/xn.

• Сферичний простір. Sn = {x Є Rn+ 1 \У x У = 1} з метрикою яка є 
розширеною Евклідовою метрикою на Rn+ 1

Лема 1.55. [15] Припустим,о, що X  це Sn, En, Rn7 чи будь-яка, з 

відкритих підмножин En, в такому випадку m d (X ) = n + 1 .

В метричному просторі (X, d) геодезичною аркою називають фун
кцію а : [а, b] ^  X, Де а < b Є R, гцо зберігає відстань. Геодезичним 
сегментом, що з’єднує точку u та точку v , які належать множині X, 
називають образ геодезичної арки початкова точка якоїи, а кінцева 
— v. Під геодезичною лінією мають на увазі функцію А : R ^  X, 
що локально зберігає відстані. Образ геодезичної лінії називають 
геодезичним.

Означення 1.56. [22] Метричний простір називатимемо п-вимірним 
геометричним простором (K, d), якщо він задовільняє наступним 
вимогам:

• Множина K геодезично зв’язана, тобто кожна пара різних еле
ментів K з’єднана геодезичним сегментом.

• K є геодезично повного, тобто кожна геодезична арка а : [а, b] ^  
K може бути розширена до унікальної геодезичної лінії.
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• Існує неперервна функція є : En ^  K і дійсне додатне чи
сло & такі, що функція є гомеоморфію відображає BEn(0, k) в 
B k  (є(0), k). А також, для кожної точки и Є Sn—1 відображення 
Л : R ^  K визначене як X(t) = є(£и), являє собою геодезичну 
лінію таку, що Л обмежує геодезичну арку на інтервалі [—k; k].

• Метричний простір (K, d) є гомогенним, тобто для кожного з 
двох елементів v та и, ЩО належать множині K існує ізометрія 
ф : K  ^  K, для якої виконується рівність ф(и) = v.

Л ем а 1.57. [22] Припустимо, що (X, d) одновимірний геометри

чний простір. Тоді для кожної з відкритих підмножин Л, вклю

чаючи, саму множину X , метрична розмірністю дорівнюватиме 

двом.

md(A) = 2

Л ем а 1.58. [22] Припустимо, що (X ,d) 2-вимірний геометричний 

простір. Тоді його метрична розмірністю дорівнює З

m d (X ) = 3

Теорема 1.59. [22] Метрична розмірністю п-вимірного геометри

чного простору дорівнює n + 1.

Повернемось до простору Rn і розглянемо метричну розмірність з 
точки зору афінної геометрії на Rn. Вектори x 1, . . . ,  x m Є Rn є афін

но незалежними тоді й тільки тоді, коли х 2 — x 1, . . . ,  x m — x 1 лінійно 
незалежні. Додавання фіксованого вектора а до елементів лінійного 
підпростору V С Rn породжує афінний підпростір U С Rn, тобто 
U = а + V. Афінний k-вимірний підпростір U ізометричний ліній-
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йому підпростору V С Rn розмірності k Т в свою чергу, V буде 
ізометричним підпростору

{(xi, . . . , X k, 0,... , 0) : Xj Є R}.

Таким чином, якщо U — афінний підпростір Rn, тоді [15]

md(U) =  dim(U ) +  1

Перетин афінних підпросторів є також афінним підпростором. 
Афінною оболонкою A (Z ) множини Z  називають найменший афін
ний підпростір, що містить множину Z. Тобто, афінна оболонка 
скінченного простору {xi,..., xm} буде:

A(xi , . . . , xm) {tlxl + ... + tmxm : П + • • • + tm 1}.

Теорема 1.60. [15] Якщо X  c  Rn і на цій множині визначено 

Евклідову метрику, m odim d(X ) < md(A(X))

Теорема 1.61. [15] Якщо X  - підмножина Rn з внутрішніми то

чками, то її метрична розмірністю п або n + 1.

Теорема 1.62. [15] Якщо X  - опукла підмножина Rn з внутрішні

ми точками, то її метрична розмірністю п тоді и тільки тоді, 

коли існує допоміжна гіперплощина H , така що афінна оболонка 

перетину X  П H  буде - H  .

1.7. Висновки до розділу

В першому розділі вводяться основні означення, що потім вико
ристовуються в дисертації. Зокрема розглянуто конструкції метри
чних просторів, введено поняття метричної розмірності метричних
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просторів і графів. Розглянуто відомі резулвтати метричної розмір

ності, що стосуютвся графів та метричних просторів та деяких їх 

конструкцій.
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Розділ 2

МЕТРИЧНА РОЗМІРНІСТЬ 
УЛЬТРАМЕТРИЧНИХ 

ПРОСТОРІВ

Використовуватимемо добре відому відповідніств між деревами та 
улвтраметричними просторами (див. [25, 43, 44, 32]) й збудуємо про
стий алгоритм, який приймає на вхід довілвний улвтраметричний 
простір X заданий матрицею відстаней M і віддає на виході дере
во T простір кінцевих вершин Lm якого ізометричний простору X. 
Алгоритм має складніств O(n5 ), де n = |X|.

2.1. М етрична розмірність кореневих дерев

Нехай Tm — деяке скінченне кореневе дерево таке, гцо кінцеві вер
шини v дерева Tm знаходитися на m-му рівні, тобто v Є Lm.
Т вердж ення 2.1. Припустим,о, щоТт кореневе дерево всі верши

ни (т — 1 )-го рівня якого — внутрішні. Тоді метрична розмірність 

кореневого дерева, Тт дорівнюватйме |Lm| — |Lm—1 |.
Доведення. Для початку варто зазначити, що будв-який листок l 
цЬОго дерева розташовано нат-му рівні. Внутрішні вершини, близь
кі до вершин, знаходятвся на (т — 1)-му рівні. Це означає, що для 
кожної внутрішнвої вершини Vj їй відповідає кількістю листків nv., 
де 1 < i < k \ k — кількість вершин т — 1-го рівня кореневого 
дерева Tm. Відповідно до Теореми 1.24 матимемо, що:
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md(Tm) = ^ 2  (nv -  1)
vєV (G),nv >1

(nv1 + ... + nvk) — ( 1  + ... + 1) — 

k k
= "У y (nv») У у  1  — |Lm| — 1 Lm-11

i= 1  i= 1

□

Нехай (a0 ,..., am) — скінченна послідовність дійсних чисел, така 
що

0  — ао < а 1 < ... < am—1 < a m.

Визначимо метрику р на підмножині Lm вершин дерева Tm на
ступним чином. Для будь-яких вершин u ,v  з Lm відстань p(u,v) 
дорівнюватиме a m—k тоді й тільки тоді, коли спільна частина шля
хів, що з’єднують корінь дерева Vo та вершини v і u матиме довжину 
k, 0  > k > m.

Варто зазначити, що діаметр метричного простору (Lm, р) дорів
нюватиме am—г, де r найбільше таке число, що r-ий рівень дерева 
Tm містить точно одну вершину.

Послідовність (а0 , ..., am) називається визначальним набором ко
реневого дерева Tm [32].

Лема 2.2. Д ля довільних вершин u, v з множини Lm рівність 

р(и, v) — a m—k виконуватиметься тоді и тільки тоді, коли

dG(u, v ) — 2 (m — k),

0  < k < m.

Доведення. Нехай вершини u,v Є Lm а також p(u,v) — am—k, 0 < 
k < m. Згідно з визначенням метрики р матимемо, що спільна чи
стина шляхів, що з’єднує корінь дерева v0  з вершинами v та u мати-
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ме довжину k, 0 < k < m. Останнє речення еквівалентне існуванню 
вершини z Є Lm-k такої, що існує шлях від вершини u до вершини 
v через вершину z. Оскілвки вершини u та v знаходятвся на m-му 
рівні, dG(u,v) = 2 (m — k). □

Теорема 2.3. Нехай кореневе дерево Tm з визначальним набором 

(а0, . . .  ,a m). Якщо для кореневого дерева, Tm виконуються такі 

умови:

1. степінь кореня дорівнює двом;

2. одне з підкореневих дерев з коренем v0 є ланцюгом,;

3. одне з кореневих піддерев Tv, яке є піддеревом дерева, Tm і з 

коренем у внутрішній вершині найближчій до кореня v0 є лан

цюгом,

Метрична розмірністю

md(Tm) — 1 = md(Lm).

В усіх інших випадках метрична розмірністю Lm дорівнює метри

чній розмірності Tm.

Доведення. Нехай W  = {w \,. . .  ,wi} — метричний базис кореневого 
дерева Tm.

1. Нехай для дерева Tm виконуютвся умови 1-3. Позначимо через 
vi найближчу внутрішню до кореня v0 вершину в де реві Tm, 
Lvo — кореневе піддерево Tm з коренем у верШ ИНІ vo (v0  -  ко
рінь дерева Tm). Також позначимо Lvi, TV1 кореневі піддерева 
Tm з у внутрішній вершині vi. LV0 тa LV1 є ланцюга
ми. Оскілвки за побудовою дерева Tm vi є внутрішнвою вер
шиною якій відповідатимутв 2 листки, то в базис W входитв
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або листок LVo, або листок LV1. Не обмежуючи загалу можемо 
вважати, що це вершина Wi5 покажемо що W7 = {w2, ... , Wi} 
є розділяючою множиною простору (Lm, р), W 7 є метричним 
базисом дерева TV1. Спочатку зауважимо, що відповідно до ле
ми 2.2 W7 є підмножиною Lm. Нехай u,v довілвні вершини з 
множини Lm, якщ о u або v є листком LVo, то пар a u,v роз- 
ділятиметвся довілвним листком іншого кореневого піддерева. 
Якщо u або v є листком LV1, то пар a u,v розділятиметвся до
вілвним листком іншого кореневого піддерева Tm з коренем у 
вершині vi. Для всіх інших вершин u та v існуватиме вершина 
Wj Є W7, 2 < j < l така, що dG(u,Wj) = dG(v,Wj) тоді відпо
відно до леми 2.2 p(u,Wj) = p(v,Wj), отже W7 є розділяючою 
множиною простору (Lm,р).
Тепер нам необхідно показати, що множина W7 буде мінімалв- 
ною за відношенням включення розділяючою множиною. Дій
сно, нехай W  = W7 \ {Wi}, для деякого і  2  < і < І. Оскілвки 
W7 є метричним базисом дерева TV1, то існують листки u та v, 
які розділяються Wi і не розділятимуться жодної іншою верши
ною Wj і = j, 2  < j  < l. Інакше кажучи, dG(u,Wj) = dG(v,Wj) 
для будь-яких Wj Є W.  Таким чином, відповідно до леми 2.2 
p(u,W j) = p(v,W j) для всіх Wj Є W,  і = j  2 < j  < l  Тому 
матимемо, що W не буде розділяючою множиною для простору 
(Lm,p). Таким чином, W7 буде розділяючою множиною міні
мальної потужності для

(Lm,p) і m d(Lm,p) = |W7 | = m d(Tm) -  1 .

2. Нехай для дерева Tm умови 1-3 не виконуються. Зауважимо,
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що як і в попередньому випадку W С Lm. Покажемо, що W  є 

розділяючою множиною (Lm, p) мінімальної потужності.

Нехай деякі вершини u,v будуть вершинами з множини Lm. 
Оскільки W метричний базис графу Tm, то існує вершина Wj Є 

W , 1 < j  < /, така що dG(u,Wj) =  dG(v,Wj). Тоді відповідно 

до леми 2.2 p(u,Wj ) =  p(v,Wj ). Таким чином матимемо, що W 
розділяюча множина простору (Lm,p) .
Тепер нам необхідно показати, що множина W є мінімально за 

відношенням включення розділяючою множиною. Дійсно, не

хай W' = W \  { w,}, для деяк их і  1 <  i <  /.Оскільки W є 

базисом дерева Tm, то за побудовою метричного базису дерева 

внутрішній вершині z, якій відповідає листок Wi відповідатиме 

що один листок u, який не входить в W. Умови 1—3 означають, 

що відстані dc(wi, z ) і dG(u, z) не перевищують висоту дерева, а 

тому листки u та w, не розділятимуться жодною іншою верши

ною з W', а отже W є мінімально за відношенням включення 

розділяючою множиною для (Lm,p) і

m d ( L m,p) =  |W | =  md(Tm).

І з цим твердженням ми закінчуємо доведення теореми 2.3. □

Зауваження. Варто зазначити, що якщо твердження наведене в 2.1

виконується для дерева Tm, тоді m d ( L m,p) =  |Lm| — |Lm-i |.

2.2. Метрична розмірність ультраметричного простору

Розглянемо декілька властивостей ультраметричних просторів, що 

випливають безпосередньо з визначення.
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1. Кожна точка всередині кулі ультраметричного простору буде її 
центром.

2. Перетин двох кулв улвтраметричного простору буде відповідати 

одній з них, або буде порожнім.

Теорема 2.4. Припустимо, що (X, d) — скінченний ультраметри- 

чнии простір, кількість точок в якому |X| = n > 3. Тоді для нього 

існує поліноміальний від n алгоритм, для побудови кореневого де

рева Tm і визначального набору а 0, а \ , . . .  , а т таких, що метричні 

простори (X, d) та (Lm, р) — ізометричні.



76

In p u t: Скінченний ультраметричний простір (X , d).

визначений матрицею відстаней Мх-  

O u tp u t: Кореневе дерево Tm. визначене як промарковане 

дерево.

1 3 матриці М х  виділимо множину D всіх різних відстаней

простору (X, d):

2 Впорядкуємо елементи множини D:

0 =  а 0 < а 1 < . . .  < a m = diamX:

3 Визначимо порожнє кореневе дерево Tm:

4 Lj := X . k0 =  1. Також визначимо L  як корінь дерева T:

5 for q = 0 to m —  1 do

є kq+і := 0 :

r for i := 1 to kq do

8 Покласти R  := L lq:

9 if  |R | =  1 th e n

10 kq+1 : kq+1 +  1
11 Tkq+1 :=  7® •11 Lq+1 : Lq'
12 Визначити L^+i1 як верши ну q +  1-рівня дер ева T.

З ’єднати ребром вершини Lq та L̂ q+i1;

13 else

14 uq := 0:

is while R не порожня do

іе  Зафіксувати x 9t Є R :

17 Визначити Lq+1 =  { a Є  Lq | d(x<9, a) < a m—9} :

i s  R := R \  Lj+Uq;

19 uq := uq +  1:

20 kq+1 := kq+1 +  1:

21 Визначити L j ?  як верши ну q +  1-го рівня 

дерева T. З ’єднати ребром вершини Lq та Lq+1:

22 e n d

23 end

24 end

25 q := q + 1 :

26 end
Алгоритм 1: Побудова кореневого дерева
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Зауваження. Зауважимо, що в 2.4 метричний простір задаєтвся 
матрицею відстаней, а розмір вхідних даних становити к. Так як всі 
операції, що виконуютвся над вхідними даними є операціями порів
няння, то складніств їх буде лінійною O(k) і на загалвну складніств 
алгоритму впливати не будутв.

Доведення теореми 2.4■ Для доведення цієї теореми ми наводимо 
алгоритм 1 побудови кореневого дерева Tm і підрахунку його скла
дності. В алгоритмі ми визначаємо улвтраметриний простір (X, d) 

матрицею відстаней Мх- На кроці 2 ми визначаємо визначалвний 
набір дерева Tm. На кроках 3-4 ми визначаємо порожнє кореневе де
рево Tm і представляємо простір X як корінь дерева Tm. Після цього 
ми розбиваємо простір X в послідовність куль, що не перетинаються 
радіусу am- 1 . Ми позначаємо Llm_ 1 1-у верши ну 1-го рівня дерева 
Tm. Будь-яка вершина 1-го рівня визначена закритою кулею радіу
су a m_i простору X. Відповідно до властивості (2) маємо, що наше 
визначення коректне. Ми з’єднуємо корінь X дерева з вершинами 
множини Llm_i ребрами. Після цього ми розбиваємо будь-яку вер
шину 1-го рівня в скінченну множину куль радіусу am- 2  і з’єднуємо 
ребрами нові вершини й так далі.

Наша мета — побудувати дерево Tm з листками, що знаходяться 
на m-му рівні. Таким чином в кроках 9-13 ми перевіряємо кількість 
елементів в кулі Lq. Якщо Lq складається тільки з одного елементу, 
ми визначаємо вершину і + 1-го рівня як кулю L1.

В результаті виконання алгоритму отримаємо дерево T. Всі лис
тки якого (вершини m-ro рівня) дерева T представлені одноелемен- 
тними підмножинами множини X.

Покажемо тепер, що (Lm,p) та (X,d) — ізометричні. Визначимо
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функцію f : {x} ^  x з (Lm,p) в (X, d). Функція f буде ізоме
трією. Справді, f є бієкцією і відстань між вершинами {x} та {у} 

дорівнює а і тоді й тільки тоді, коли спільна частина шляхів, що 
з’єднують кореневу вершину vo з {x} та {у} має довжину m — l. 

Але це означатиме, що існує закрита куля B(x,ai) в просторі X, 
така що у Є B(x,ai), але у Є B(x,ai—і). Відповідно, відстань між 
вершинами x та у в просторі X дорівнюватиме ац а f буде ізоме
трією між Lm та X.

Нехай маємо, що |X| = п. Спершу варто зазначити, що
п(п — 1 ) m < ---------.

Складність кроків 1-3 становить O(n2). Протягом кроків алгори
тму 4-23 маємо 3 ітерації. Ці ітерації в найгіршому випадку мати
муть кількість повторів, що становитиме m, п та п2. Відповідно, в 
результаті складність не перевищуватиме O(n3  •m) або O(n5). Таким 
чином, алгоритм матиме поліноміальну складність. □

Казатимемо, що кореневе дерево Tm зображує метричний простір 
(X,d).

Саме ж дерево матиме вигляд схожий до зображеного на рисун
ку 2 .1 .

Наслідок 2.5. Нехай (X, d) — скінченний ультраметричний про

стір, a Tm — його зображення у вигляді кореневого дерева. Припу

стимо, що для будь-якого x Є X  існує таке у Є X , що d(x, у) — а 1. 

В такому випадку метричну розмірність простору X  можна ви

значити за формулою:

mdX — |Lm| |Lm—1і.
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Рис. 2.1. Репрезентація метричного простору (X, d) деревом Tm

Доведення. З теореми 2.4 випливає, що існує таке дерево Tm, що 
скінченний улвтраметричний простір (X, d) та простір (Lm,p) — 
ізометричні. Оскілвки для будв-якого x Є X існує точка у Є X, 
така що d(x,y) = а 1 і всі тершини (т — 1)-го рівня дерева Tm є 

внутрішніми. Тоді, відповідно до зауваження 2.1.

d(Lmo p) |Lm| |Lm—1 і.

Отже,
md(X) — |Lm| |Lm—1 і

□

Безпосереднво з алгоритму побудови відображення ультра метри
чного простору кореневим деревом, а також наслідку 2.5 матимемо 
наступні наслідки:

Наслідок 2.6. Улвтраметричний простір X7 |X| — n має ме

тричну розмірність один тоді й тільки тоді, коли виконуються 

наступні умови:

1. кількість різних відстаней дорівнює п, тобто визначальний 

набір мас вигляд а 1, . . . ,  а п;
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2. існує впорядкування точок простору X  = x \ ,x 2, . . .  , xn таке,

що точка xm-i знаходиться на відстані a m-i від всіх точок

x1 , . . . , xm -i- 1 •
Доведення. Якщо X ультраметричний простір для якого виконую
ться умови 1  та 2 , то для відповідного дерева на кожному рівні буде 
не більше одного розгалуження. Це означає, що як базис ми можемо 
взяти одну з двох вершин ш-го рівня відстань між якими дорівнює 
а 1 (за умовою 2  таких вершин буде рівно дві), яку позначимо и. 

З умови 2  випливає, що и = x 1 або и = x2 , не зменшуючи загалу 
можемо припустити, що и = x .̂ Покажемо, що довільні точки xj та 
x*, j  = k розділяються точкою xb За умовою 2 відстань між x1 до 
xj буде дорівнювати am -j- 1 , а відстань між x1 та x* буде a m-*-1. 

Оскільки j = k, то маємо a m-j -1 = a m-*-1, тобто відповідно від
стані різні і x1 буде розділяючею для xj та x*.

Нехай метричний простір X має метричну розмірність 1. Якщо 
потужність X дорівнює одиниці, то виконання умов очевидне. При
пустимо, що потужність простору X більше одиниці. За теоремою 2.3 
для метричної розмірності простору Lm і відповідного йому дере
ва Tm метрична розмірність може дорівнювати одиниці або двом. 
Метрична розмірність дерева Tm дорівнює одиниці лише в тому ви
падку, якщо дерево — ланцюг. Отже, метрична розмірність дерева 
дорівнює двом. Відповідно для того щоб метрична розмірність про
стору (Lm, р) дорівнювала одиниці, то для дерева Tm і будь-якого 
його піддерева з вершиною у внутрішній точці мають виконуватись 
умова 1-3. Останнє означає, що точки простору X можна впоряд
кувати таким чином що точка xm-i буде знаходитись на відстані 
a m-i від всіх точок x1 , ... ,xm -i-1 . З чого випливає, що відстаней



81

має бути n, тобто виконуються умови 1  та 2  цього наслідку. □

Приклад 12. Припустимо, що маємо ультраметричний простір (X, d), 
який можна представити матрицею відстаней

М х

 ̂ а Ь c d

а 0 3 3 3
Ь 3 0  2  2

c 3 2 0 1
yd 3 2 1 0)

Побудуємо його зображення графом T  застосовуючи описаний ал
горитм, а також знайдемо його метричну розмірність.

З самого початку матимемо лише кореневу вершину LQ = {а, Ь, c, d}, 
і значення змінних в алгоритмі буде q = 0  і = 1 , kQ = 0  и0  = 0 ,
R  = LQ = {a,b,c,d}, a m-q = 3. В R  знаходиться більше одного 
елементу, тому:

x0  = a, L q = {v Є L0 | d(a, v) < 3} = {a}

R = {a, b, c, d} \ {a} = {b, c, d} 
uq = uq + 1  = 1 , k\ = k\ + 1  = 1

Визначаємо L Q я к  вершину 1-го рівня, з’єднуємо її ребром з LQ.
{a, Ь, c, d}

{a}

r  _ непуста, продовжуємо розбивати першопочаткову множину 
елементів. Покладемо xQ = Ь, тоді матимемо:

L{ = {v Є LQ | d(Ь,v) < 3} = {Ь, + d}
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R  = {b, c, d} \  {b, c, d} = {0}
Uo = Uo + 1  = 2 , ki = ki + 1  = 2

Li буде ще одною вершиною першого рівня тому також з’єднуємо 
її з коренем.

{a, b, c, d}

/  \
{a} {b,c,d}

Після виконання попередніх кроків множина R стала пустою, а лі
чи лвник і досяг свого максималвного значення в циклі, тому пере
ходимо до зовнішнвого циклу збілвшуючи q на одиницю, відповідно 
і = 1, k2  = 0 u1 = 0 R = Li = {a} a m-q = 2. Так як R мі
стити один елемент, то нова вершина графаT  L\ = {a}, й ми маємо 
з’єднати її з вершиною Li = {a}. При цвому k2  = k2  + 1 = 1 і = 2.

{a, b, c, d}
/  \

{a} {b,c,d}

{a}

Покладемо R = L\ = {b, c, d}. В силу того, що |R| = 1, то зафі
ксуємо xi = b.

L2  = {v є L2  | d(b,v) < 2 } = {b}

R = {b, c, d} \ {b} = {c, d}
Ui = Ui + 1  = 1 , k2  = k2  + 1  = 2

L2  буде вершиною 2-го з’єднаємо її ребром з вершиною L\ .
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{a, b, c, d}

/ \
{a} {b,c,d}

{a} {b}

|R| більше одиниці, тож зафіксуємо x\ = c.

L2 = {v Є L\ | d(c,v) < 2} = {c, d}

R = {c, d} \ {c, d} = {0}
Mi =  Mi +  1 =  2, + 1 =  3

Оскільки на даному етапі R — порожня і і досяг свого максимуму, 
то L2 буде останньою вершиною 2 -го рівня і має бути з’єднана з L\

Спускаючись до наступного рівня побудови дерева T  збільшуємо 
лічильник q = 2. Оскільки вершини другого рівня {a} {b} містять 
по одному елементу, то згідно з кроками 8 - 1 2  алгоритму 1  матимемо 
вершини L3  = {a} L3  = {b} дерев а T, які будуть з’єднані ребрами 
з L2  = {a} L2  = {b} відповідно.

{a, b, c, d}
/ \

{a} {b,c, d}
/  /  \

{a.} {6 } {c,dJ
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{a, b, c, d} 
/  \

{a} {b,c,d}
/ / \

{a} {b} {c,d]

{a} {b}

Збільшуємо лічильник i = 3 при цьому покладемо R = L\ = 

{c, d}. Оскільки |R| більше одиниці, то зафіксуємо x\ = c.

L3 = {v Є 1 d(c,v) < 1} = {c}

R = {c, d} \ {c} = {d}
U2 = U2 + 1 =  1, кз = кз + 1 =  3

Маємо чергову вершину третього рівня L|, яка має бути з’єднана з 
|R| ще не нуль, тому продовжуємо і покладемо x\ = d, в такому 

випадку матимемо:

= {v Є L3  | d(d,v) < 1} = {d}

R = {d} \ {d} = {0}

L3  буде останньою вершиною дерева T, оскільки дійшли до макси
мального значення лічильника q Тому остаточно дерево T  матиме
наступний виглмд;
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{a, b, c, d} 
/  \

{a} {b,c, d}
/ / \

{a} {b} {c,d}

{a} {b} {c} {d}

Так як виконуються всі 3 умови теореми 2.3 та відповідно до 
теореми 2.4 метрична розмірність метричного простору (X, d) буде 
на одиницю менша від метричної розмірності кореневого дерева T, 
гцо його зображує, md(X,d)  = 1.

Приклад 13. Нехай (X, d) — ультраметричний простір , з матри
цею відстаней

М х

 ̂ a b c d

a 0  8  8  8  8

b 8  0 4 8  8

c 8  4 0 8  8

d 8  8  8  0  2

ve 8  8  8  2  0 y
Побудуємо дерево T, що його зображає і знайдемо метричну роз
мірність ультраметричного простору (X, d).

З матриці відстаней візьмемо множину відстаней і впорядкуємо 
її, в результаті отримаємо {0, 2,4,8 }. В якості кореня дерева висту
патиме вершина L0 = {a, b, c, d, e}. Проініціалізуємо змінні q = 0, 
i = 1, k\ = 0 uo = 0 R = Lq = {a,b,c,d,e}, a m-q = 8 . Так як в
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множині R  знаходиться більше одного елементу, то: 

ж0  = a, Ь\ = {v Є L0 | d(a, v) < 8} = {а}

R = {а, b, c, d, e} \  {а} = {b, c, d, e} 

uq =  uq +  1 =  1, k\ = k\ + 1 =  1

Визначимо вершину L\ як вершину 1-го рівня і з’єднаємо її ребром 
з коренем.

{a, b, c, d, e}

{a}

Так як R  непуста продовжуємо розбивати першопочаткову мно
жину елементів. Покладемо ж0  = b, тоді матимемо:

L( = {v Є L0  | d(b,v) < 8} = {b,c}

R = {b, c, d, e} \  {b, c} = {d, e} 

uq = Uq +  1 =  2, k\ = k\ + 1 =  2 

L0  є другою вершиною першого рівня, з’єднаємо її з коренем.
{a, b, c, d, e}

/  \

{a} {b,c}

|R| = ^^^y в циклі 15-22 й покладемо ж0  = d,
відповідно:

L0 = {v Є L0  | d(d, v) < 8 } = {d, e}

R  = {d, e} \  {d, e} = {0}
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Uo — Uo + 1 — 3, ki — ki + 1 — 3
Lf є останньою вершиною третього рівня, і дерево матиме наступний
ВИ I J I>[Д*

{а, b, c, d, e}

{a} {b,c} {d,e}

Спускаємось на рівень нижче й відповідні змінні матимуть зна
чення q — 1, і — 1, k2  — 0 ui — 0 a m-q — 4 Так як R — L\ — {а}, і 
відповідно має один елемент, то визначаємо вершину L\ та з’єднуємо 
її ребром з Li, k2  — k2  + 1  — 1 .

{a, b, c, d, e}

{a} {b, c} {d, e}

{a}

Далі переходимо на розбиття наступної вершини першого рівня 
і — 2 а відповідно R — L\ — {b, c}, ui — Зафіксуємо т\ — b, тоді:

L2 — {v Є L{ | d(b,v) < 4} — {b}

R — {b,c}\{b} — {c}
Ui — Uo + 1  — 1 , k2  — k2  + 1  — 2

Маємо нову вершину L2, яку з’єднуємо з L2 . Оскільки R непоро
жня — продовжуємо:

х 2  — c, L 2  — {v Є l 2  1 d(C v) < 4} — {c}
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R  = {c} \ {c} = {0}
u1 = Mi + 1 = 2 , k2  = k2  + 1 = 3

L2  _  вершина третього рівня, яку з’єднуємо ребром з Lf. На даному 
етапі нашу дерево матиме наступний вигляд:

{a, b, c, d, e}

{a} {b,c} {d,e}

{a} {b} {c}

Так як |R| = 0, то i = 3, а відповідно R = Lf = {d, e}, |R| > 1 і 
таким чином:

x\ = d, L2 = {v Є Lf | d(d, v ) < 4} = {d, e}

R = {d, e} \ {d, e} = {0}
+ 1 =  1, k2  = k2  + 1 =  4

Маємо останню вершину другого рівня L| яку ми з’єднуємо з Lf.
{a, b, c, d, e}

{a} {b,c} {d,e}

{a} {b} {c} {d,e}

Лічилвник i підійшов до свого максимуму в даному циклі а q — 

ні, тому ми спускаємосв на рівенв нижче. Так як вершини {a} {b}, 
{c} на другому рівні містятв по одному елементу, то відповідно до
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кроків 8 - 1 2  алгоритму 1  утворяться нові вершини L. = {a} L2  = 
m , l  = {c} дерева T відповідно.

{a, b, c, d, e}

{a} {b,c} {d,e}
/ / \  \

{a} {b} И  {d,e}

{a} {b} {c}

На даному етапі матимемо змінні q = 2, i = 4  k  = 3, u2  = 0, 
a m-q = 2. Після виконання циклу на кроках 15-22 двічі отримаємо 
останні дві вершини L| = {d} та = {e}, чим і закінчимо побудову
дерева T, що зображує ультраметричний простір X , яке в результаті 
матиме вигляд:

{a, b, c, d, e}

{a} {b,c} {d,e}
/ / \  \

{a} {b} {c} {<1 e}

{a} {b} {c} {d} {e}

Згідно з теоремами 2.3 та 2.4 метрична розмірність ультра метри
чного простору X дорівнюватиме двом.
Теорема 2.7. Д ля довільного скінченного ультраметричного про

стору (X,d), |X | = n існує поліноміальний алгоритм від n для
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визначення його метричної розмірності.

Доведення. З теореми 2.4 випливає, що скінченний улвтраметри- 
чний простір (X, d) ізометричний метричному простору (Lm, р), ви
значеному на дереві Tm. Білвш того, де рево Tm для метричного про
стору (Lm, р) може бути побудоване за поліноміалвний час. Згідно з 
теоремою 2.3 метрична розмірніств дерева Tm з комбінаторною ме
трикою, або дорівнює метричній розмірності метричного простору 
(Lm,p), або на одиницю менша. Оскілвки пошук шляху в дереві, 
кілвкіств вершин якого n, має складність O(nlog(n))7 то перевір
ка виконання умов 1-3 з теореми 2.3 буде також виконуватисв за 
поліноміалвний час. Оскілвки з роботи [5] випливає, що для будв- 
якого дерева з комбінаторною метрикою метричну розмірніств мо
жна знайти за поліноміалвний час, то з теореми 2.3 отримаємо, що 
для довілвного улвтраметричного простору можна знайти метричну 
розмірніств за поліноміалвний час. Таким чином, для довілвного 
улвтраметричного простору можна знайти метричну розмірніств за 
поліноміалвний час. □

Наведемо алгоритм знаходження метричної розмірності для скін
ченного улвтраметричного простору:
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Inpu t: Скінченний ультраметричний простір X.
O utpu t: Метрична розмірність m d (X )

1 Побудуємо кореневе дерево T, що зображує скінченний
ультраметричний простір X (Алгоритм 1);

2  Метричну розмірність дерева T обчислюємо за допомогою
Формули 1.2 Теореми 1.24;

3 if Д ля дерева T  виконуються умови 1-3 Теореми 2.3 th en

md(X) = md(T) — 1

5 end

6 else

інакше md(X) = md(T).
8 end
А л гор и тм  2: Знаходження метричної розмірності ультраметричного простору X

Т вердж ення 2.8. Нехай маємо, що (X 1,dXl) та (X 2,dX2) — де

які скінченні ультраметричні простори, то пряма сума X 1 0  X2  

цих ультраметричних просторів також буде ультраметричним 

простором.

Доведення. Нехай маємо деякі точки x ,y ,z  Є X1 0  X2 . Нам необхі
дно показати, що для простору X \ 0 X2  виконуватиметься нерівність

т(ж, y ) < maxjr(ж, z ) ,Т (y , z)}. (2 .1 )

Відповідно до визначення прямої суми метричних просторів маємо, 
що

Tc(u,v)
dXi(u,v), якщо u ,v  Є Xi 
c, в іншому випадку

При цьому c > max{dmm(Xi),d iam (X 2)}.
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1. У випадку коли x,y, z Є Х1 або x,y,z Є Х2  нерівність 2.1 ви
конуватиметься оскільки метричні простори Хі та Х2  є ультра- 
метричними.

2. Припустимо, що x,y Є Х1 та z Є Х2. В такому випадку нерів
ність 2 . 1  буде мати місце, так як:

т(x,y) < maxjr(x,z),т(y,z)},

але т(x, z) = с та т(y, z) = c за визначенням метрики. 
dXl (x ,y ) < с, оскільки

с > max{ sup d(u ,v ) , sup d(u ,v )}.
п,гоєХ і п,гоєХ 2

Тепер покажемо, що т(x,z) < max^(x,y),T(y,z)}. Справді, 
т(x,z) = с та max^(x,y),т(y, z)} = c, а отже нерівність вико
нується.
Нерівність т(y,z) < max^(x,y),т(x,z)} доводиться аналогі
чно.

3. Припустимо, що x Є Х1 та y, z Є Х2. Доводиться аналогічно до 
попереднього випадку.

□

Твердження 2.9. Нехай (Х1 , dXl) та (Х2 Д Х2) — деякі скінчен

ні ультраметричні простори, а Тті та Tm2 відповідні їм кореневі 

дерева. Тоді дерево Т , яке відповідає прямій, сумі Х1 0  Х2  ультра- 

метричних просторів Х1 та Х2  гомеоморфно дереву Т двома ко

реневими піддеревами якого є Тті та Тт2.

Доведення. Збудуємо дерево Т використовуючи алгоритм 1.
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Нехай X} = {ж}, ... ж}} і X2  = {ж2,..., ж̂}. Так як 

c > max{diam(X}), diam(X2)},

то визначальний набір для ультраметричного простору (X} 0 Х 2,тс) 

матиме вигляд а0, a}, . . . , ak , с. В корені дерева T будуть всі елемен
ти {ж},... xp, ж2, ..., ж2} множини X} 0  X2. Не порушуючи загаль
ності почнемо з деякої точки Хі Є X}, відповідно відстань від цієї 
ТО ЧКИ  ДО будь ЯКО Ї ТО ЧКИ  Xj Є X 2 буде дорівню вати с, т (Xi,Xj) = с. 
Згідно з алгоритмом в такому випадку на першій ітерації побудо
ви дерева у нас утворяться дві вершини другого рівня. Перша з 
яких L} буде складатись з точок відстань до яких з вершини жі бу
де меншою від с, тобто згідно визначення до неї увійдуть всі точки 
множини X}. Друга утворена вершина L2  складатиметься з усіх 
інших точок, які не увійшли до L }. Таким чином матимемо, гцо 
L } = {ж },... ж} } = X}, a L2  = {ж2,..., ж2} = X2. У випадку коли
а і є значенням метрики в просторі X} та на є значенням метрики в 
просторі X2, на відповідному рівні піддерева X2  дублюватимуться 
вершини попереднього рівня a i -}. Утворені вершини матимуть сте
пінь 2. Продовжуючи розбивати L } та L2  ми й отримаємо дерева 
гомеоморфні Tm̂ a  Tm 2  відповідно, оскільки фактично будувати
мемо зображення деревами для ультраметричних просторів X} та 
X2. Що й доводить твердження. □

Приклад 14. Нехай маємо ультраметричний простір (X, d), який
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можна представити матрицею відстаней

М х

( a b 0 s 
a 0 4 4 
b 4 0 2 

yc 4 2 0y
Для початку побудуємо дерево, що зображатиме простір (X, d) .

Виділимо множину відстаней з матриці відстаней і впорядкуємо 
її, матимемо {0, 2 ,4}, кореневою вершиною буде — L q =  {a, b, c}.

На першій ітерації значення змінних будутв наступними q =  0, 

і =  1  kQ =  0  u0  =  0. Покладемо R  =  L q =  {a, b, c}. Так як |R| =  1, 

то зафіксуємо xQ =  a.

IQ =  {v Є L q | d(a,v) < 4} =  {a}

R = {a, b, c} \ {a} = {b, c}
Проінкрементуємо відповідні змінні u0 = 1 kQ = 1. Згідно з алго
ритмом LQ є вершиною 1 -го рівня й ми маємо з’єднати її ребром з 
коренем.

На даному етапі наше дерево виглядатиме наступним чином:
{а,,b, с}

{a}

Так як R непорожня ми все ще знаходитимемосв в циклі на кро
ках 15-22. Змінні в початку наступної ітерації матимутв такі зна
чення: q = 0  і = 1  kQ = 1 u0  = 1. Зафіксуємо x0  = b. В такому 
випадку

b \ = {v Є Lq | d(b,v) < 4} = {b,c}
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R  = {b, c} \ {b, c} = {0}
Uo = Uo + 1  = 2 , ki = ki + 1  = 2

Маємо другу вершину першого рівня Li яку теж маємо з’єднати з 
коренем.

{a,b,c}

{a} {b,c}

Так як R вже порожня та лічилвник і досяг максимуму на цвому 
рівні, спускаємосв на рівенв нижче, 

q = 1, k2  = 0  і = 1, R = Li = {a}.
|R| = 1, том у k2  = 1 L1, = L1 = {a} L2 перша вершина другого 

рівня і ми маємо з’єднати її ребром з L^

{a,b,c}
/  \

{a} {b,c}

{a}

і = 2  R = L2  = {b, c} u1 = 0.
Зафіксуємо x\ = b. В такому випадку

L2  = {v Є L2  | d(b,v) < 2} = {b}

R = {b,c}\{b} = {c}
Ui = Ui + 1 =  1, k2  = k2  + 1 =  2

L2  наступна вершина другого рівня і ми маємо з’єднати ребром з 
Li відповідно.
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{a, b, c}

{a} {b,c}

{a} {b}

Так як R непорожня ми продовжуємо розбивати Lf, тоді x2> = c

= {v Є | d(c,v) < 2} = {c}

R = {c}\ {c} = {0}
U\ = U\ + 1 = 2, = ^ 2  + 1 = 3

Остання вершина другого рівня L2, з’єднуємо її ребром з Lf.
Так як R — порожня і q після інкременту на 1 дорівнюватиме 

2 , що є умовою закінчення роботи алгоритму, отримуємо фіналвне 
дерево, що зображує простір (X, d).

{a,b,c}

М  (b,ci
/ /  \

{a} {b} {c}

Метрична розмірніств улвтраметричного простору (X, d) відпо
відно до теореми 2.4 дорівнюватиме одиниці.

Розглянемо пряму суму улвтраметричного простору (X, d) само
го на себе (X ф X), а також побудуємо його зображення деревом T  
використовуючи алгоритм 1. Для зручності позначатимемо елемен
ти одного з просторів суми {a, b, c}, іншого ж {d, e, f }. Константу c
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покладемо рівною 8 . В такому випадку матриця відстаней матиме 
наступний виглмд;

/ a b c d e
a 0 4 4 8 8 8

b 4 0 2 8 8 8

Mx  = c 4 2 0 8 8 8

d 8 8 8 0 4 2

e 8 8 8 4 0 2

8 8 8 4 2 °J
Виділимо множину відстаней з матриці відс

ши її, матимемо {0, 2,4,8 }, кореневою вершиною буде ̂ L° = {a, b, c, d, e, f }.

Проініціалізуємо змінні початковими значеннями q = 0 i = 1 
ki = 0 u° = 0- Покладемо R = L° = {a,b,c,d,e,  f }. |R| = 1,
візвмемо x\ = a.

L \ = {v  Є LO | d(a, v) < 8}  =  { a, b, c}

R = { a, b, c, d, e, f }  \ { a, b, c}  =  K e, f }

Uo = Uo +  1 =  1, k \ = k i +  1 =  1

Вершина Li буде першою вершиною 1-го рівня, з’єднаємо її ребром 
з коренем.

{ a,b,c,d,e,f }

{a,b,c}

|R| = тому залишаємосв в циклі 15-22. В якості ж° з множини 
R візьмемо вершину d.

L{ = {v Є L° | d(d, v) < 8 } = {d, e, f }
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R =  {d,e,f} \ {d , e , f } =  {0 }
Uo =  Uo +  1 =  2, ki =  ki +  1 =  2

L 1 — друга вершина першого рівня, з’єднуємо її ребром з коренем.
{a , b, c, d , e , f  }

/  \
{a,b,c} {d,e,f}

R вже порожня, лічилвник і досяг максимуму на цвому рівні, 
спускаємосв на рівенв нижче.

q =  1, k2  =  0  і =  1, R =  L =  {a, b, c}.
Покладемо R =  L2  =  {a,b,c .̂ В силу того, гцо |R| =  1, то зафі

ксуємо x \ = a.

L 2 = {v є L1 | d (a , v ) < 4} =  {a}

R =  {a, b, c} \ {a} =  {b, c} 
u1 =  u1 +  1 =  1, k2  =  k2  +  1 =  1

L2  буде 2 -го з’єднаємо її ребром з вершиною Li .
{a,b,c,d,e,f }

/  \
{a,b,c} {d,e,f}

{a}

Множина R ще не порожня, тому x \ =  b.

l 2  =  {v є l 2  1 d(b,v) < 4} =  {b,c}

R =  {b,c}\{b,c} =  {0}
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U\ — U\ +  1 — 2, — 2̂ +  1 — 2

L| наступна вершина, з’єднуємо її ребром з Ь \.

{ a , b, c, d , e , f  }

{a, b, c} {d,e , f }

{ a}  { b,c}

За аналогією до попередніх двох вершин можемо отримати на
ступні 2  вершини цвого рівня L  — {d} та L2 — { e , f } після чого 
граф виглядатиме наступним чином:

{ a,b,c,d,e,f }

{ a,b,c}

{ a}  { b,c}

{ d,e,f }

{ d}  { e,f}

Спускаємосв до розбиття наступного рівня, q — 2, k3 — 0 i — 1, 
R — L1 — { a} .

|R| — 1 , відповідho k3 — 1  L3  — L2  — { a}  L3  буде вершиною 
третвого рівня з’єднаємо ребром з L\.

{a , b , c , d , e , f  }

/  \
{a ,b ,c} { d, e,/ }

{ a}  { b,c}  { d}  { e,f}

{a}



i = 2 , R = L2  = {b, c} u2  = 0 .
Зафіксуємо x2 = b. В такому випадку

L3  = {v є +  1 d{b. v ) < 2 } = {b}

R = {b,c}\{b} = {c}

U2 = U2 + 1  = 1 , кз = кз + 1  = 2  

L3  чергова вершина третього рівня, з’єднаємо ребром з +2 -
{a,b,c,d,e, f  }

100

{ a,b,c}

{ a}  { b,c}

{ d,e,f }

{ d}  { e,f}

{a} {b}

R ще непорожня тому продовжимо розбивати +2, тоді x2 = c

L3 = {v є l2 1 d(c,v) < 2} = {c}

R = {c}\ {c} = {0 }
U2  = U2  + 1 = 2, кз = кз + 1 = 3

+2   ̂вершина, з’єднуємо її pебром з +2 -
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{ a,b,c,d,e,f }

{ a,b,c}

{ a}  { b,c}

{ d,e,f }

{ d}  { e,f}

{a} {b} {c}

За аналогією побудови попередніх трьох вершин, ми можемо до
будувати дерево T , що зображуватиме прямий добуток X 0 X  про
стору (X , d) самого на себе. В результаті дерево T матиме вигляд:

{a,b,c,d,e,f }

{ a,b,c}

{a} {b} {с}

{ d,e,f }

{ d}  { e,f}

{d} {e} {f}

Варто зазначити, гцо згідно з теоремами 2.3 та 2.4 метрична роз
мірність прямої суми md(X  0  X) = 2. Метричний базис складати
меться з точок { b, e} .

2.3. Висновки до  р озд іл у

В розділі 2 розглядається задача пошуку метричної розмірності 
скінченних ультраметричних просторів. Наведено алгоритм побу
дови дерева, що визначає простір кінцевих вершин ізометричний
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скінченному ультраметричному простору, часова складність якого 
O(n5). За допомогою цього алгоритму, а також результатів наведе
них в [5], доведено, що метрична розмірність довільного скінченного 
ультраметричного простору може бути обчислена за поліноміальний 
час. Цей алгоритм знаходження метричної розмірності для скін
ченного ультраметричного простору описаний. Наведено приклади, 
охарактеризовано ультраметричні простори метрична розмірність 
яких дорівнює одиниці.

Результати цього розділу було опубліковано у працях [49], [50].
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Розділ З

МЕТРИЧНА РОЗМІРНІСТЬ 
КОНСТРУКЦІЙ МЕТРИЧНИХ

ПРОСТОРІВ

3.1. М е т р и ч н а  тр а н с ф о р м а ц ія

Т в е р д ж е н н я  3.1. Нехай маємо деякий метричний простір (X , d), 

також припустимо, що s : R+ ^  R+ метрична трансформація. 

Тоді метричний базис X  є також мет ричним бази,сом, метричної 

трансформації (X, s(d)).
Доведення. Нехай V  = {v i, i  Є I} — метричний базис для простору 
(X, d). Відповідно до визначення метричного базису, для будв-яких 
двох елементів u ,w  Є X існує Vj Є V  такий, що

d(u, Vj ) = d(w, Vj),
тобто Vj розділяє елементи u та w. Оскільки функція s монотонно 
зростаюча матимемо, що

s(d(u,Vj )) = s(d(w,Vj )).

Таким чином Vj розділяє u та w з простору (X, s(d)). О тже, V - 
розділяюча множина метричного простору (X, s(d)).

Далі нам необхідно показати, що V має мінімалвну потужніств за 
відношенням включення. Припустимо, що існує елемент V/, що мно
жина V \ {v/} є розділяючою множиною для (X, s(d)). Але V є мі

німальною розділяючою множиною (X, d). Це означає, що існують
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елементи u , w  Є X  такі, що для будь-яких Vj Є V  \  {v i} виконується 
така рівність:

d(u, Vj ) = d(w, Vj ).

Тоді це означає, що

s(d(u,Vj )) = s(d(w,Vj )),

тобто u і w не розділяються ДОВІЛЬНОЮ ТОЧКОЮ МНОЖИНИ V \ {Vi} в 
просторі (X, s(d)) . Таким чином, V \ {vi} не може бути метричним 
базисом для метричної трансформації (X, s(d)). □

Оскільки потужність метричного базису метричного простору є 
метричною розмірністю цього простору, то з твердження 3.1 мати
мемо наступний наслідок:

Н а с л ід о к  3.2. Д л я  будь-якої шкали s метрична розмірність ме

тричного простору (X , d) дорівнює метричній розмірності мет ри

чної трансформації (X , s(d)).

Н а с л ід о к  3.3. Нехай простори (X , dX ) та (Y, dY ) — ізоморфні, 

тоді m d ( X ) = m d ( Y ).

Доведення. Якщо простори (X, dX ) та (Y, dY) — ізоморфні, то існує 
метрична трансформація s така, що (X, s(dX )) та (Y, dY) — ізо
метричні, тоді m d (Y ) = m d ( s ( X )) за твердженням 3.1 маємо, що 
m d ( X ) = m d ( s ( X )) = m d ( Y ). □

П р и к л а д  15. Розглянемо метричний простір X зображений на ри
сунку 3.1.. Матриця відстаней в такому випадку виглядатиме на-
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Рис. 3.1. Метричний простір X

ступиим чином:

0 1 2 оо 4 оо 4

1 0 1 2 3 2 3

2 1 0 1 2 1 2

оо 2 1 0 3 2 3

4 3 2 3 0 1 2

оо 2 1 2 1 0 1

4 3 2 3 2 1 0

Як метричний базис можна взяти множину {а, е}, і, відповідно, ме
трична розмірність md(X,  d) =  2. Розглянемо метричну трансфор
мацію на прикладі масштабованої метрики з t =  2. Матриця відста
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ней зміниться й викладатиме наступним чином:

M

/ 0 2 4 6 8 6  8̂  

2 0 2 4 6 4 6

4 2 0 2 4 2 4

6 4 2 0 6 4 6

8 6 4 6 0 2 4

6 4 2 4 2 0 2

v8 6 4 6 4 2 0у

Але метрична розмірність при цьому збережеться md( X, s ( d ) ) 2.

3.2. Вінцевий добуток метричних просторів

Теорема 3.4. Нехай X  -  скінченний метричний простір, а У  -  

рівномірно дискретний метричний простір обмеженого діаметра, 

m d (Y ) < то. Тоді розмірність вінцевого добутку мет ричних про

сторів (X ,d x ) та (У, dY) дорівнює

m d (X w r sy ) =  |X | * m d (Y ) .

У випадку коли m d (Y ) =  то , то m d (X w r sY ) =  то.

Доведення. Нехай v 1, . . .  , v i — метричний базис метричного просто

ру (y , d Y )  Припустимо, що X  =  { x 1, . . .  , x m} . Покажемо, що мно
жина визначена наступним чином:

B  =  { (x j , щ)|1 <  j  < m,  1 <  i < n}

буде метричним базисом X w r sY .

Нехай (xi, yi) та (x 2, y2) — два різних елементи множини X w r sY . 

Згідно з визначенням вінцевого добутку метричних просторів ви
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пливає, що якщо xi = x2, то елементи (x^y^ та (x2, y2 ) розділяю
ться (x2, v2).Справді,

p((xi,yi),  (x2, У2 )) = dx(xi,X2 ),

P((x2 ^ 2 ), (x2 , v 2 )) = s(dY(y2 , v 2 )).
З нерівності 1.3 випливає, що

p((xb yi^ (x2 ,y2 )) < p((x2 ,У2 ), (x2 , v 2 )).
Таким чином точки (xi,yi) та (x2,y2) розділяються (x2, v2 ).

Нехай xi = x2. В такому випадку, ос кільки Vi,..., vn - метричний 
базис для У, то існує Vj, що розділяє yi тa y2. Матимемо:

P((xl,Уl), (xi,vj)) = s (d y (y i ,vj )),

P((x2,У2), (xi,Vj)) = s(dY(y2 , vj )).
Оскільки Vj розділяє yi хa y2 , то

s(dY (yi,vj )) = s(dY (y2,vj )).
В такому випадку всі елементи множини X мають бути включені в 
метричний базис вінцевого добутку.

Тепер покажемо, що B це базис. Припустимо, що множина B ‘ = 
B/{xi,vi} є базисом. Оскільки vi, ..., vn - базис множини У, то 
існують елементи yi,y2  Є У, що не розділяються v2, V3 , ... , vn, а 
тільки точкою Vi. В такому випадку елементи (x,yi) та (x,y2 ) не 
розділятимуться елементами з множини B3 Це означає, що B є мі
німальною множиною, і таким чином B є метричним базисом про
стору Xwrsy.

В результаті матимемо, що

md(Xwrsy ) = |X |md(y).
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□

З теореми 3.4 випливає твердження.

Н аслідок  3.5. Якщо простір X  нескінченний, m odim d (X w r sY ) = 
то.

П риклад 16. Розглянемо два метричні простори визначені на Z: 
[—3; 3] та {1, 2,3} з визначеною на них Евклідовою метрикою. Нехай 
X = [—3;3], a Y = {1, 2}. Вінцевий добуток метричних просторів 
складатиметвся з набору сегментів, що попарно не перетинаютвся. 
Шкалу виберемо таким чином, щоб довжина кожного з відрізків 
була меншою ніж 1. Відстанв між точками цвого простору визнача
тиметься наступним чином:

1. якщо точки належать до того ж сегменту то відстань між ними 
буде рахуватись як евклідова

2. якщо точки належать до сегментів з номерами p  та q, p = q, то 
відстань між ними буде |p — q|.

Враховуючи той факт, що метрична розмірність простору Y бу
де дорівнювати одиниці, а також те, що відповідно до теореми 3.4 
m d (X w r sY ) = |X|md(Y) матимемо, що метрична розмірність він
цевого добутку m d (X w r Y ) = 6 х 1 = 6

3.3. М етрична розм ірність прям ої сум и м етричних про
сторів

Для початку розглянемо допоміжні твердження та їх доведення.

Т вердж ен н я  3.6. Нехай (X, d) — метричний простір, у якого всі 

значення, метрики d різні. В  такому випадку m d (X ) = 1.
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Доведення. Справді, оскільки всі значення метрики в метричному 

просторі X різні, то для довільних точок u, V w простору X  відстані 

d(u ,v), d(u,w), d(w,v) попарно різні, а тому метричним базисом є 
довільна точка простору і md(X) = 1. □

Л ем а 3.7. Метричний базис и-т,очкового еквідистантного про

стору складається з n — 1 точок, тобто m d(Y ) = | Y  | — 1.

Доведення. Спочатку зауважимо, що для довільного n-точкового 

метричного простору X довільна множина A, що складається з n—1 
точки простору, є розділяючою. Справді, для довільної пари точок 

простору принаймні одна з точок належить множині A , а отже вона 

і буде розділяючою для пари.

Оскільки всі значення метрики в метричному просторі Y одна

кові, то для довільних точок u v w простору Y відстані d(u,v), 

d(u, w) будуть попарно різні тоді й тільки тоді, коли дві точки з 

цих трьох точок будуть співпадати. Тобто, для довільної пари то

чок одна з них має належати базису. А це, у свою чергу, означає, 

що метричний базис простору Y містить n — 1 точку. □

Т вердж ен н я  3.8. Нехай I  — деяка, множина індексів, X  = {хі}ієі  

підмножина множини дійсних чисел, для якої існує найбільший 

а,бо найменший елемент х0. Тоді точка х0 є метричним базисом, 

простору X  з Евклідовою метрикою, і, відповідно, m d ( X ) = 1.

Доведення. Не обмежуючи загальності, можемо вважати, що х0 — 

найбільший елемент множини X. Тоді відстань від х0 до довільної 

точки хІ5 і Є I , обчислюється за формулою |хо — xi|. А  оскільки 

всі числа з множини X = { жі } іє/  попарно різні, то і всі відстані 

також будуть попарно різні. А  отже точка х0 є розділяючою, тобто
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є метричним базисом і md(X) = 1. □

Для довільних різних значень констант сі та с2, які задовольня
ють умові 1.4 метричний простір прямої суми визначений за допо
могою константи с1 та метричний простір визначений за допомогою 
константи с2 ізоморфні [45]. Оскільки за наслідком 3.3 метрична 
розмірність прямої суми метричних просторів X1 0 ... 0 Xn не зале
жить від вибору константи с то надалі ми не будемо її уточнювати.

Теорема 3.9. Нехай метричні просторіХ1; ..., Xn мають скін

ченну метричну розмірністю і є просторами скінченного діаме

тру. Тоді метрична розмірністю прямої суми X 1 0 ... 0 Xn дорів

нює сумі метричних розмірностей цих просторів
П

md(Xi 0 ... 0 X n) = ^ (md(X*)).
i=і

Доведення. Нехай О = {иг1 , . . . , v \ } — метричний базис простору 
X  1 < i < п . Спочатку покажемо, гцо об’єднання множин

П
v  = U  v1=1

є розділяючою множиною. Справді, нехай ж, у довільні точки про
стору X1 0 ... 0 Xn. Якщо ж і у належать одній множині Xj 1 < 
j < п, то існує точка vj 1 < i < kj метричного базису Vj а отже і 
множини V, що їх розділяє. Якщо ж і у належать різним множинам 
Xj і Xq, 1 < j, q < п, то вони розділятимуться довільною точкою 
множин Vj або Vq які є підмножинами множини V.

Покажемо тепер, що множина V є метричним базисом прямої 
суми X1 0 ... 0 Xn, тобто найменшою за відношенням включення 
розділяючою множиною.
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Нехай Vq Є V — деяка точка метричного базис у простору (Xq, dXq), 
1 < q < n, 1 < і < kq. Покажемо, що множина V \ {vq} не є ме
тричним базисом Xi 0 ... 0 X n. Оскільки точка, Vq Є V входить 
до метричного базису простору (Xq ,dxq), то існують деякі точки 
u,w Є Xq, Щ О Р О З Д ІЛ Я Ю Т Ь С Я  ТО ЧКО Ю  Vq і не розділяються іншими 
точками з Vq. Тоді точки u,w Є Xq не розділятимуться довільною 
точкою множини V\{vq }. Справді, точками множини Vq \{vq } вони 
не розділятимуться за вибором пари u, w. Крім того, згідно з визна
ченням метрики т для довільної точки vl Є V, 1 < l < n, l = q, 
1 < i < ki, яка не є точкою підмножини Xq виконується рівність:

т (u,vi) =  т (w,vi) =  c.
Оскільки точку Vq ми вибирали довільну, то V є найменшою за від
ношенням включення розділяючою множиною X1 0  ... 0  Xn, тобто 
метричним базисом. Оскільки множини X* не перетинаються, то 
|V| =  | U П=і V|,a відповідно

n
md(Xi 0  ... 0  Xn) =  ^ (md(X*) ) .

i=і
□

Н а с л ід о к  3.10. Д ля довільних скінченних метричних просторів 

скінченного діаметра X1 ... Xn

md(Xi 0  X2 0  ... 0  Xn) >  n.
Доведення. Оскільки для довільного 1 <  і <  n простір X* не поро
жній, то метрична розмірність md(X*) >  1, звідки випливає твер
дження наслідку. □

Н а с л ід о к  3.11. Д ля довільних метричних просторів X1, X2 скін

ченного діаметра метрична розмірність md(X1 0  X2) =  2 тоді и
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тільки тоді, коли метрична розмірність X 1 дорівнює метричній 

розмірності X 2 і дорівнює одиниці.

Доведення. За теоремою 3.9 якщо md(Xі) = md(X2) = 1, то метри
чна розмірність їх суми дорівнює 2. З іншого боку, оскільки метри
чні простори Хі та Х2 непорожні, то метрична розмірність їх суми 
не менше 2, що і показує справедливість твердження наслідку. □

3.4. М етрична розм ірність прямого д обутк у  м етричних  
просторів

Метричні простори (X х Y ,d1), (X х Y ,d2), (X х Y ,d (X) отримані в 
результаті прямого добутку метричних просторів (X, d x ) та (Y, dy) 
з точки зору метричної розмірності всі три конструкції різні, хоча 
й топологічно еквівалентні. І для відповідних метричних просторів 
метрична розмірність обчислюватиметься по-різному.

Т еорем а 3.12. Нехай X  — деякий метричний простір, всі зна

чення метрики в якому попарно різні, a Y  — скінченний еквіди- 

стантний метричний простір, | Y| = m > 4. Тоді для метричного 

простору (X  х Y ,d 1) виконується рівність

m d(X  х Y, d1) = m d (Y ) = m  — 1.

Доведення. Побудуємо розділяючу множину B  метричного просто
ру (X х Y, d1) визначеного як прямий добуток просторів X = {хі}іЄі 

та Y = {y i , . . .  ym}, де I — деяка множина індексів.
Нехай маємо дві різні точки (x1,y1), (x2,y2) Є (X х Y, d1). Припу

стимо, що ці точки розділяються деякою точкою (xi,yj) Є B, і Є /, 
1 < j < m. Тоді, згідно з визначенням матимемо:



di((xh yi), (х г,у3)) = dl((x2, У2) , {Xi^ j)).
Цю нерівність можна переписати в такому вигляді:

dx (xi,Xi) + dy (у і, yj) = dx (x2,Xi) + dy (y2, y j) (3.1)

Розглянемо наступні випадки:

1. x1 = x2. В такому випадку в умові (3.1) доданки dx(x1,xi) та 
dx(x2,xi) будуть рівними й наша умова зведеться до

dY (yi,yj) = dy (y2,yj),
тобто yj повинна розділяти точки y1 і у2. А оскільки простір Y  
еквідистантний, і точки y1 і y2 ми вибирали довільним чином, 
то в множину B мають ВХОДИТИ ВСІ ТО ЧКИ  ВИ ГЛЯДУ (xi,yj), 1 < 
j < m — 1, для деякого фіксованого і  і Є I.

2. x1 = x2. Покажемо, що довільна точка (xi,yj-), 1 < j < m — 1, 
yj = Уь yj = ŷ , розділятиме точки (x1,y1), (x2,y2) Є (X  x 
Y) Спочатку зауважимо, що в множині B така точка існує, 
оскільки |Y| > 4 Оскільки простір (Y, dy) - еквідистантний, то

dY (y1,yj ) = dY (У2 ,yj ),
а отже умова 3.1 зведеться до вигляду

dx (x1 ,xi) = dx (x2 ,xi).

Але в просторі (X, dx) всі значення метрики попарно різні, тому 
нерівність виконуватиметься.

Зауважимо, що за побудовою, множина

113

B {(xi, y1), . . . , (xi, ym—1)} ,
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де і деякий фіксований індекс з множини /, є також мінімальною 
розділяючою множиною, тобто базисом. Таким чином матимемо, що 
розмірність прямого добутку метричних просторів дорівнює розмір
ності еквідистантного простору

md(X х Y, d\) = m  — 1 = md(Y).

□

Теорема 3.13. Якщо  (X, dX) та (Y, dY) — скінченні еквідистан- 

тні метричні простори, то метрична розмірність прямого добу

тку цих просторів з визначеною метрикою  d1 дорівнює

m d (X  х Y, di ) = md(X) + md(Y).

Доведення. Нехай X = {x 1, . . . ,  x n} і Y  = {y1, . . .  ym}, для яких 
md(X) та md(Y) — їх метричні розмірності відповідно. Покажемо, 
що множина

BX xY { (x1, ym) , . . .  , (xn—1, ym) , (xn— 1, y 1) , . . . , (x n—1, ym—1) }

є базисом простору (X х Y, d1) . Справді, для будь-яких двох то
чок (xUl ,y Vl)  (xu2 , yv2) простоpy X x Y, ми завжди можемо знайти 
розділяючу точку (xu, yv) таку, щоб одна з її координат співпада
ла з відповідною координатою точок (xUl ,yVl) , (xu2 ,yV2) . Тобто, щоб 
виконувалась одна з рівностей xu =  xÛ H  xu =  xU2, yv =  yVl чи 
yv =  yV2- Тоді один з доданків в сумах:

d1 ((xui, yvi), (xu, yv)) dX (xui, xu) + dY(yvi, yv) 

d1 ((xu2 , yv2 ), (xu, yv )) dX (xu2 , xu) + dY (yv2 , yv)
буде перетворюватися в 0. Відповідно, відстані будуть різними. Та
ким чином Bxхy є розділяючою множиною.
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Покажемо тепер, що В х xy  є мінімальною за відношенням вклю-
Ч 6Н Н Я .

Припустимо, що метричним базисом буде множина

Вх хУ {(x1, Ут ) , . . . , (xn— 1, ym), (xn—1 ,Уі) , . . . , (xn—1, ym—1)}\ { (xi, yj )},

де 1 < i < n , j  = m  або i = n — 1,1 < j  < m. Розглянемо дві точки 
з координатами (xi,yj) та (xi,ym). В множині В для них має існу
вати розділяюча точка з координатами (u,v). Згідно з визначенням 
розділяючої точки матимемо:

d1((u,v), (Xi,yj )) = d1 ((u,v), (xi,ym)) 

dx (u,Xi) + dy (v, yi) = dx (u,Xi) + dy (v,ym) 

dy (v,yi) = dy (v,ym)

А оскільки наші простори еквідистантні то відстані dy (v,yi)Td, dy (v, ym) 

будуть рівними, тобто наше припущення неправильне і точка з ко
ординатами (xi,yj) має входити до метричного базису.

Розмір, таким чином, визначеного базису буде дорівнювати:

n — 1 + m — 1 = (n — 1) + (m — 1) = m d ( X ) + m d ( Y )

□

Вводячи додаткові обмеження на метричні простори, кількість 
точок у базисі прямого добутку можна зменшити. Найтривіальні
шим прикладом в даному разі буде випадок, коли простори (X, d x ) 
і (Y,dy) такі, що всі відстані в (X х Y ,d1) є попарно різними. Тоді, 
відповідно, метрична розмірність простору (X х Y ,d1) дорівнюва
тиме одиниці md(X х Y ) = 1.
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Теорема 3.14. Якщо (X, dx) та (Y,dY ) — скінченні еквідистан- 

тні метричні простори, то метричний простір визначений на їх 

добуткові з Евклідовою метрикою

d2((Xl , Уl ) , (Х2,У2)) =  \ / { dX (x 1 ,x2))2 +  (dY (Уі ,У2))2

матиме метричну розмірністю, що дорівнює сумі метричних роз

мірностей цих просторів

(X  х Y, d2) = m d (X ) +  m d (Y ) . (3.2)

Доведення. Для просторів (X, dx ) та (Y, dY) , де X =  { х 1, . . . ,  xn}, 

Y  = {y1, . . .  ,ym} визначимо підмножину

BX х Y { (x1, ym) , . . .  , (xn—1, ym) , (xn-1, y1) , . . . , (xn-1, ym-1) }

прямого добутку X х Y й покажемо, що ця множина є розділяючою. 
Нехай маємо дві різні точки (x 1, y1) , (x 2,y2) Є (X х Y) та розділяючу 
їх (xi ,yj ) . Згідно з визначенням метричного базису матимемо:

d2((x1,y1) , (xi,yj)) =  d2((x2,У2) , (xi,yj))

Y//dX(x17Xi)2+ "dY(y1,^j )2 = \ j  dx (x 2,xi )2 +  dY (y2,yj )2

dx (x1,Xi)2 +  dY (y1,yj )2 = dx (x 2,xi )2 +  dY (y2,yj )2

Далі застосовуючи міркування аналогічні наведеним в доведенні те
ореми (3.13) матимемо, що базис метричного простору (X х Y, d2) 

такий самий як і для метричного простору (X х Y, d1) , а відповідно 
їх метричні розмірності збігаютвся. □

Зауваження. В теоремі 3.14 рівніств (3.2) виконуєтвся така ж як 
і для метрики dy  Але, метрична розмірність просторів (X х Y, d1) 

та (X х Y, d2) збігаєтвся не завжди. Для прикладу нехай простір
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X  складається з вершини прямокутного трикутника з відстанями 
між ними, що дорівнюють 3, 4 та 5. А простір Y  визначити як дві 
точки з відстанню 3 між ними. В такому випадку до метричного 
базису (X х Y, di) входитиме лише одна точка, а в метричний базис 
простору (X х Y,d2) входитимуть дві точки. Тому матимемо, що

md(X х Y ,d i ) = md( X  х Y, d2).

Теорема 3.15. Нехай (X, dX) та (Y, dy ) — скінченні еквідистан- 

тні метричні простори, на яких визначено прямий добуток X  х Y  

з метрикою

dx ((xi,yi),  (x2,y2)) = max{dx(x i , x2); dy(yi ,y2)}.

Метрична розмірністю метричного простору (X х Y , d ж) в такому 

випадку дорівнюватиме

md(X  х Y, dTO) = <
|X| х (|Y| — 1), у випадку, якщо cX > cy ,

|Y| х (|X| — 1), у випадку, якщо cX < cy ,

|X| х |Y| — 1, у випадку, якщо cX = cy ,
v

де cX і cy  ненульові значення метрик просторів X  i Y  відповідно.

Доведення. Нехай, як і раніше, X  = {x i , . . . ,  xn} і Y  = {yi , . . .  ym} і 
m d ( X ) та m d (Y ) — їх метричні розмірності відповідно. Розглянемо 
можливі випадки.

1. cX > cy . Визначимо множину

В = {(x l, yJ )|i = 1, . . . ,n ,j  = 1, . . . ,m — 1}

й покажемо, що вона є метричним базисом простору (X х Y, dTO).
В такому випадку, для двох довільних точок (xu, ym) та (xv ,ym), 
що належать множині X х Y  та не входять до метричного базису
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B ми зможемо взяти розділяючою деяку точку (xu,yj ) й таким 
чином матимемо що

dw((xu , ym)  (xu,yj )) Шах{̂ х (xu,xu); dY (ym,yj )} dY (ym,yj )

d<x((xv ,ym) , (xu,yj )) max{dx (xu, xv ); dY (ym,yj )} dX (xu,xv )
dY(ym, yl ) = dX (xu, xv) .

В результаті наші відстані будуть різними й B буде розділяючою 
множиною. Тепер покажемо, що B є мінімальною.
Нехай існує деяка множина

B' =  { ^ у?) |i =  1 ^  і  = 1, . . . ,m -  1} \ j (xu' ,yv')},

де 1 < п' < п, 1 < v' < ш, і припустимо, що вона є метри
чним базисом простору (X х Y, dTO) . Нехай також задано пару 
точок (xu, yv) та (xu, ym) простору X х Y.  Якщо ця пара то
чок розділятиметься точкою з метричного базису (xu,yv) Є B' 
матимемо:

(а) xu =  xu/. Розглянемо відстані між точками

d<x ((xu', yv') , (xu, yv)) max{dx (xu', xu); dY (yv', yv ) }
dX(xu', xu) max{dx (xu',xu); dY(ym,yv)}

dTO((xu' ,ym) , (xu,yv ) ) . (3-3)

Тобто dTO((xu,yv') , (xu,yv)) =  dTO((xn,ym) , (xu,yv) )• а це не
можливо за визначенням метричного базису.

(б) xu =  xu/. В цьому разі наші відстані матимуть наступний
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вигляд

((xu' 1 У Vі ) J (xu 1 yv )) (xu' J xu); dY (yv' 5 yv ) }
dY (yvl 1 yv) dY (ym,yv) max{dX {Xu>xu); dY (ymi yv)}

= d^( (xuii ym)i (xu,yv)) (3.4)
Що також неможливо за визначенням.

Таким чином точка (xu ,yvi) має входити до метричного базису 
B метричного простору (X х Y,dTO), а сама визначена нами 
множина B є мінімалвною.
В резулвтаті матимемо, що

md( X  х Y, dTO) = |X| х (|Y| -  1).

2. cx < cy. Використовуючи аналогічні попереднім міркування, 
в цвому випадку отримаємо, що метрична розмірніств прямого 
добутку становити

md(X х Y,dTO) = |Y| х (|X| -  1).

3. cx = cy. Спробуємо побудувати розділяючу множину B для 
простору (X х Y,dTO). Нехай маємо дві різні точки (xui,yvi), 
(xu2,yv2) Є X х Y та розділяючу їх (xi, yj) Є B. В такому ви
падку, згідно з визначенням, в нас має виконуватисв наступна 
нерівніств:

max{dx (xm, xi); dY (yv i ,yj)} = max{dx (xu2 ,xi); dY (yv 2 ,yj)}
Оскілвки наші відстані еквідистантних просторів X та Y одна
кові, то дана нерівніств може виконуватисв лише у випадку, 
коли один із максимумів перетворюєтвся в 0. Це можливо ли
ше тоді, коли одна з точок (xui ,yvi), (xu2 ,yv2) співпадатиме з
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базисною. І так має бути для кожної з пар точок простору 
(X х Y, dx). Таким чином в базис B входитимуть всі точки 
окрім однієї, а метрична розмірність цього простору становити
ме

md( X  х Y, dx)  = |X| х |Y| -  1.
При чому за побудовою така множина B є мінімальною.

□

3.5. Висновки до  р озд іл у

В розділі 3 розглядається метрична розмірність деяких конструкцій 
метричних просторів. Показано, що метрична розмірність для ме
тричної трансформації дорівнює метричній розмірності метричного 
простору до якої її було застосовано. Повністю охарактеризовано 
метричну розмірність вінцевого добутку метричних просторів. А 
також наведено формули для обчислення прямої суми метричних 
просторів та прямого добутку для деяких типів метричних просто
рів.

Результати розділу опубліковано в [46, 51]
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ВИСНОВКИ

У дисертаційній роботі досліджується метрична розмірність скін
ченних ультраметричних просторів, а також метрична розмірність 
деяких конструкцій метричних просторів з у мовами скінченності.

Наведено алгоритм зображення скінченного ультраметричного про
стору за допомогою кореневого дерева, що має складність за часом 
O(n5), тобто показано поліноміальну оцінку за часом для цього ал
горитму. Доведено, що для будь-якого скінченного ультраметрично
го простору X існує поліноміальний за часом алгоритм для обчи
слення його метричної розмірності.

Наведено алгоритм знаходження метричної розмірності для скін
ченного ультраметричного простору.

Повністю охарактеризовані ультраметричні простори метрична 
розмірність яких дорівнює одному.

Показано, що для довільної шкали s метрична розмірність метри
чного простору дорівнює метричній розмірності його трансформації 
за допомогою цієї шкали.

Наведено формулу для підрахунку метричної розмірності вінце
вого добутку скінченного і рівномірно дискретного метричних про
сторів. Доведено, що метрична розмірність вінцевого добутку ме
тричних просторів X та Y  дорівнює добутку кількості елементів 
простору X на метричну розмірність простору Y. У випадку коли 
метрична розмірність простору Y метрична розмірність конструкції 
також дорівнює нескінченності.

Показано, що метрична розмірність прямої суми метричних про
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сторів скінченного діаметра Хі... X n дорівнює сумі метричних роз
мірностей цих просторів. Досліджено деякі властивості метричної 
розмірності прямої суми метричних просторів. Зокрема, якщоХ — 

довілвний метричний простір всі значення метрики в якому попар
но різні, a Y  — скінченний еквідистантний метричний простір, то 

метрична розмірніств прямого добутку таких просторів дорівнює 

метричній розмірності простору Y, тобто |Y| — 1.
Отримано формули для підрахунку метричної розмірності пря

мого добутку скінченних еквідистантних метричних просторів для 

різних метрик dp d2  та dTO.
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