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Âñòóï

Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ êîñïåêòðàëüíi êóái÷íi ãðàôè

äëÿ n 6 20.

Êóái÷íèì ãðàôîì íàçèâàþòü ïðîñòèé ãðàô, ó ÿêîìó êîæíà âåðøèíà ìà¹

ñòåïiíü 3. Êëàñ êóái÷íèõ ãðàôiâ ¹ îñîáëèâî öiêàâèì äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ çàñòî-

ñóâàíü òà ïðîãðàì çàâäÿêè òîìó, ùî äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ âàæëèâèõ âiäêðèòèõ

ïðîáëåì ó òåîði¨ ãðàôiâ ñàìå êóái÷íi ãðàôè ¹ íàéìåíøèìè àáî íàéïðîñòiøèìè

êîíòðïðèêëàäàìè.

Ó õiìi¨ êóái÷íi ãðàôè ñëóæàòü ìîäåëÿìè äëÿ ôóëåðåíiâ, çà âiäêðèòòÿ ÿêèõ

Ðîáåðò Êåðë, Ãåðîëüä Êðîòî òà Ði÷àðä Ñìîëi îòðèìàëè Íîáåëiâñüêó ïðåìiþ,

àáî áiëüø âçàãàëüíîìó - äëÿ äåÿêèõ öèêëîïîëi¹íiâ.

Ãåíåðàöiÿ êóái÷íèõ ãðàôiâ ìîæå ââàæàòèñÿ åòàëîííîþ ïðîáëåìîþ ïðè ïå-

ðåðàõóâàííi ñòðóêòóð.

Ôóëåðåí

Êóái÷íi ãðàôè ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ðîçäiëàõ òîïîëîãi¨,

çîêðåìà, ïðè âèâ÷åííi CW-êîìïëåêñiâ. Òàêîæ êóái÷íèìè ¹ ãðàôè ïðîñòèõ

áàãàòîãðàííèêiâ â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, òàêèõ, ÿê äîäåêàåäð.

Äîâiëüíå âêëàäåííÿ ãðàôà â äâîâèìiðíó ïîâåðõíþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
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âèãëÿäi ñòðóêòóðè êóái÷íîãî ãðàôà, âiäîìî¨ ÿê êàðòà êîäóâàííÿ ãðàôà. Ó öié

ñòðóêòóði êîæíà âåðøèíà êóái÷íîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê ïðàïîð âêëà-

äåííÿ, i ÿâëÿ¹ ñîáîþ òðiéêó � âåðøèíà, ðåáðî òà ãðàíü. Òðè ñóñiäè êîæíîãî

ïðàïîðà � öå òðè ïðàïîðè, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè, çìiíèâøè îäèí ç åëåìåíòiâ

ïðàïîðà òà çàëèøèâøè äâà iíøèõ.

Çâàæàþ÷è íà àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ êóái÷íèõ ãðàôiâ òà ¨õ êîñïåêòðàëü-

íîñòi, ìåòîþ íàøî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðàõóíîê ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê êîñïå-

êòðàëüíèõ ãðàôiâ, äîñëiäæåííÿ õàðàêòåðèñòèê êóái÷íèõ ãðàôiâ, ïîøóê êî-

ñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ ñåðåä êóái÷íèõ ãðàôiâ ç êiëüêiñòþ âåðøèí n 6 20.

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç 3 ðîçäiëiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî îñíîâíi îçíà÷åííÿ i ïî÷àòêîâi âiäîìîñòi ïðî

ïîíÿòòÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ. Áóëî îá÷èñëåíî ñïåêòðàëüíi

õàðàêòåðèñòèêè êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ íà 6 âåðøèíàõ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè êóái÷íèõ ãðàôiâ

ñïåöiàëüíèõ òèïiâ Gt = C2t+1 × K2, îïðàöüîâàíî ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó ñïå-

êòðiâ ãðàôiâ G1 = C3 ×K2 òà G2 = C5 ×K2.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi áóëà âèêîíàíà ðîáîòà ç ïîøóêó êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ

ñåðåä êóái÷íèõ ãðàôiâ n 6 20. Ïîáóäîâàíî êîñïåêòðàëüíi ïàðè ãðàôiâ, ÿêi

ìiñòÿòü êóái÷íi ãðàôè.
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Ðîçäië 1

Îñíîâíi îçíà÷åííÿ i ïî÷àòêîâi âiäîìîñòi

1.1 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Íà ïî÷àòêó ïðèãàäà¹ìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. [1] Çàãàëüíèì íåîði¹íòîâàíèì ãðàôîì íàçèâàþòü

G = (V,E, L, δE, δL), äå V - ìíîæèíà âåðøèí, E - ìíîæèíà ðåáåð,

L - ìíîæèíà ïåòåëü òà âiäîáðàæåíü, (δE : E → C2
V ) - ìíîæèíà äâîõåëå-

ìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V , (δL : L→ V ) .

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. [1] Ïðîñòèì íåîði¹íòîâíèì ãðàôîì íàçèâà¹òüñÿ G =

(V,E, δE), äå V � ìíîæèíà âåðøèí, E � ìíîæèíà ðåáåð, (δE : E → C2
V ).

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. [1] Ñòåïiíü âåðøèíè ïðîñòîãî ãðàôà - öå êiëüêiñòü ðåáåð,

ç ÿêîþ öÿ âåðøèíèíà iíöèäåíòíà.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. [1] Ïðîñòèé ãðàô íàçèâàþòü k-ðåãóëÿíèì, ÿêùî âñi éîãî

âåðøèíè ìàþòü ñòåïiíü k.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. [1] Ãðàô íàçèâàþòü êóái÷íèì, ÿêùî ñòåïiíü êîæíî¨ éîãî

âåðøèíè äîðiâíþ¹ 3.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. [4] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé íåîði¹íòîâíèé ãðàô áåç ïå-

òåëü. Òîäi ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi ãðàôà Ã ¹ 0-1 ìàòðèöÿ Ì, ç ðÿäêàìè,

iíäåêñîâàíèìè çà âåðøèíàìè i ñòîâïöÿìè, iíäåêñîâàíèìè çà ðåáðàìè, äå

Mxe = 1, êîëè âåðøèíà õ ¹ êiíöåâîþ òî÷êîþ ðåáðà å.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. [4] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé ãðàô áåç êðàòíèõ ðåáåð. Òîäi

ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi ãðàôà Ã âèçíà÷à¹òüñÿ 0-1 ìàòðèöÿ À ç íóëiâ i îäè-
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íèöü, ÿêà iíäåêñîâàíà íàáîðîì âåðøèí V ç Ã, äå Axy = 1, êîëè iñíó¹ ðåáðî ç

âåðøèíè x äî âåðøèíè y â ãðàôi Ã, i Axy = 0, êîëè íå iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. [4] Õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì � öå ïîëiíîì, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ pA(θ) = det(θI − A)

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. [4] Ñïåêòðîì ñêií÷åííîãî ãðàôà Ã íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A ðàçîì ç ¨õ êðàòíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.10. [4] Íåõàé Ã � öå ñêií÷åííèé íåîði¹íòîâíèé ãðàô áåç ïå-

òåëü. Ìàòðèöåþ Ëàïëàñà ãðàôà Ã íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ L, ÿêà iíäåêñîâàíà

ìíîæèíîþ âåðøèí ãðàôà Ã, äå Lxy = −Axy äëÿ x 6= y. ßêùî D � öå äià-

ãîíàëüíà ìàòðèöÿ, iíäåêñîâàíà íàáîðîì âåðøèí ãðàôà Ã òàêèì, ùî Dxx ¹

ñòåïåíåì âåðøèíè õ, òîäi L = D � A. Ìàòðèöÿ Q = D + A íàçèâà¹òüñÿ

,áåççíàêîâîþ ìàòðèöåþ Ëàïëàñà ãðàôà Ã.

Îçíà÷åííÿ 1.1.11. [4] Ñïåêòðîì Ëàïëàñà íåîði¹íòîâíîãî ñêií÷åííîãî ãðàôà

áåç ïåòåëü Ã ¹ ñïåêòð ìàòðèöi Ëàïëàñà.

1.2 Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê êîñïåêòðàëü-

íèõ ãðàôiâ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä äâîõ íåiçîìîðôíèõ ãðàôiâ, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé ñïåêòð.

Äâà íåiçîìîðôíi ãðàôè G òà H íàçèâàþòüñÿ êîñïåêòðàëüíèìè, ÿêùî âîíè

ìàþòü îäíàêîâèé ñïåêòð[7].

Ìà¹ìî 2 êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôè:

ðèñ 1.2.1 - Ãðàô G
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ðèñ 1.2.2 - Ãðàô H

Ðîõðàõó¹ìî çà âiäïîâiäíîþ ôîðìóëîþ ¨õ õàðàêòåðåñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

pA(λ) = det(λ ∗ I − A)

Îòðèìó¹ìî: pA(λ) = λ6 − 6λ4 − 4λ3 + 5λ2 + 4λ.

Ïðèðiâíÿâøè õàðàêåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äî 0, îòðèìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà

äëÿ êîæíîãî ç ãðàôiâ.

Ïîðàõó¹ìî âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì ÷èñëàì äëÿ êîæíîãî iç

ãðàôiâ.

Ó íàñòóïíié òàáëèöi çàïèñàíi âëàñíi âåêòîðè äëÿ Ãðàôà G òà Ãðàôà H:

Âëàñíi ÷èñëà Ãðàô G Ãðàô H

λ1 = 0



u

0

0

0

0

0





0

0

−u
0

u

0


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λ2 = 1



0

−u
−u
0

u

u





u

u

0

0

0

0



λ3 = −1



0

−u
u

0

0

0


+



0

0

0

0

−v
v





−u
u

0

0

0

0


+



0

0

0

−v
0

v



λ4 = −1



0

−u
u

0

0

0


+



0

0

0

0

−v
v





−u
u

0

0

0

0


+



0

0

0

−v
0

v



λ5 =
√
17+1
2



0

u

u
√
17−1
2 u

u

u





0

0
√
17−1
4 u

u
√
17−1
4 u

u



λ6 =
1−
√
17

2



0

u

u
−
√
17−1
2 u

u

u





0

0
−
√
17−1
4 u

u
−
√
17−1
4 u

u


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Ðîçäië 2

Ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè êóái÷íèõ

ãðàôiâ

2.1 Ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè êóái÷íèõ ãðàôiâ Gt = C2t+1 ×K2

Äåòàëüíî ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi êóái÷íi ãðàôè, ÿêi ¹ äåêàðòîâèì äî-

áóòêîì äâîõ ãðàôiâ - öèêëi÷îãî ãðàôà Cn òà ïîâíîãî ãðàôà íà äâîõ âåðøèíàõ

K2.

Äàìî îçíà÷åííÿ äåêàðòîãî äîáóòêó äâîõ äîâiëüíèõ ãðàôiâ G òà H.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. [6] Ïðèïóñòèìî, G òà H ¹ ãðàôàìè ç íàáîðîì âåðøèí

V(G) = (u1, u2,. . . , um)

òà V(H) = (v1, v2,. . . , vn). Òðåáà âiäçíà÷èòè, ùî ãðàôè G òà H ìîæóòü

ìàòè ðiçíó êiëüêiñòü âåðøèí.

Òîäi äåêàðòîâèì äîáóòêîì ãðàôà G òà ãðàôà H áóäå ãðàô, ÿêèé ìà¹ íàáið

âåðøèí òàêèõ, ùî V(G × H) = {(ui, vj)|ui ∈ V (G) òà vj ∈V(H)}.
(e = (ui, vj)(uk, vl)) áóäå ðåáðîì ãðàôà G × H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àáî

1) i = k òà vj òà vl ¹ ñóìiæíèìè ó H

àáî

2) j = l òà ui òà uk ¹ ñóìiæíèìè ó G.

Ïðèêëàä 2.1.1. Ïðèêëàä äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ ãðàôiâ K2 × P4



10

ðèñ.2.1.1 - Ãðàô K2

ðèñ.2.1.2 - Ãðàô P4

ðèñ.2.1.3 - Ãðàô K2 × P4

Äåêàðòiâ äîáóòîê ãðàôiâ âèêîðèñòîâóþòü ó ðiçíîìàíiòíèõ ãàëóçÿõ. Íàïðè-

êëàä, òàêèõ ÿê: òåîðiÿ êîäóâàííÿ, ïðîåêòóâàííÿ ìåðåæ, ó õiìi÷íié ãàëóçi (äî-

ñëiäæóþòü òåîðiþ õiìi÷íèõ ãðàôiâ).

Áóëî äîâåäåíî( äèâ ó ñòàòòi [7]), ùî äåêàðòiâ äîáóòîê öèêëó íåïàðíî¨ äîâ-

æèíè òà ïîâíîãî ãðàôà íà äâîõ âåðøèíàõ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì. Áóëî

òàêîæ äîïóùåíî, ùî òàêå æ òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì i äëÿ öèêëiâ ïàðíî¨ äîâæè-

íè.

Íåõàé Cn âèçíà÷à¹ öèêë äîâæèíè n. Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi òâåðäæåííÿ,ÿêi

äîâîäÿòü, ùî äëÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà t ãðàô Gt = C2t+1 × K2

âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòîðîì.

Ïðèïóñòèìî, ãðàô Gt ìà¹ êîñïåêòðàëüíó ïàðó - ãðàô Ht, ÿêèé ìiñòèòü 2

öèêëè äîâæèíîþ 2t+ 1. Ïîçíà÷èìî öi öèêëè ãðàôà Ht: C òà C ′. Îñêiëüêè C

òà C ′ - íàéìåíøi öèêëè íåïàðíî¨ äîâæèíè ó ãðàôi Ht, òî âîíè ¹ ïiäãðàôàìè

ãðàôà Ht.

Íàñòóïíà ëåìà äîâîäèòü, ùî öèêëè C òà C ′ ¹ íåçâ'ÿçíèìè.

Ëåìà 2.1.1. [7] C òà C′ ¹ íåçâ'ÿçíèìè. (äîâåäåííÿ äèâ ó ñòàòòi ([7])).

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. [7] Äëÿ çàäàíîãî k-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G íåõàé H � êî-

ñïåêòðàëüíèé äî ãðàôà Ã = G × K2. ßêùî H - íåçâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ äâîõ
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êîïié ãðàôà G ÿê ïiäãðàôà, òîäi H ¹ içîìîðôíèì äî Ã.

Òåîðåìà 2.1.1. [7] Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà t ãðàô Gt âèçíà÷à¹òüñÿ

ñâî¨ì ñïåêòîðîì.

Äîâåäåííÿ. [7] Íåõàé Ht � ãðàô, ùî ¹ êîñïåêòðàëüíèì äî Gt. Òîäi Ht ìà¹ 2

öèêëè äîâæèíîþ 2t+ 1, ñêàæiìî, C òà C ′. Çà Ëåìîþ 2.1.1 C òà C ′ íå çâ'ÿçíi

i òîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç Òâåðäæåííÿ 2.1.1.

Ìè äîâåëè, ùî äåêàðòiâ äîáóòîê íåïàðíîãî öèêëó ç K2 âèçíà÷åíèé ñâî¨ì

ñïåêòîðîì. Äëÿ ïàðíîãî n ìè íå çíà¹ìî áàãàòî ïðî ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðè-

ñòèêó Cn×K2. Íàðàçi ìè ëèøå çíà¹ìî, ùî Cn×K2 âèçíà÷åíèé ñâî¨ì ñïåêòðîì

äëÿ n = 6,8,10. Çàçíà÷èìî, ùî C4 ×K2 � òàêîæ âèçíà÷åíèé ñâî¨ì ñïåêòðîì.

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Cn ×K2 - âèçíà÷åíèé ñâî¨ì ñïåêòðîì äëÿ âñiõ n.

2.2 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó ñïåêòðiâ ãðàôiâ G1 òà G2

ßêùî G - k-ðåãóëÿðíèé ãðàô, òîäi äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà θ ìà¹ìî

|θ| ≤ k.

ßê íàñëiäîê, ÿêùî G - k-ðåãóëÿðíèé ãðàô, òîäi ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âèçíà-

÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ L = kI − A. [4]

Îòæå, ÿêùî G ìà¹ âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi ñóìiæíîñòi k = θ1 ≥ ... ≥ θn òà

âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi Ëàïëàñà 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ ...≤ µn, òîäi θi = k − µi äëÿ i

=1,...,n.

Äëÿ êóái÷íèõ ãðàôiâ ìà¹ìî íàñòóïíå.

Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà θ ìà¹ìî |θ| ≤ 3.

ßê íàñëiäîê, ÿêùî G - êóái÷íèé ãðàô, òîäi ìàòðèöÿ Ëàïëàñà âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ L = 3I − A.

Îòæå, ÿêùî G ìà¹ âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi ñóìiæíîñòi 3 = θ1 ≥ ... ≥ θn òà

âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi Ëàïëàñà 0 = µ1 ≤ µ2 ≤ ...≤ µn, òîäi µi = 3 − θi äëÿ i

=1,...,n.
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Äàííà âëàñòèâiñòü ñïåêòðó êóái÷íèõ ãðàôiâ äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1. ßêùî êóái÷íi ãðàôè êîñïåêòðàëüíi âiäíîñíî ìàòðèöi

ñóìiæíîñòi, òî âîíè êîñïåêòðàëüíi i âiäíîñíî ìàòðèöi Ëàïëàñà.

Äàíå òâåðäæåííÿ (Òâåðäæåííÿ 2.2.1) ¹ ñïðàâåäëèâèì, îñêiëüêè ìiæ âëà-

ñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi òà âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi Ëàïëàñà ¹

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü(ái¹êöiÿ).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi êóái÷íi ãðàôè:

Ïðèêëàä 2.2.1. Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ñóìiæíîñòi i

ìàòðèöi Ëàïëàñà ãðàôà G1 = C3 ×K2

ðèñ.2.2.1 - Ãðàô C3 ×K2

Âëàñíi ÷èñëà À Âëàñíi ÷èñëà L

λ1 = 3 µ1 = 0

λ2 = 1 µ2 = 2

λ3 = 0 µ3 = 3

λ4 = −0 µ4 = 3

λ5 = −2 µ5 = 5

λ6 = −2 µ6 = 5

Ïðèêëàä 2.2.2. Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ñóìiæíîñòi i

ìàòðèöi Ëàïëàñà ãðàôà G2 = C5 ×K2
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ðèñ.2.2.2 - Ãðàô C5 ×K2

Âëàñíi ÷èñëà À Âëàñíi ÷èñëà L

λ1 = 3 µ1 = 0

λ2 =
√
5+1
2 µ2 =

5−
√
5

2

λ3 =
√
5+1
2 µ3 =

5−
√
5

2

λ4 = 1 µ4 = 2

λ5 =
√
5−3
2 µ5 =

9−
√
5

2

λ6 =
√
5−3
2 µ6 =

9−
√
5

2

λ7 =−
√
5−1
2 µ7 =

5+
√
5

2

λ8 =−
√
5−1
2 µ8 =

5+
√
5

2

λ9 =−
√
5+3
2 µ9 =

9+
√
5

2

λ10 =−
√
5+3
2 µ10 =

9+
√
5

2
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Ðîçäië 3

Ïîáóäîâà êîñïåêòðàëüíèõ êóái÷íèõ

ãðàôiâ

3.1 Ïîøóê êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ ñåðåä êóái÷íèõ ãðàôiâ n ≤ 20

Iñòîðè÷íî, ïåðøi ïîâíi ñïèñêè êóái÷íèõ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ áóëè ðîçðîáëåíi

â÷åíèì íà iì'ÿ äå Âðiñ ó êiíöi 19 ñòîði÷÷ÿ, ÿêèé íàäàâ ñâiòîâi ñïèñîê âñiõ

êóái÷íèõ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ ç êiëüêiñòþ âåðøèí äî 10. Â÷åíèé Áàëàáàí, ÿêèé

áóâ âiäîìèì òåîðåòè÷íèì õiìiêîì, ó 1966-1967 ðîêàõ çìiã çãåíåðóâàòè âñi ìî-

æëèâi êóái÷íi ãðàôè ç êiëüêiñòþ âåðøèí äî 12.

Ñïèñêè ãðàôiâ äå Âðiñà áóëè íåçàëåæíî ïiäòâåðäæåíi ðîçðàõóíêàìè âðó÷íó

â÷åíèìè Áóññåìåéêåðîì òà Çàéäåëåì ó 1968 ðîöi òà iíøèì â÷åíèì Iìðè÷åì,

ÿêèé ïðàöþâàâ íàä ïåðåâiðêîþ ñïèñêiâ ó 1971 ðîöi.

Ïî÷èíàþ÷è ç 1974 ðîêó áóëî îïóáëiêîâàíî áàãàòî ðiçíîìàíiòíèõ àëãîðèòìiâ

ãåíåðàöi¨ êóái÷íèõ ãðàôiâ. Êîæíèé àëãîðèòì áóâ ðåàëiçîâàíèé ó êîìï'þòåðíié

ïðîãðàìi, ÿêà ìîãëà ãåíåðóâàòè âåëèêi ñïèñêè êóái÷íèõ ãðàôiâ. Ó 1983 ðîöi

â÷åíi Ðîáiíñîí òà Âîðìàëüä îïóáëiêóâàëè ñïiëüíó ñòàòòþ ïðî íåêîíñòðóêòèâ-

íå ïåðåðàõóâàííÿ êóái÷íèõ ãðàôiâ.

Êîëè ïî÷àëèñü ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ, íàéáiëüø øâèäêîþ ïóáëi÷íîäîñòó-

ïíîþ ïðîãðàìîþ äëÿ ãåíåðàöi¨ êóái÷íèõ ãðàôiâ áóëà ïðîãðàìà minibaum.

Ñòâîðåíà â 1992 ðîöi minibaum ìîãëà âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ñòâîðåííÿ ïîâ-

íèõ ñïèñêiâ âñiõ êóái÷íèõ ãðàôiâ ç êiëüêiñòþ âåðøèí äî 24 òà äåêiëüêîõ îáìå-
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æåíèõ êëàñiâ ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ âåðøèí, òàêèõ ÿê äâîäîëüíi ãðàôè àáî

ãðàôè ç íàéáiëüøèì îáõâàòîì.

Ïiçíiøå, êîëè êîìï'þòåðè ñòàëè äîñòóïíi â íàáàãàòî áiëüøié êiëüêîñòi òà

ñòàëè íàáàãàòî øâèäøèìè, ïðîãðàìà minibaum ñòàëà âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ

ãåíåðóâàííÿ âñiõ êóái÷íèõ ãðàôiâ âêëþ÷àþ÷è ãðàôè ç êiëüêiñòþ âåðøèí ðiâ-

íó 30 äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè ¨õ íà ðîçêëàä Þòñèñà.

Ó 1999 ðîöi â÷åíèé Ìåðiíãåð îïóáëiêóâàâ äóæå åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ

ãåíåðóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ãðàôiâ äëÿ çàäàíîãî ñòåïåíÿ, ïðîòå äëÿ ãåíåðàöi¨

âñiõ êóái÷íèõ ãðàôiâ ïðîãðàìà, çàñíîâàíà íà éîãî àëãîðèòìi, ïðàöþâàëà ïî-

âiëüíiøå, íiæ ïðîãðàìà minibaum.

Ó 2000 ðîöi â÷åíà Ñàíüéìÿòàâ òà ¨¨ êåðiâíèê Ìàêêåé ðîçðîáèëè íàáið äó-

æå øâèäêèõ ñïåöiàëiçîâàíèõ ïðîãðàì äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ êóái÷íèõ ãðàôiâ. Íà

æàëü, öi ïðîãðàìè íiêîëè íå âèõîäèëè i íå ïóáëiêóâàëèñÿ.

Ó ñòàòòi [7] çàçíà÷à¹òüñÿ, ùî íà ñüîãîäíiøíié äåíü ïîðàõîâàíà òî÷íà êiëü-

êiñòü êóái÷íèõ ãðàôiâ äëÿ ãðàôiâ ç êiëüêiñòþ âåðøèí ðiâíîþ 32:



16

n (Ê-òü âåðøèí) Êiëüêiñòü êóái÷íèõ ãðàôiâ

4 1

6 2

8 5

10 19

12 85

14 509

16 4060

18 41301

20 510489

22 7319447

24 179405351

26 2094480864

28 40497138011

30 845480228069

32 18941522184590

òàáëèöÿ 3.1.1

Íà îñíîâi öèõ ðîçðàõóíêiâ íàâåäåìî îïèñ ñïåêòðó òà ñòðóêòóðíèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ãðàôiâ ó íàñòóïíié òàáëèöi.

n - Êiëüêiñòü âåðøèí

N - Êiëüêiñòü êóái÷íèõ ãðàôiâ äëÿ n 6 32.

DS - Êiëüêiñòü ãðàôiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì

CG - Ê-òü êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ
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n N DS CG

n=4 1 1 0

n=6 2 2 0

n=8 5 5 0

n=10 19 19 0

n=12 85 85 0

n=14 509 503 2× 3 = 6(3 ïàðè)

n=16 4060 3973 2× 42 = 84(42 ïàðè), 3 (1 òðiéêà)

n=18 41301 40310 471× 2 = 942(471 ïàðà),15× 3 = 45(15 òðiéîê), 1 ÷åòâiðêà

n=20 510489 500377 4799× 2 = 9598(4799 ïàð),168× 3 = 45(168 òðiéîê),10× 4 = 40(10 ÷åòâiðîê)

òàáë 3.1.2

Ç òàáëèöi 3.1.2 âèäíî, ùî ïåðøà ïàðà êîñïåêòðàëüíèõ êóái÷íèõ ãðàôiâ

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íà 14 âåðøèíàõ. À ñàìå, íà òàêèõ ãðàôàõ, ùî íàâåäåíi ó íàñòóïíié

òàáëèöi (äèâ. [7]).
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3.2 Ïîáóäîâà êîñïåêòðàëüíèõ ïàð ãðàôiâ, ÿêi ìiñòÿòü êóái÷íi ãðà-

ôè

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòð ãðàôà íå âèçíà÷à¹ ãðàô îäíîçíà÷íî. Âiäîìî,

ùî ðåãóëÿðíi ãðàôè ñòåïåíi 0, 1, 2 õàðàêòåðèçóþòüñÿ ¨õ ñïåêòðîì ç òî÷íiñòþ

äî içîìîðôiçìó, i ùî äëÿ êîæíîãî k ≥ 4 iñíóþòü êîñïåêòðàëüíi ðåãóëÿðíi

ãðàôè ñòåïåíÿ k. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ âiðíå i äëÿ k=3.

Ó ñòàòòi [5] áóëî äîñëiäæåíî, ùî çâ'ÿçíi êóái÷íi ãðàôè ìîæóòü íå ìàòè

êîñïåêòðàëüíî¨ ïàðè, ïðîòå, ó íåçâ'ÿçíîìó îá'¹äíàííi ç iíøèì ãðàôîì - êî-

ñïåêòðàëüíà ïàðà ìîæå ç'ÿâèòèñÿ.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïàðó îá'¹äíàííü:

ðèñ.3.2.1 - Ïåðøå îá'¹äíàííÿ

ðèñ.3.2.2 - Äðóãå îá'¹äíàííÿ

ðèñ.3.2.3 - Ãðàô À

ðèñ.3.2.4 - Ãðàô Â

Ïåðøå îá'¹äíàííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðàôà À íà 10 âåðøèíàõ òà ãðàôà Â, ùî ¹
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êîïi¹þ ãðàôà À.

Ãðàô À ìà¹ ñïåêòð 3; 2; 1; 1; 0; 0; -1; -1; -2; -3 òà íå ìà¹ êîñïåêòðàëüíî¨

ïàðè. Îá'¹äíàâøè öåé ãðàô çi ñâî¹þ êîïi¹þ (ãðàôîì Â) îòðèìó¹ìî ñïåêòð

îá'¹äíàííÿ: 3; 3; 2; 2; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; -1; -1;-1; -1; -2; -2; -3; -3.

ðèñ.3.2.5 - Ãðàô C

ðèñ.3.2.6 - Ãðàô D

Äðóãå îá'¹äíàííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðàôà Ñ íà 12 âåðøèíàõ òà ãðàôà D íà 8

âåðøèíàõ.

Ãðàô C ìà¹ ñïåêòð 3; 2; 2; 1; 0; 0; 0; 0; -1; -2; -2; -3. òà íå ìà¹ êîñïåêòðàëüíî¨

ïàðè. Îá'¹äíàâøè öåé ãðàô ç ãðàôîì D íà 8 âåðøèíàõ çi ñïåêòîðîì 3; 1; 1;

1; -1;-1; -1; -3, îòðèìó¹ìî ñïåêòð îá'¹äíàííÿ: 3; 3; 2; 2; 1; 1; 1; 1; 0; 0;0; 0; -1;

-1;-1; -1; -2;-2; -3; -3.

ßê áà÷èìî, ñïåêòðè öèõ äâîõ îá'¹äíàíü ñïiâïàäàþòü, îòæå ìè îòðèìàëè

êîñïåêòðàëüíó ïàðó íà 20 âåðøèíàõ.

Ó õîäi ðîáîòè íàä êóðñîâîþ ðîáîòîþ áóëî ñàìîñòiéíî çíàéäåíî ïàðè êîñïå-

êòðàëüíèõ ãðàôiâ, ÿêi ¹ íåçâÿçíèì îá¹äíàííÿì êóái÷íèõ òà iíøèõ, çîêðåìà

içîëüîâàíèõ òî÷îê òà øëÿõiâ äîâæèíè 2.

Ìè ïîáóäóâàëè âëàñíi ïðèêëàäè òàêèõ îá'¹äíàíü.
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ðèñ.3.2.7 - Ïåðøå îá'¹äíàííÿ

ðèñ.3.2.8 - Äðóãå îá'¹äíàííÿ

ðèñ.3.2.9 - Ãðàô L

ðèñ.3.2.10 - Ãðàô M

ðèñ.3.2.11 - 3 ïàðè øëÿõiâ äîâæèíè 2

Ïåðøå îá'¹äíàííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðàôà L íà 6 âåðøèíàõ, ãðàôà M, ùî ¹
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êîïi¹þ ãðàôà L òà 3 ïàð øëÿõiâ äîâæèíè 2.

Ãðàô L ìà¹ ñïåêòð 3; 0; 0; 0; 0; -3 òà íå ìà¹ êîñïåêòðàëüíî¨ ïàðè. Îá'¹äíàâøè

öåé ãðàô çi ñâî¹þ êîïi¹þ (ãðàôîì M) òà 3 ïàð øëÿõiâ äîâæèíè 2 (¨õ ñïåêòð

16;−16), îòðèìó¹ìî ñïåêòð îá'¹äíàííÿ: 3; 3; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0;
-1; -1;-1; -1; -1; -1; -2; -3; -3.

ðèñ.3.2.12 - Ãðàô N

ðèñ.3.2.13 - Ãðàô P

ðèñ.3.2.14 - 8 içîëüîâàíèõ òî÷îê

Äðóãå îá'¹äíàííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðàôà N íà 8 âåðøèíàõ, ãðàôà P, ùî ¹

êîïi¹þ ãðàôà N òà 8 içîëüîâàíèõ òî÷îê.

Ãðàô N ìà¹ ñïåêòð 3; 1; 1; 1; -1; -1; -1; -3 òà íå ìà¹ êîñïåêòðàëüíî¨ ïàðè.

Îá'¹äíàâøè öåé ãðàô çi ñâî¹þ êîïi¹þ (ãðàôîì P) òà 8 içîëüîâàíèõ òî÷îê(¨õ

ñïåêòð 08), îòðèìó¹ìî ñïåêòð îá'¹äíàííÿ: 3; 3; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0;

0; 0; -1; -1; -1; -1; -1; -1; -1; -1; -3; -3.

ßê áà÷èìî, ñïåêòðè öèõ äâîõ íåçâÿçíèõ îá'¹äíàíü ãðàôiâ ñïiâïàäàþòü, îò-

æå ìè îòðèìàëè êîñïåêòðàëüíó ïàðó íà 24 âåðøèíàõ.
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Âèñíîâêè

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñïåêòðàëüíè õàðàêòåðèñòèê êóái÷íèõ ãðà-

ôiâ òà ïîøóêó i ïîáóäîâi êîñïåêòðàëüíèõ ¨ì ïàð.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi áóëè íàâåäåíi îñíîâíi îçíà÷åííÿ ç òåîði¨ ãðàôiâ òà äå-

òàëüíî ðîçiáðàíèé ïðèêëàä ðîçðàõóíêó âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ âåêòîðiâ

äëÿ êîñïåêòðàëüíèõ ãðàôiâ íà 6 âåðøèíàõ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ñïåöiàëüíèé òèï êóái÷íèõ ãðàôiâ G = Cn ×
K2, äå Cn - öèêëi÷íèé ãðàô íà n âåðøèíàõ, K2 - ïîâíèé ãðàô íà 2 âåðøèíàõ.

Áóëî íàâåäåíî äîâåäåííÿ òîãî, ùî äàíèé ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñïåêòðîì

äëÿ íåïàðíèõ n.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîøóêó òà ïîáóäîâi êîñïåêòðàëüíèõ ïàð ãðàôiâ.

Âèÿâëåíî, ùî ïåðøi êîñïåêòðàëüíi ïàðè êóái÷íèõ ãðàôiâ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íà 14

âåðøèíàõ.

Ïîáóäîâàíî êîñïåêòðàëüíi ïàðè ãðàôiâ, ÿêi ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíííÿì êóái-

÷íèõ òà iíøèõ ãðàôiâ íà 20 òà 24 âåðøèíàõ.
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