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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОВИМІРНОЇ ЗАДАЧІ 
ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ КОНСОЛІДАЦІЇ З УРАХУВАННЯМ 

ТЕРМОПОВЗУЧОСТІ СКЕЛЕТА ҐРУНТУ

Побудовано математичну модель консолідації грунтів з урахуванням впливу теплопереносу 
та термопо взучо ст і скелета грунту. Числовий разе ’язок відповідної одновимірної крайової задачі 
знайдено методом скінченних різниць. Проведено ряд числових експериментів.

1. Вступ
При зведенні споруд у ґрунтових основах 

відбувається зміна напружено-деформованого 
стану, в результаті чого грунт переходить у неста- 
білізованни стан. Для насичених грунтів однією 
з характеристик їх нестабілізованого стану є над­
лишкові напори в поровій рідині. Розсіюванням 
цих напорів характеризується процес ущільнення 
ґрунту. В науковій літературі цей процес отримав 
назву фільтраційної консолідації [8, 14]. Дослі­
дження фільтраційної консолідації є важливим 
з точки зору безпеки експлуатації будівель, зве­
дених на насичених ґрунтах, а також гідротехніч­
них споруд, ущільнення яких відбувається під 
впливом власної ваги ґрунту.

Ущільнення або набухання ґрунтів може бути 
наслідком не лише зовнішніх навантажень або 
власної ваги ґрунту, але і техногенних впливів. 
Як показано в роботах [1-3, 5, 13], зміна сольо­
вого режиму порового розчину значно впливає 
на стан надлишкових напорів у грунті Це саме 
стосується і впливу теплопереносу [4, 6, 7]. За­
лежність коефіцієнта фільтрації від температури 
[9] та наявність термічної осмотичної фільтрації 
[4,7] впливає на проходження фільтраційної кон­
солідації грунту.

Також зміна теплового режиму ґрунтового 
середовища зумовлює явище термоповзучості 
скелета грунту [10]. Повзучість скелета грунту 
враховано в задачах фільтраційної консолідації в 
умовах солепереносу в працях [1, 2, 13]. Тому 
врахування явища термоповзучості становить 
інтерес при математичному моделюванні фільт­
раційної консолідації ґрунтів в неїзотермічному 
режимі.

Метою даної статті є дослідження та аналіз 
впливу7 теплопереносу7 на проходження процесу 
фільтраційної консолідації ґрунтів при враху ванні 
термоповзучості скелета ґрунту7.

2. Математична модель задачі
Згідно з теорією термоповзучості та експери­

ментами, проведеними С. Р. Месчяном [10],

е = е0 - А ^ Т ^ < Ґ > ,  (1)

де е -  коефіцієнт пористості, і -  час; а  — напру­
ження в скелеті грунту; Т -  температура, ео—по­
чаткове значення коефіцієнта пористості; Я, т і ,  
ніг, Ші -  константи, які визначаються експери­
ментальним шляхом.

Якщо врахувати вплив на швидкість фільтрації 
явищ термічного осмосу та залежність коефіці­
єнта фільтрації від температури [9], то закон 
Дарсі-Герсеванова в одновимірному випадку 
набуває вигляду [4, 5]

и = е у -к (Т ) — + \і— ; (2)
ох ох

де и -  швидкість фільтрації; \) -  швидкість руху 
твердих частинок ґрунту7; к(Т) -  коефіцієнт фільт­
рації; |Д -  коефіцієнт термічного осмосу, к -  над­
лишковий напір

З урахуванням (2) рівняння консолідації в 
одновимірному випадку набуває вигляду [4,8,14]

(1 + е ) ( |- ( Л :< т А  
ох ох

д_ ЭГ де 
д х ^ д х )}~ д і'

(3)

Враховуючи залежність (1), отримаємо

де _ де Эа Эе ЭГ де 
^ і ~ д а ~ д і + д Т ~ д і  + ^ ї ' (4)

Тоді з (3), з урахуванням (4), маємо

/і ч/ Э Э , Э7\.
(1 + е)(—  —  ( |і— )) -

ох Эх Эх Эх
_ Эе Эа Эе ЭГ Эе

Эст Эг дТ Эг Эг

(5)

Відповідно до основної розрахункової моделі 
Флоріна[14]

£ 4*а + р -  а + р,
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і. врахову ючи, що А р/% отримуємо 

ДА _ І г)р Да _ Да ДА* ДА 
Д/ у Д/ Д/

Тоді з (5) маємо

+  7 --------------7 — .

Ш Д/ г Д/

— # « 7̂ 4 И Г»=е0 -  є Дх Дх Дх Дх

ш3 ДА т2 Д ’/' ш3 Да" ш3 ДА" /н,

 ̂ а  Д/ У Д /  а  Д/  ̂ а  Д/ /

Зважаючи, що а  = о* + р* -у /і, отримуємо

1 +  <? Д ДА Д ДУ

є() -  є Дх ох ох Дх

«3 ДА пи Д У
а ’ + /?" -  уА Д/ У Д/

, Эо* | ДА" от, 
ТА Д/ Д/ / '

(6)

а  +  р
Якщо припустити, що навантаження на грунт 

є миттєво прикладеним і незмінним у часі, то

До* йр* _ () ДА̂
Д/ ’ Д/ ’ Д/

Тоді рівняння (6) набуває вигляду

р * = 0 = 0.

1 + е Д ДА Д ДУ 
-(— (Л(/)— ) - — (|і— )):

-є Дх Дх Дх Дх' 

/и3 ДА /й2 Д? /И]
(7)

|9 |

а  — уА Д/ У Д/ /
Рівняння тсплопсрсносу в грунті має вигляд

Д » ДУ ДУ ДУ 
— (У— ) -  рс'рН —  -  су — .
Дх Дх' Дх Д/

де X -  кос(|)іцієнт теплопровідності; р -  густина 
порової рідини; су -  питома теплоємність поро- 
вої рідини; су -  об’ємна теплоємність грунту .

Розглянемо однови.мірну задачу ущільнення 
грунту під впливом миттєво прикладеного, не­
змінного у часі рівномірного зовнішнього наван­
таження інтенсивністю ч (рис. 1). Нижню та 
верхню межу масиву грунту будемо вважати дре­
нованими. температура на яких відома.

Враховуючи вищснавсдсні .міркування, мате­
матична модель даної задачі фільтраційної кон-

ч

о

А і

•х
І’ис. 1. Консолідація шару ґрунту під видивом рівномірно 

прикладеного товніїннього накаті гаження

солідацп з урахуванням термоповзу чості скеле­
та ґрунту описується такою крайовою задачею:

с0 —е Дх Дх Дх Дх
тз ДА

а ■уіі Д/
т2 Д Т
Т і й

т \

І

Д . ДТ ДУ ДУ; а _ ) _ р ср7/_ = с .г _ ;
Дх Дх Дх

ДУ...... ДА
« = - * ( / ) — +ц

дх дх

(8)

(9)

(Ю)

А(х,0) = А„(х). У(х,0) = У0(х), (11)

А((),/)-А(/,/) - ( ) ,  (12)

7X0,0 = 71(0, Т (І ,і) -Т тт. (13)

У рівняння(8 )входить величина а  -  напру­
ження у скелеті грунту в умовах повної стабілі­
зації. Визначення о" є окремою непростою зада­
чею. У випадку прикладення миттєвого наван­
таження інтенсивністю ч в одновимірному ви­
падку розв'язок візьмемо з роботи 181:

я  х
Функцію ’/ ’і(/) задаємо з умов сезонних ко­

ливань температу ри

У (/) = 17 + 13со5— .
1 180'

причому 7тах = 30 °С. Ттю - 4  °С.
У випадку повністю водонасичсного гру нту

згідно з принципом гідроє.мності Гсрссванова
1141 все прикладене навантаження в початковий
момент часу передається на порову воду. Тому

А,) (х) = —.
Т

Також зазначимо, що в законі (10) ми знех­
тували швидкістю руху твердої фази гру нту .

3. Числове розв’язання крайової задачі

Для числового розв'язання крайової задачі 
(8)—(13) застосу ємо метод скінченних різниць. 
Для дискретизації рівняння (8) використаємо 
су то неявну різницеву схему , а для рівняння (9) -  
монотонну різницеву схему Самарського 1111. 
Покриємо область О,0 = |0 :/|х |0 :* ()| рівномір­
ною сіткою з кроками А*та X відповідно по змін­
ній х та часу /. Нехай т\ -  кількість кроків по 
просторовій змінній, п\ -  кількість кроків по 
часу. В результаті отримаємо

аН+1) - аН> /,<./+!> _/,(./'+1) 
:/Т+' \ Т ) ,+ ] '■ч+\

А,2 ( 14)
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г.0+1) г.0+1)
_ а у ) * Ь --------Л = і _ ) + ^ ( ; +і)5

у’О+і) _^(У)

тЧУ+І) о тЧ/+1) . т-О'+Г)
_ ^0+1) м+1 А1і М-1 +

%
74./+1) _  т ’ІУ+І)

+ (г+)(/+1)іі±1------І1-----
к

7т0 +і) тЧУ+І)
+ (г~

(15)

ї -  1 , т і - 1 ,  /  =  0 , ^ - 1 ,

де

4 І)=\ $ л +№)>
д р +1) _  о \ + е (г і+ ь7І ’+1\ х , : ! іУ } )

' УЩ
X

і \ Т 1) =

1 +  -

//+і) РА
2Х

-нр ,+1)- У ' ,+1)І
о о Г  = 2'

,0+1) 4. |,,0'+1)

рср,

мі/  ' + ш, ,
(г+)У+" =------ ^ ---- [Р̂р,

иУ+1)=-кЯ І Ї - № +^ - т и ї
2К 2К

^  ,+ !> _ <?* ~ У Ф \  Щ  7 / ;+ 1)- 7 / ;)  , Щ  

1 ут3 ^ /+1) т 0 +і

1 + е((;+1-ТУ+1)-хі;ЬУ)) 7 ^ +1) - 2 7 / '+1) + 7 ^ +1)
—М' ,_1_1 Ч Л Л , * «'У /■

е , - е ( {]+х̂ ^ м , ^ У) ЬІ
Для початкових умов (11) отримаємо такі 

скінченнорізницеві аналоги:

т^=т{Ж Л  і = о,щ.
Для знаходження напору Ь(х, () використаємо 

метод прогонки. Для цього зведемо рівняння 
(14) до прогоночного вигляду

«Л-і+1) -<?Л(/+І)+ ьМ & "  = -Р У +1) X
де

а, -
_  ^ ' +1,О р  1 Д (/+1)< ,  , А ^ 1)Т7р)

£\' - "I" "I"
' ЬІ ’ г Т 1 й? /с

Я, -
пО +їу/)м;+1

Значення напорів на часовому шарі (/ + 1) 
послідовно знаходимо, використовуючи співвід­
ношення

Г = « ш  *й+1>+*7+1 >

де а |+1 -  ■
с,- -  о(а (

г,(7)
а Д  + Аи+1) + - !—

-Д * і  = ---------------

Для знаходження температури Т(х, /) також 
використаємо метод прогонки. Для цього зведе­
мо рівняння (15) до прогоночного вигляду

а Д ^ - с Д ^ + Ь Д ^  = / г

де

(ОГ*
К

Сі
ст 2П^ +1) (г+А +1) 
X },; К

( І - Г 11
к

Ьі = с + Г 11
к ,Гі = - ст р л  

11 
т

Значення температури на часовому шарі 
(/ + 1) послідовно знаходимо, використовуючи 
співвідношення

7У+1)^ 1+17 ^ +І) + в'/+і >

де а |+1 -
с, - о(а ( Рі+1 “

- X
с,- -  о(а (

4, Результати числових експериментів
Для з'ясування ступеня впливу термоповзу- 

чості скелета ґрунту на процес його фільтрацій­
ної консолідації розглянемо масив грушу товщи­
ною ( = 10 м. Кількість кроків по просторовій 
змінній у різницевій схемі ш\ = 500 і крок по часу 
т = ЗО діб. У роботі [10] наведено таку залежність 
для термоповзучості скелета грунту:

є = е0 -  0,01 165ї°'032Г 0'22 ( -^ - )аб3,
10

де Д = 0,01165 ■ 10“3’15; щ  = 0 ,032;т2 = 0,22; 
т3 -0 ,6 3 . Усі інші числові дані приймемо на­
ступними:

2
еа = 0,7; к = 0,0001 м/доба; р -2 ,8-К Г 6 — ------
0 °С-доба

у -1 0 і — ;д -1 0 і Па; І -10 м; 
м

X, -1 0 8 -
кДж

м-°С - доба
;р  = 1 0 0 0 4 ; % = 4 . 2 ^ ;

,д/3 Р ' «г.°С -

СТ -2 1 3 7
кДж  

м 3 • °С *
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Графіки розподілу7 надлишкових напорів та тем­
ператури з урахуванням термоповзучості скелета 
ґрунту7 наведено на рис. 2 та рис. З відповідно.

Рис. 3. Графіки температу ри

Слід зазначити, що розподіл надлишкових
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напорів є несиметричним по області. Це пояс­
нюється розподілом температури в масиві ґрун­
ту та урахуванням явищ термоповзучості скеле­
та ґрунту і термічного осмосу.

Оскільки для ґрунтів, що для них отримано 
рівняння термоповзучості, немає даних по прос­
тій компресійній залежності, то неможливо по­
рівняти результати досліджень з урахуванням та 
без урахування термоповзучості скелета ґрунту.

Основним підсумком проведених у роботі 
досліджень є розвиток актуального напряму7 в 
математичному моделюванні і прогнозуванні 
складних фізико-хімічних процесів підземної 
гідромеханіки стосовно нової не класичної поста­
новки і розв'язування крайових задач фільт­
раційної консолідації ґрунтів з урахуванням впли­
ву температури на повзучість скелета ґрунту7. 
Зокрема, в роботі побудовано математичну7 мо­
дель фільтраційної консолідації ґрунтів з ураху­
ванням впливу температури на повзучість ске­
лета; знайдено числовий розв'язок відповідної 
крайової задачі методом скінченних різниць в 
одновимірному випадку; проведено числові 
експерименти та здійснено їх аналіз.
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V Lavryk, A. Vlasyuk, Р. Martinyuk, V. Gerasimchuk

THE MATHEMATICAL MODELLING OF A ONE-DIMENSIONAL FILTRATION 
CONSOLIDATION PROBLEM TAKING INTO ACCOUNT THE THERMAL

CREEP OF SOIL

The mathematical mode! o f  the soil layer filtration consolidation problem taking into account the 
heat transfer and thermal creep o f  the soil skeleton has been formulated. The numerical solution o f  the 
corresponding one-dimensional boundary-value problem has been found by the finite difference method. 
As an example, the clayey soil layer infinite width filtration consolidation problem has been investigated. 
Numerical experiments and their analyses have been carried out.


