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1 Вступ

Алiса, Боб, Чарльз, Дiана та Едвард обирають собi один з 6 подарункiв,
та кожному з них до вподоби лише 0 < 𝑛 < 6, чи можливо аби всi обрали
подарунок, який їм до вподоби?

Це одна з фундаментальних задач, на якi дає вiдповiдь роздiл теорiї гра-
фiв пiд назвою теорiя парувань, що набув популярностi наприцiнцi 19-го,
на початку 20-го столiття. Один з найважливiших внескiв зробив британ-
ський математик Фiллiп Холл, що зробив важливе вiдкриття в теорiї груп,
що в пiдсумку лягло в основу доведення теореми, яку тепер називають те-
оремою Холла. Цi результати дослiдженнь були опублiкованi в записцi про
нерозв’язнi групи в "Журналi Лондонського математичного товариства у
1928 роцi.

Ще один великий внесок зробив австро-угорський математик Денеш
Кьонiг, який, до речi, є першим автором книги з теорiї графiв "Теорiя скiн-
ченних i нескiнченних графiв опублiкована в 1936 роцi.

Сьогоднi теорiя парувань використовується в таких галузях як: мереже-
вi потоки, моделювання хiмiчних зв’язкiв, розфарбування графiв, нейроннi
мережi.

В данiй роботi розглянуто основнi поняття та теореми теорiї парувань.
Сформульованi та доведенi твердження щодо двочасткових граффв та вiд-
ношень мiж множинами пов’язаних з їх вершинами. Також в роботi мiстя-
ться авторськi розв’язання нетривiальних задач на застосування теореми
Холла та Кьонiга.
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2 Теорiя парувань

2.1 Основнi означення теорiї графiв

Спочатку наведемо основнi означення теорiї графiв.

Означення 2.1. Неорiєнтований граф — пара множин (𝑉,𝐸), де 𝐸 ⊂
𝑉 (2), тобто елементи (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 (ребра) – невпорядкованi пари вершин;
позначають 𝐺 = (𝑉,𝐸).

Означення 2.2. Орiєнтований граф — пара множин (𝑉,𝐸), де 𝐸 ⊂
𝑉×𝑉 , ребра – впорядкованi пари вершин; позначають 𝐺 = (𝑉,𝐸).

Означення 2.3. Iнцидентними називають веришину 𝑣 та ребро 𝑒,
якщо 𝑣 належиить 𝑒.

Означення 2.4. Сумiжними називають двi вершини 𝑣, 𝑢, якi сполучає
деяке ребро; або два ребра, якi мають спiльну вершину.

Означення 2.5. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається повним, якщо кожна
вершина сумiжна з кожною iншою вершиною.

Повний граф з 𝑛 вершинами позначається 𝐾𝑛.

Означення 2.6. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається порожнiм, якщо
𝐸(𝐺) = ∅.

Означення 2.7. Степенем 𝑑𝑒𝑔(𝑣) вершини 𝑣, графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) нази-
вається кiлькiсть вершин 𝑢, якi iнцидентнi вершинi 𝑣 (кiлькiсть ребер, якi
виходять з вершини 𝑣).

Означення 2.8. Двочастковий граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) – граф множину
вершин якого можливо роздiлити на двi непорожнi множини 𝑉1, 𝑉2 так ,що
𝑉 = 𝑉1 ⊔ 𝑉2, а будь-яке ребро сполучає вершину з множини 𝑉1 з вершиною
з множини 𝑉2.

Означення 2.9. Шляхом називається скiнченна послiдовнiсть вершин,
у якiй будь-якi двi сусiднi вершини сполученi ребром.

Означення 2.10. Граф 𝐺 є пiдграфом графа 𝐻, якщо кожна вершина
графа 𝐺 є вершиною графа 𝐻, i кожне ребро графа 𝐺 є ребром графа 𝐻.
При цьому двi вершини 𝐺, сполученi ребром у 𝐻, не обов’язково сполученi
ребром у 𝐺.
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Означення 2.11. Графи 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) та 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) є iзоморфни-
ми, якщо iснує бiєкцiя 𝑓 : 𝑉1 → 𝑉2 множини вершини графа 𝐺1 на множину
вершин графа 𝐺2, яке задовoльняє умовi: ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣) ∈ 𝑉2 сполу-
ченi ребром.

Задача перевiрки iзоморфiзму графiв належить до класу задач, для
яких поки що невiдомо, чи є вони полiномiально вирiшуваними, чи нi. Тоб-
то поки що не побудований полiномiальний алгоритм перевiрки iзоморфi-
зму графiв. Iзоморфiзм можна розглядати також як перенумерацiю вер-
шин графа, тобто будь-яка кiлькiсна характеристика структури графа при
iзоморфiзмi залишається незмiнною. Такi характеристики називаються iн-
варiантами графа.

Означення 2.12. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається регулярним, якщо
∀𝑣 ∈ 𝑉 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 𝑛, для даного 𝑛.

2.2 Парування

Означення 2.13. Парування – пiдмножина ребер 𝐸(𝐺) графа 𝐺, така
що її елементи попарно не мають спiльних вершин.

Означення 2.14. Також зручно позначити пiдграф 𝑀 графу 𝐺, такий
що його множина ребер 𝐸(𝑀) є паруванням для 𝐺, назвемо 𝑀 Пару-
вальним пiдграфом.

(а) Парування (б) Парувальний пiдграф

Означення 2.15. Парування 𝑌 називається максимальним, якщо для
будь-якого iншого парування 𝑋, |𝑌 | ≥ |𝑋|

Помiтимо, що обидва парування на попереднiх рисунках є максималь-
ними.

Означення 2.16. Досконале парування – парування, таке що його
парувальний пiдграф 𝑀 мiстить всi вершини 𝐺, 𝑉 (𝑀) = 𝑉 (𝐺)
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Оскiльки за означенням парувальнi пiдграфи мають лише парну к-сть
вершин, досконале парування iснує лише коли 𝑉 (𝐺) = 2𝑛, 𝑛 ∈ N.

Означення 2.17. Парування, якi мiстять всi вершини окрiм однiєї на-
зивають майже досконалими.

Помiтимо, що парування на попереднiх рисунках також є майже доско-
налими.

Отож, аби розв’язати задачу зi вступу, достатьно знайти досконале па-
рування, тому далi ми розглянемо необхiдну для цього теорiю.

2.3 Теорема Холла

Задачу знаходження критерiю iснування досконалого парування у XX
столiттi розв’язав британський математик Фiллiп Холл.

Теорема 2.18. [3] В двочастковому графi 𝐺 з частками 𝑈,𝑊− доско-
нале парування 𝑀 iснує тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої пiдмно-
жини 𝑋 ⊆ 𝑈 , потужнiсь 𝑋 не менша потужностi множини сумiжних
їй вершин 𝑁(𝑋) ⊆ 𝑊 , тобто |𝑋| ≥ |𝑁(𝑋)| .

Доведення. Необхiднiсть даного критерiю є очевидна, оскiльки якщо умова
не виконується, то |𝑀 | < |𝑋|.

Достатнiсть доведемо за iндукцiєю по кiлькостi вершин . При 𝑛 = 1, де
𝑛 – потужнiсть частки 𝑊 , умова виконується, i парування є тривiальним.
Отже, припустимо, що для будь-якого числа менше 𝑛, твердження викону-
ється. Маємо лише 2 випадки:
Випадок 1. ∃𝑘 : 𝑛 ≥ 𝑘 ≥ 1 та знайдеться така група вершин 𝑊 ′ ⊂ 𝑊 , що
|𝑊 ′| = 𝑘, для якої iснує вiдповiдна множина сумiжних їм вершин 𝑈 ′, рiвна
за потужнiстю |𝑈 ′| = 𝑘.

Для множини 𝑊 ′ виконується припущення iндукцiї, отже, розглянемо
пiдграф 𝐺𝑘 на вершинах 𝑊 ∖ 𝑊 ′ та 𝑈 ∖ 𝑈 ′. Iншими словами, розглянемо
граф без вже розпарованих вершин, тепер покажемо, що для графу 𝐺𝑘 все
ще виконуються умови теореми.

Оберемо довiльну множину 𝑊 ′
𝑘 ⊂ (𝑊 ∖ 𝑊 ′), потужнiсть якої позначи-

мо 𝑟 = |𝑊 ′
𝑘|, тодi вiдповiдна множина вершин 𝑈 ′

𝑘 ⊂ (𝑈 ∖ 𝑈 ′), така, що її
потужнiсть 𝑠 = |𝑈 ′

𝑘|, покажемо, що умова виконується, а тобто 𝑟 ≥ 𝑠.
Повернемось до початкового графу 𝐺, за новими позначеннями

|𝑈 ′| = 𝑘 + 𝑟, a також |𝑊 ′| = 𝑘 + 𝑠, отже, з припущення iндукцiї
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𝑘 + 𝑟 ≥ 𝑘 + 𝑠 =⇒ 𝑟 ≥ 𝑠.

Випадок 2. ∀𝑊 ′ ⊂ 𝑊 : |𝑊 ′| = 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, а для множини сумiжних
їм вершин виконується |𝑈 ′| ≥ 𝑘 + 1.

Цей випадок значно простiший, виключимо двi сумiжнi вершини
𝑤 ∈ 𝑤′;𝑢 ∈ 𝑈 ′ з вiдповiдних множин 𝑊 ′ та 𝑈 ′. Для довiльної пiдмножини
𝑊 ′′ ⊂ 𝑊 ′ потужностi 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1, вiдповiдна множина сумiжних вершин
𝑈 ′′, за умовою |𝑈 ′′| ≥ 𝑘 + 1.

2.4 Теорiя перемiжних шляхiв

Тепер, знаючи критерiй iснування досконалого парування, логiчно i цi-
каво знайти алгоритми його побудови. Отож розглянемо для цього необхi-
днi означення та твердження.

Означення 2.19. Перемiжний шлях – такий шлях, що його елементи
по черзi або входять, або не входять до парування.

За поняттям перемiжного шляху можливо ввести поняття покриття для
парування.

Означення 2.20. Для парування 𝑀 покриттям (шляхом розшире-
ння) називається такий перемiжний шлях, що його перше та останнє ребро
не належить 𝑀 .

(а) Перемiжний шлях (б) Покриття парування

На рисунках вище ребра, що позначенi червоним формують парування,
а пунктиром – його покриття.

Теорема 2.21. [7] Якщо для парування 𝑀 iснує покриття, тодi 𝑀 –
не максимальне парування.
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Доведення. Припустимо, що для парування 𝑀 , такого, що |𝑀 | = 𝑛 iснує
покриття 𝐶, покажемо, що можливо побудувати парування 𝑀 ′ : |𝑀 ′| =
𝑛+ 1.

Розглянемо множину 𝑀 ′ = 𝐶△𝑀 . За означенням шляху, кожна вер-
шина в 𝑀 ′ зустрiчається лише раз, а також, оскiльки в 𝐶 кожна вершина
мала степiнь 2, в 𝑀 ′ кожна вершина має степiнь 1. Отже, 𝑀 ′ – парування.

За означенням, |𝐶| = 2𝑛+ 1, тому |𝑀 ′| = 𝑛+ 1.

Наслiдок. Якщо 𝑀 – максимальне парування, то для нього не iснує
покриття.

2.5 Алгоритми пошуку максимальних парувань

Тепер можемо описати базову iдею, на якiй будуються бiльшiсть алго-
ритмiв пошуку максимальних парувань:
1. Почнемо з будь-якого парування 𝑀0.
2. Для парування 𝑀𝑖 побудуємо покриття 𝐶𝑖, а якщо це неможливо, то тер-
мiнуємо алгоритм, вважаючи, що 𝑀𝑖 – максимальне покриття.
3. Парування 𝑀𝑖+1 = 𝐶𝑖△𝑀𝑖.

Майже всi алгоритми i справдi слiдують схожим пунктам, але найбiль-
шим фактором який їх вiдрiзняє – реалiзацiя пошуку покриття. Далi роз-
глянемо 2 способи, та оцiнимо їх алгоритмiчну складнiсть.

1. За "угорським алгоритмом" (алгоритмом Куна), для побудови покри-
ття використовують побудову найкоротшого шляху за допомогою стандар-
тного алгоритму DFS. Знайдемо такi вершини 𝑣, 𝑣′, що шлях вiд 𝑣 до 𝑣′

буде покриттям 𝑀 , а довжина такого шляху буде мiнiмальна.
Оцiнка складностi досить проста – маємо |𝑉 | iтерацiй, адже зазвичай

починаємо з 𝑀0 = ∅, a |𝑀𝑖| = |𝑀𝑖−1|+1. На кожному етапi iтерацiї переби-

раємо всi можливi невпорядкованi пари вершни, тобто |𝑉 |2
2 пар. Для кожної

пари виконуємо DFS складнiсть якого 𝑂(|𝑉 |), отже, маємо складнiсть ал-
горитму 𝑂(|𝑉 |4). Пiзнiше, оптимiзуючи структури данних, складнiсть вда-
лося знизити до |𝑉 |3.
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Подивимось на нього в дiї.

Рис. 3: 𝑀0

Рис. 4: 𝑀1, 𝑃1
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Рис. 5: 𝑀2, 𝑃2

Рис. 6: 𝑀3, 𝑃3
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Рис. 7: 𝑀4

Варто зазначити, як на даному прикладi Угорський алгоритм, на жаль,
не завжди знаходить максимальне парування, адже в умовi, ми припуска-
ємо, що коли для парування немає покриття, то воно максимальне, що не
завжди правда.

Також угорський алгоритм є доволi повiльним, що робить його майже
не придатним для практичного використання, тому розглянемо рiшення,
яке знизить оцiнку складностi до 𝑂(|𝐸|

√︀
|𝑉 |) в найгiршому випадку.

2. Алгоритм Хопкрофта-Карпа.
Основна iдея полягає в тому, аби замiсть пошуку одного шляху розширення,
шукати найбiльшу множину найкоротших шляхiв розширення.

Задамо мiру вiдстанi для двочасткового графа 𝐺 = ((𝑉1 ∪ 𝑉2), 𝐸) з де-
яким заданим паруванням 𝑀 , нехай 𝑉 ′

1 – множина вершин з 𝑉1, якi не
входять до 𝑀 .

Тодi розглянемо вiдображення 𝑑 : 𝑉 → N, 𝑑(𝑢) – вiдстань вершини 𝑢 до
𝑉 ′
1 .
Далi визначимо множину 𝐸 ′

𝑀 = {(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀 | 𝑑(𝑢) + 1 = 𝑑(𝑣)}.
Тепер можемо побудувати максимальну мнoжину шляхiв 𝑃 для пару-

вання 𝑀 :
1. Побудуємо граф 𝐺′

𝑀 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸
′
𝑀);

2. ∀𝑣 ∈ 𝑉 ′
1 за алгоритмом DFS знаходимо шлях вiд 𝑣 до деякої вершини

𝑢 ∈ 𝑉 ′
1 , якщо шлях (𝑣, 𝑢) iснує додамо його до 𝑃 .

Тодi весь алгоритм пошуку максимального парування виглядає так:
1. Починаємо з 𝑀0 = ∅.
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2. Для 𝑀𝑖 зайдемо множину 𝑃𝑖.
3. 𝑀𝑖+1 = 𝑀𝑖△(

⋃︀
𝑝∈𝑃

𝑝)

Рис. 8: Перший крок тривiальний

Рис. 9: Будуємо граф 𝐺𝑀
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Рис. 10: 𝑃0, та результат симетричної рiзницi 𝑀1 = 𝑀0△𝑃0

2.6 Теорема Кьонiга

Тепер задамося питанням чи можна оцiнити парування в графi, не зна-
ходячи його. Таку задачу на початку XX столiття розв’язав угорьский ма-
тематик Денеш Кьонiг, насправдi приписуючи розв’язок своєму батьковi
Юлiю.

Теорема 2.22. [8] У будь-якому двочастковому графi кiлькiсть ребер
в максимальному паруваннi дорiвнює кiлькостi вершин у мiнiмальному
вершинному покриттi.

Доведення. Нехай заданий двочастковий граф 𝐺 = (𝐿 ∪ 𝑅,𝐸). Нехай 𝑀
— максимальне парування в 𝐺. За визначенням парування, нiяка верши-
на не може належати бiльш нiж одному ребру з |𝑀 |. Таким чином, якщо
вершинне покриття за потужнiстю рiвне 𝑀 може бути побудовано, то воно
мiнiмальне.

Якщо 𝑀 — досконале парування, то |𝐿| = |𝑅| = |𝑀 |. Оскiльки кожне
ребро 𝐺 з’єднане рiвно з однiєю вершиною з 𝐿 i рiвно з однiєю вершиною з
𝑅, або 𝐿, iншими словами 𝑅 є вершинним покриттям розмiру |𝑀 | i теорема
доведена.

В iншому випадку використовуємо побудову шляху, який чергується для
побудови мiнiмального покриття. При заданому 𝑀 , роздiлимо множину
вершин 𝑉 (𝐺) графу 𝐺 на пiдмножини 𝑆𝑖, так, що:

1. 𝑆0 – всi вершини, що не належать 𝑀 .
2. Для 𝑗 ∈ N : 𝑗 ≥ 0, 𝑆2𝑗+1 – множина таких вершин, що кожна з них

сумiжна з деякою вершиною з 𝑆2𝑗, а iнцидентне їм ребро належить 𝐸 ∖𝑀 .
Або якщо таких вершин немає, але залишаються вершини, що не мiстяться
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в ранiше побудованих множинах 𝑆𝑘, вибираємо довiльну з них i вважаємо,
що 𝑆2𝑗+1 складається з цiєї єдиної вершини.

3. Для 𝑗 ∈ N : 𝑗 ≥ 0, 𝑆2𝑗 – множина таких вершин, що кожна з них
сумiжна з деякою верщиною 𝑣 ∈ 𝑆𝑠𝑗−1, а iнцидентне їм ребро належить
паруванню. Зауважимо, ∀𝑣 ∃𝑢 : (𝑣, 𝑢) ∈ 𝑀 , якщо 𝑣 /∈ 𝑆0.

Далi покажемо, що об’єднання пiдмножин з непарними iндексами є
вершинним покриттям з |𝑀 | вершинами. Вiдмiтимо, що ребра 𝑀 завжди
з’єднують вершини сумiжних рiвнiв 𝑆2𝑗−1 i 𝑆2𝑗. Покажемо, що нiяке ребро
𝑒 ∈ 𝐸 ∖𝑀 не з’єднує пару вершин, що лежать на парних рiвнях.

Припустимо, що 𝑒 зв’язує вершину 𝑣 ∈ 𝑆2𝑗 з вершиною 𝑢 ∈ 𝑆2𝑘 при
𝑘 < 𝑗. Вершина, сполучена з 𝑢 ребром 𝑒, знаходиться на рiвнi 𝑆𝑖 де 𝑖 <
2𝑘 + 1 < 2𝑗, а тому 𝑢 не може бути зв’язана ребром 𝑒 з будь-якою верши-
ною з 𝑆2𝑗.

З iншого боку, застосовуючи той же прийом побудови покриття, двi вер-
шини з 𝑆2𝑗 можуть бути зв’язанi один з одним дугою з 𝐸 ∖𝑀 .

Отже, будь-яке ребро з 𝑀 має в точностi одну вершину в непарнiй мно-
жинi, а будь-яке ребро з 𝐸 ∖ 𝑀 має щонайменше одну кiнцеву вершину в
непарнiй множинi. Таким чином, об’єднання всiх непарних множин дасть
вершинне покриття з |𝑀 | вершинами.

2.7 Парування та вiдношення множин

Оскiльки рисунки паруваннь дуже нагадують рисунки зоображеннь,
розглянемо зв’язок мiж цими роздiлами математики.

Означення 2.23. Вiдношенням множин 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛 називається мно-
жина 𝑅 ⊂ 𝑆1×𝑆2×...×𝑆𝑛.

Означення 2.24. Бiнарне вiдношення на множинi 𝑆 – множина 𝑅 ⊂
𝑀×𝑀 .
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Означення 2.25. Бiнарне вiдношення називають симетричним, якщо
∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅 =⇒ (𝑣, 𝑢) ∈ 𝑅.

Означення 2.26. Вiдображенням називають вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌
яке задовольняє наступним умовам:
1. Вiдображення 𝑅 всюди визначене, тобто, для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑋 iснує
такий 𝑦 ∈ 𝑌 , що 𝑥𝑅𝑦 (𝑦 є образом 𝑥 для вiдображення 𝑅).
2. Вiдображення 𝑅 є iдображенням "багато-до-одного" тобто, якщо (𝑥, 𝑦) ∈
𝑅 та (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅, то 𝑦 = 𝑧, тобто, 𝑦 може бути образом зразу декiлькох
елементiв з 𝑋, але один елемент 𝑥 не може породжувати бiльше одного
образа з 𝑌 .

Вiдображення позначають як 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 .

Означення 2.27. Вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – iн’єктивне тодi й тiльки
тодi, коли для кожного 𝑦 ∈ 𝑌 , iснує не бiльш як один (або жодного) 𝑥 ∈ 𝑋
такий, що 𝑓(𝑥) = 𝑦, aбо ∀𝑥, 𝑥′) ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) виконується рiвнiсть
𝑥 = 𝑥′.

Означення 2.28. Вiдображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 є сюр’єктивним, якщо
для кожного 𝑦 ∈ 𝑌 , iснує щонайменш один 𝑥 ∈ 𝑋 такий, що 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Означення 2.29. Бiєкцiя – одночасно сюр’єктивне та iн’єктивне вiд-
ображення.
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В загальному випадку мiж множиною всiх орiєнтованих графiв iз мно-
жиною вершин 𝑉 i множиною всiх антирефлексивних бiнарних вiдношень
на 𝑉 iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть: графу 𝐺 = (𝑉,𝐸) вiдповiдає
таке вiдношення 𝑅 на 𝑉 , що (𝑣, 𝑤) ∈ 𝑅 тодi й тiльки тодi, коли (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸,
∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 .

Зокрема, порожньому графу 𝐺 = (𝑉, ∅) вiдповiдає порожнє вiдношення
на 𝑉 (𝑅 = ∅), а повному графу вiдношення (𝑉×𝑉 )∖𝐷, де 𝐷 – дiагональне
вiдношення: 𝐷 = {(𝑣, 𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑉 }.

Тепер розглянемо орiєнтований двочастковий граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸).
Множина 𝐸(𝐺) задає вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑉1×𝑉2.

Щодо нерiєнтованого двочасткового графа 𝐺 = (𝑉1∪𝑉2, 𝐸), розглянемо
𝑅 ⊂ (𝑉1 ∪ 𝑉2×𝑉1 ∪ 𝑉2) таке, що ∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅 та (𝑣, 𝑢) ∈ 𝑅.
Очевидно, що 𝑅 – симетричне бiнарне вiдношення.

При чому за означенням неорiєнтованого графа ∃𝑅1 ⊂ 𝑉1×𝑉2,
∃𝑅2 ⊂ 𝑉2×𝑉1 такi що, 𝑅 = 𝑅1 ⊔𝑅2, i ∀(𝑣, 𝑤) ∈ 𝑅1, (𝑤, 𝑣) ∈ 𝑅2.

Надалi будемо говорити, що 𝑅1 є вiдношенням яке визначає граф 𝐺, а
𝑅2 є його симетричним доповненням.

Тепер вiдносно вiдношеннь визначимо поняття парування.

Означення 2.30. Для вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑉1×𝑉2, множина 𝑀 ⊂ 𝑅 на-
зивається паруванням, якщо при 𝑉1𝑀 ⊂ 𝑉1, 𝑉2𝑀 ⊂ 𝑉2; 𝑀 ⊂ 𝑉1𝑀×𝑉2𝑀 –
бiєкцiя, iншими словами, парування є бiєкцiєю для множин, на яких воно
визначене.

Теорема 2.31. Означення парування в термiнах двочасткових графiв
та вiдношеннь еквiвалентнi.

Доведення. Нехай дано двочастковий граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸), вiдношення
𝑅, породжене ним, та його парувальний пiдграф 𝑀 = (𝑉 ′

1 ∪ 𝑉 ′
2 , 𝐸𝑀). Пока-

жемо, що парувальний пiдграф породжує вiдношення, яке є паруванням в
𝑅.

Розглянемо вiдношення 𝑅𝑀 ⊂ 𝑉 ′
1×𝑉 ′

2 , що породжується графом 𝑀 .
Оскiльки за означенням ∀𝑢 ∈ 𝑉 ′

1 ∪ 𝑉 ′
2

𝑑𝑒𝑔(𝑢) = 1, тодi ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ′
1 ;𝑢 ̸= 𝑣 @𝑚 ∈ 𝑉 ′

2 , таких, що (𝑢,𝑚) ∈ 𝑅, та
(𝑣,𝑚) ∈ 𝑅𝑀 =⇒ 𝑅𝑀 – iн’єкцiя.

Оскiльки будь-яке вiдношення задане неорiєнтованим двочастковим гра-
фом графом – симетричне, з попереднього пункту випливає сюр’єктивнiсть
вiдношення 𝑅𝑀 , отже, 𝑅𝑀 – бiєкцiя, а отже, 𝑅𝑀 – парування на 𝑅.
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Нехай задано вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑉1×𝑉2, породжене двочастковим гра-
фом 𝐺 = (𝑉1∪𝑉2, 𝐸), а також вiдношення 𝑅𝑀 ⊂ 𝑉 ′

1×𝑉 ′
2 , 𝑉

′
1 ⊂ 𝑉1, 𝑉

′
2 ⊂ 𝑉2,

покажемо, що 𝑅𝑀 породжене деяким парувальним пiдграфом в 𝐺.
Розглянемо граф 𝐺𝑀 , який породжує 𝑅𝑀 . Оскiльки 𝑅𝑀 – вiдношення,

𝐺𝑀 = (𝑉 ′
1 ∪ 𝑉 ′

2 , 𝐸𝑀). 𝑅𝑀 ⊂ 𝑅 =⇒ 𝐸𝑀 ⊂ 𝐸, оскiльки 𝑅𝑀 – бiєкцiя, тодi
∀𝑣 ∈ 𝑉 ′

1 ∃!𝑢 ∈ 𝑉 ′
2 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑀 =⇒ ∀𝑢 ∈ 𝑉 ′

1 ∪ 𝑉 ′
2 𝑑𝑒𝑔(𝑢) = 1. Отже, за

означенням, 𝐺𝑀 – парувальний пiдграф в 𝐺.

Означення 2.32. Для вiдношення 𝑅 ⊂ 𝑉1×𝑉2, пiдмножина 𝑅, 𝑀 ⊂
𝑉1×𝑉2 називається досконалим паруванням, якщо 𝑀 – бiєкцiя.

Рис. 11: Двочастковий граф, та породжене ним вiдношення, червоним ви-
дiленi парування

Теорема 2.33 (теорема Холла для вiдношеннь). В вiдношеннi 𝑅 ⊂
𝑋×𝑌 , iснує досконале парування, тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої
множини 𝐾 ⊂ 𝑋, або 𝐾 ⊂ 𝑌 , |𝐼𝑚(𝐾)| ≥ |𝐾|.

Доведення. Розглянемо граф 𝐺, що задає 𝑅, 𝐼𝑚(𝐾) – множина вершин,
сумiжних 𝐾, а одже доведення аналогiчне доведенню теореми Холла для
двочасткових графiв.
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3 Задачi

3.1 Про студентiв та пiцу

На чаювання зiбралися 𝑁 студентiв, кожен принiс одну пiцу масою що-
найменше 𝑚 кг. Усi пiци якось розрiзали та розклали на 𝑀 тарiлок так, що
у кожнiй тарiлцi лежить не бiльше 𝑚 кг.

Доведiть, що можна роздати студентам по тарiлцi так, що кожному дi-
станеться хоча б один шматочок пiци, який вiн сам принiс.

Розв’язання: Побудуємо двочастковий граф 𝐺, де вершини будуть дi-
литись на множину студентiв та тарiлок, на яких розкладенi шматочки пiц-
ци, а ребрами будуть поєднаємо студентiв з тарiлками, на яких є шматочки
їх пiц.

Оскiльки кожен студент принiс як мiнiмум 𝑚 кг, то будь-якi 𝐾 ≤ 𝑁
студенти разом принесли не менше як 𝐾𝑚 кг пiци, оскiльки 𝐾𝑚 кг за
умовою розкладаються щонайменш на 𝐾 тарiлок, маємо, що для будь-якої
пiдмножини студентiв, множина сумiжних їм вершин не менша за потужнi-
стю.

Одже, iснує досконале парування, за яким кожен студент може отрима-
ти тарiлку зi шматочком своєї пiци.

3.2 Узагальнення задачi про студентiв та пiцу

Прямокутна таблиця 𝑚 х 𝑛 заповнена невiд’ємними числами, причому
iснує число 𝑠 > 0 таке, що сума чисел у будь-якому стовпчику не менша 𝑠,
а сума чисел у будь-якому рядку не бiльша за 𝑠.

Доведiть, що тодi можна з кожного стовпця вибрати клiтинку з дода-
тним числом так, що вибранi клiтини стоятимуть у рiзних рядках.

Розв’язання: Позначимо 𝐴 – множина рядкiв, 𝐵 – сповпчикiв. Визна-
чимо вiдношення 𝑅 ⊂ 𝐴×𝐵, що (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 =⇒ рядок 𝑎 та стовпчик 𝑏
мають спiльну клiтинку.

Тодi граф 𝐺, що задає вiдношення 𝑅, iзоморфний графу, побудованому
в попереднiй задачi, а отже, задачi еквiвалентнi.
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3.3 Досконалi парування в регулярних графах

Чи iснує для будь-якого регулярного двочасткового графа досконале па-
рування.

Розв’язання: Нехай дано регулярний двочастковий граф 𝐺 = (𝑉1 ∪
𝑉2, 𝐸), ∀𝑣 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 𝑛. Для довiльного |𝑉1 ∪ 𝑉2| ≥ 𝑘 ≥ 0, роз-
глянемо множину 𝐴 ⊂ 𝑉1, таку, що|𝐴| = 𝑘. Всi вершини множини 𝐴
мають разом 𝑘𝑛 iнцидентних ребер, що зв’язують їх з вершинами 𝐵. З ре-
гулярностi випливає, що степiнь кожної вершини 𝑣 ∈ 𝐵 не бiльша 𝑛, якщо
𝑛 ̸= 0 =⇒ |𝐵| ≥ 𝑘.

Отже, за теоремою Холла, будь-який непорожнiй регулярний двлчас-
тковий граф має досконале покриття.

3.4 Розбиття аркуша на многокутники

Аркуш паперу з обох сторiн розбитий на 𝑛 многокутникiв рiвної площi
𝑚. Доведiть, що його мого можна проткнути циркулем в 𝑛 мiсцях так, щоб
кожен многокутник був проткнутий рiвно один раз.

Розв’язання: Поначимо множини 𝐴 – многокутники на однiй сторо-
нi аркуша, 𝐵 – многокутники на iншiй сторонi. Задамо вiдношення 𝑅 ⊂
𝐴×𝐵, (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅, якщо аркуш можливо проткнути один раз, так аби про-
ткнути обидва прямокутники 𝑎 та 𝑏. Розглянемо 𝐾 ⊂ 𝐴, їх сумарна площа
– 𝑘𝑚.

Розглянемо 𝐼𝑚(𝐾), очевидно, загальна площа 𝐼𝑚(𝐾) ≥ 𝑘𝑚, а оскiльки
кожний многокутник має площу 𝑚, то |𝐼𝑚(𝐾)| ≥ |𝐾|. Отже, за теоремою
Холла в 𝑅 iснує досконале парування.

3.5 Про шахову дошку

На шаховiй дошцi помiтили 16 клiтинок так, аби на кожнiй вертикалi
та горизонталi було по двi помiченi клiтинки. Доведiть, що на помiчених
клiтинках можливо розставити 8 бiлих та 8 чорних фiгур, так щоб на всiх
вертикалях i горизонталях стояли i чорнi, i бiлi фiгури.

Розв’язання: Позначимо рядки як 𝑉1, а сповчики як 𝑉2, тодi розгляне-
мо двочастковий граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸), де вершини зв’язанi ребром, якщо
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вiдповiднi стовпчик та рядок мають спiльну клiтинку, що була помiчена за
умовою.

За умовою степiнь кожної вершини 2. А отже, регулярний двочастковий
граф має досконале парування 𝑀1, виключимо 𝑀1 з 𝐸, степiнь кожної
вершини тепер буде 1, а отже, iснує ще одне парування 𝑀2, при чому
𝑀1 ∩𝑀2 = ∅.

Оскiльки ребра графу 𝐺 – клiтинки помiченi за умовою, поставимо бiлi
фiгури в клiтинках 𝑀1, а чорнi в клiтинках 𝑀2.

3.6 Теорема Холла з дефiцитом

Маємо двочастковий граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸), |𝑉1| = 𝑛, при чому ∀𝐾 ⊂
𝑉1 : 𝑛 ≥ |𝐾| = 𝑘 ≥ 1, а також множина 𝐾 ′ – сумiжних до 𝐾 веришн, має
потужнiсть ≥ 𝑘 − 𝑑, для деякого 𝑑 ≤ 𝑘. Чи iснує досконале парування для
графу 𝐺′ = (𝑉 ′

1 ∪ 𝑉2, 𝐸
′), де 𝑉 ′

1 ⊂ 𝑉1 : |𝑉 ′
1 | = 𝑛− 𝑑?

Розв’язання: Кожна множина 𝑆 ⊂ 𝑉1 має хоча б 𝑘 − 𝑑 сумiжних,
додамо 𝑑 "уявнi"вершин до множини 𝑉2, та зв’яжемо їх ребрами з кожною
вершиною iз 𝑉1, тодi кожна 𝑆 ⊂ 𝑉1 має хоча б 𝑘 сумiжних, =⇒ за теоремою
Холла в новому графi iснує досконале парування.

Тепер заберемо доданi уявнi вершини, а також ребра, в паруваннi, якi
були їм iнцидентнi, а отже, маємо парування для 𝑛− 𝑑 вершин.
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3.7 Формування команд

Маємо 𝑛 команд студентiв на олiмпiадi з математики. Кожен тренер
команди, має деяких студентiв, яких вони хотiли б запросити.

Доведiть, що "будь-якi 𝑘 команд готовi запросити разом не менш нiж
𝑘𝑚 студентiв є необхiдним та достатнiм критерiєм аби всi команди обрали
по 𝑚 студентiв кожна.

Розв’язання: Доведемо це твердження за iндукцiєю по 𝑚. 𝑚 = 1 =⇒
маємо умову теореми Холла.

Припустимо, що твердження виконується для 𝑚, розглянемо ситуацiю
𝑚+1, тобто будь-якi 𝑘 команд готовi запросити 𝑚+1 студентiв. Помiтимо,
що виконується теорема Холла, тому побудуємо парування 𝑀 .

Видалимо з розгляду обраних в паруваннi 𝑀 студентiв, тодi будь-якi 𝑘
команд, все ще готовi запросити ≥ 𝑘𝑚, студентiв, а отже, за припущенням
iндукцiї тренени можуть набрати ще по 𝑚 студентiв, таким чином, що в
кожну комманду буде набрано 𝑚+ 1 студент.

3.8 Про знайомства юнакiв та дiвчат

У компанiї юнакiв та дiвчат не менше 𝑛 людей. Виявилося, що серед
них не можна скласти 𝑛+ 1 шлюб за знайомством.
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Доведiть, що тодi можна вибрати 𝑛 людей так, що з будь-якої пари зна-
йомих хоча б одного вибрали.

Розв’язання: Розглянемо граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸), де 𝑉1 – юнаки, 𝑉2

– дiвчата, а юнак зв’язаний з дiвчиною ребром, якщо вони знають один
одного.

Розглянемо 𝑀 – максимальне парування в 𝐺. За умовою, |𝑀 | ≤ 𝑛+1, а
отже, за теоремою Кьонiга, максимальне вершинне покриття за потужнiстю
≤ 𝑛. Тодi, за означенням вершинного покриття, можна обрати 𝑘 = |𝑀 |
вершин, якi попарно не сумiжнi, але не iснує ребра не iнцидентного жоднiй
з 𝑘 вершин.

Отже, достатньо обрати цих 𝑛 людей.

3.9 Турнiр

В турнiрi за круговою системою беруть участь 2𝑛 команд. Формат тур-
нiра такий, що кожного дня, протягом 2𝑛 − 1 днiв, всi команди грають 1
матч проти однiєї iншої команди, так, аби пiсля останнього (2𝑛− 1)-го дня,
кожна команда зiграла з кожною. Кожен матч має одного переможця та
програвшого.

Чи можна кожного дня нагороджувати команду-переможця, аби вони
не повторювались?

Розв’язання: За умовою, кожного дня маємо 𝑛 переможцiв. Розгляне-
мо будь-якi 1 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛 − 1 днiв, разом за цi 𝑘 днiв маємо 𝑘 унiкальних
переможцiв. Iнакше покажемо суперечнiсть з форматом проведення турнi-
ру.

Для 𝑘 ≤ 𝑛 суперечнiсть очевидна.
Розглянемо 𝑘 ≥ 𝑛. Оскiльки 2𝑛− (𝑘 − 1) команд тiльки програвали всi

𝑘 днiв, вони програли 𝑘(2𝑛− 𝑘 + 1) iгор, а максимальна кiлькiсть iгор, що
можливо зiграти за 𝑘 днiв.
𝑘𝑛 ≥ 𝑘(2𝑛− (𝑘 + 1))
𝑛 ≥ 2𝑛− 𝑘 + 1
𝑛 ≤ 𝑘 − 1
Отримуємо суперечнiсть.

Отже, за теоремою Холла, можливо обрати як мiнiмум одну унiкальну
команду-переможця кожного дня турнiру.
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4 Висновки

Теорiя парувань – один з фундаментальних роздiлiв теорiї графiв. В
цiй роботi ми розглянули та довели основнi теореми на яких будується ця
теорiя, а саме теорема Холла та Кьонiга.

Також ми визначили зв’язок мiж теорiєю парувань на двочасткових гра-
фах, та на вiдношеннях, i довели їх еквiвалентнiсть. Також були наведенi,
сформульованi та розв’язанi задачi з теорiї парувань.
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