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Анотацiя

Метою цiєї квалiфiкацiйної роботи є дослiдження теоретичних i практичних
аспектiв використання псевдо-обернених матриць (матриць Мура-Пенроуза)
у побудовi оптимального портфеля iнвестора Марковiца. У роботi розгляда-
ються основнi означення та властивостi псевдо-обернених матриць, а також
методи їх обчислення. Особливу увагу придiлено розробцi алгоритму побудо-
ви оптимального портфеля Марковиця, включаючи реалiзацiю 2 модифiкацiй
формулювання задачi (класичний варiант та додаткове формулювання).

У процесi роботи були дослiдженi не тальки базовi випадки, а i ситуацiї,
коли матриця коварiацiй була сингулярною (або майже сингулярною), що
може стати проблемою при роботi з реальними фiнансовими даними (у разi
нестачi iсторичних даних чи високої кореляцiї мiж активами). У такому разi
було розроблено алгоритм iз застосуванням псевдо-обернених матриць.
Практичну частину роботи присвячено застосуванню розроблених алгори-
тмiв до реальних фiнансових даних для чотирьох компанiй (Amazon, Netflix,
Tesla i Apple) за перiод одного року. На основi iсторичних даних цих компанiй
було проведено кiлька варiантiв оптимiзацiй (у випадку додатньовизначеностi
матрицi коварiацiй, з додаванням обмеження на додатнiсть ваг оптимального
портфеля та у випадку сингулярностi коварiацiйної матрицi). Отриманi ре-
зультати було проаналiзовано, i запропоновано рекомендацiї щодо використа-
ння псевдо-обернених матриць на практицi. Також додатково було проведено
симуляцiю аби дослiдити стохастичне представлення очiкуваної дохiдностi та
дисперсiї портфеля у випадку сингулярностi коварiацiйної матрицi.
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1 Вступ

Теорiя оптимального портфеля є однiєю з основ сучасної фiнансової матема-
тики, започаткованою Г. Марковiцем у 1952 роцi[1]. Ця теорiя має на метi
досягнення найкращого спiввiдношення мiж очiкуваною прибутковiстю та
ризиком портфеля. Iнвестори можуть мiнiмiзувати ризик за заданого рiвня
очiкуваного доходу, що має надзвичайне значення у реальних умовах фiнан-
сового ринку [1, 2].

Проте у випадках, коли матриця коварiацiї активiв є сингулярною, кла-
сичнi методи аналiзу не можуть бути використанi. При роботi з реальними
фiнансовими даними таке травляється за високої коварiацiї мiж активами чи
при нестачi iсторичної iнформацiї. У таких ситуацiях застосування псевдо-
обернених матриць, наприклад, матриць Мура-Пенроуза [3], є ефективним
рiшенням , адже класична iнверсiя матрицi є неможливою. Це дозволяє не
лише подолати проблеми, пов’язанi з обмеженiстю даних, але й удосконалю-
вати портфельний аналiз в умовах високої вимiрностi [2].

Оскiльки фiнансовi ринки наразi характеризуються нестабiльнiстю та ве-
ликою кiлькiстю фiнансових iнструментiв, що часто веде до сильно корельо-
ваних або навiть лiнiйно залежних активiв, це дослiдження фокусується на
методах оптимiзацiї портфлеля саме у випадку сингулярних або майже син-
гулярних матриць коварiацiї.

Крiм того, сучаснi iнвестицiйнi платформи й алгоритмiчнi системи потре-
бують стабiльних обчислювальних методiв, якi можуть працювати навiть у
випадках недостатньої кiлькостi даних або у високовимiрних просторах, ви-
даючи коректнi результати для iнвесторiв. З огляду на це, методи на основi
псевдообернених матриць, зокрема оберненої за Муром-Пенроузом, стають
все бiльш затребуваними як у наукових дослiдженнях, так i в реальних при-
кладних задачах [12].

Таким чином, дослiдження ефективного застосування псевдо-обернених
матриць до побудови оптимального портфеля iнвестора Марковiца є акту-
альним як у теоретичному, так i в практичному аспектах.

Метою даної квалiфiкацiйної роботи є дослiдження властивостей псевдо-
обернених матриць та їх застосування у побудовi оптимального портфеля
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iнвестора Марковiца для реальних фiнансових даних.
Для досягнення мети поставлено такi завдання:

1. Огляд теоретичних основ псевдо-обернених матриць(матриць Мура-Пенроуза)
та їх властивостей. Огляд допомiжних означень, пов’язаних з матрицею
Мура-Пенроуза.

2. Розробка та реалiзацiя алгоритму побудови оптимального портфеля Мар-
ковiца (використання двох модифiкацiй формулювання - класичного та
додаткового).

3. Модифiкацiя алгоритму для випадкiв сингулярностi з використанням псевдо-
обернених матриць.

4. Практичне застосування алгоритмiв до реальних фiнансових даних та
аналiз отриманих результатiв.

5. Стохастичне представлення очiкуваної дохiдностi та дисперсiї оптималь-
ного портфеля при сингулярнiй матрицi коварiацiї . Проведення симуля-
цiї для аналiзу розподiлу на основi реальних фiнансових даниї.

Робота базується на фундаментальних результатах Г. Марковиця [1], iдеях
сучасних пiдходiв до роботи з сингулярними матрицями [2] та використання
у цьому випадку матриць Мура-Пенроуза [3], а також використаннi обчислю-
вальних методiв для фiнансового аналiзу. Робота складається з п’яти роздi-
лiв. У першому подано вступ та обґрунтування теми. У другому розглянуто
теоретичнi основи розкладу Холеського та матрицi Мура–Пенроуза. У тре-
тьому сформульовано та реалiзовано класичну задачу оптимiзацiї портфеля
Марковиця та модифiковану. У четвертому проведено прикладне моделюва-
ння на основi реальних фiнансових даних. У п’ятому виконано стохастичний
аналiз очiкуваної дохiдностi та дисперсiї портфеля.

5



2 Огляд основних означень та теоретичних по-

ложень, що пов’язанi з псевдо-оберненою ма-

трицею

2.1 Основнi означення лiнiйної алгебри та псевдо-обернених

матриць

Розглянемо основнi означення лiнiйної алгебри, якi стануть у нагодi для
подальшого розумiння алгоритму. Почнемо з того, що псевдо-обернена ма-
триця (обернена у сенсi Мура-Пенроуза) є найбiльш загальновизнаним уза-
гальненням оберненої матрицi (див., наприклад, [3]). Наедемо базовi поняття,
необхiднi для розумiння псевдо-обернених матриць та їх застосувань у порт-
фельному аналiзi ([3]):

Означення 1. Псевдо-обернена матриця (за Муром-Пенроузом) для ма-
трицi 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — це матриця 𝐴+, яка задовольняє такi умови [2]:

1. Рефлексивнiсть:
𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴

2. Симетрiя:
𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+

3. Гермiтовi властивостi:

(𝐴𝐴+)𝑇 = 𝐴𝐴+

(𝐴+𝐴)𝑇 = 𝐴+𝐴

Матриця Мура-Пенроуза може бути використана у випадках, коли матриця
є сингулярною або не є квадратною. У випадку якщо матриця 𝐴 може бути
обернена стандартним способом, її псевдообернена матриця збiгається з цiєю
оберненою, а саме:

𝐴+ = 𝐴−1[3]

Для того, аби розумiти, для яких матриць маємо застосовувати алгоритм
знаходження оберненої Мура-Пенроуза наведемо означення сингулярної ма-
трицi.
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Означення 2 Сингулярна матриця — це така матриця, визначник якої
дорiвнює нулю:

det𝐴 = 0.

Також у ходi роботи було проведено перевiрку на додатньовизначенiсть ма-
триць. Якщо матриця виявлялась додатньовизначеною, вона мала позитив-
ний визначник i в такому випадку до неї не застосовувався алгоритм знахо-
дження матрицi Мура-Пенроуза. Якщо ж вона не проходила перевiрку на до-
датньовизначенiсть, застосовувався алгоритм знаходження псевдо-оберненої
матрицi.
Означення 3 Додатно визначена матриця: Матриця 𝐴 є додатно визна-
ченою, якщо для всiх ненульових векторiв 𝑥 виконується нерiвнiсть

𝑥⊤𝐴𝑥 > 0.

Додатно визначена матриця має дiйснi та додатнi власнi значення, а також
всi її головнi мiнори (визначники головних пiдматриць) є додатними. З цього
означення також випливає, що всi її дiагональнi елементи є додатними. [4]

Для того, аби знайти розв’язок рiвняння 𝐴𝑥 = 𝑏, де матриця 𝐴 є дода-
тно визначеною, можна використати розклад Холеського (В оригiналi The
Cholesky Decomposition), що має вигляд:

𝐴 = 𝐿⊤𝐿,

де 𝐿 — верхня трикутна матриця. Цей розклад iснує тодi i тiльки тодi, ко-
ли матриця 𝐴 є симетричною та додатно визначеною. В такому разi, спроба
виконати розклад Холеського [4] є перевiркою, чи є матриця додатно визначе-
ною. Якщо розклад виконати неможливо, матриця не є додатно визанченою.

В мовi програмування Python перевiрка на додатньовизначенiсть матрицi
може бути виконана за допомогою бiблiотеки numpy та методу з цiєї бiблiо-
теки. Функцiя для обчислення розкладу Холеського у Python:

np.linalg.cholesky(matrix)

Якщо декомпозицiя може бути виконана - матриця є додатньовизначеною. В
ходi виконання практичної роботи цю перевiрку на мовi Python було виконано
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i вручну, слiдуючи алгоритму. Розглянемо симетричну, додатно визначену
матрицю 𝐴:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎12 𝑎22 𝑎23

𝑎13 𝑎23 𝑎33

⎤⎥⎥⎦
Потрiбно знайти нижньотрикутну матрицю 𝐿, таку що:

𝐴 = 𝐿𝐿⊤.

Матриця 𝐿 матиме вигляд:

𝐿 =

⎡⎢⎢⎣
𝑙11 0 0

𝑙21 𝑙22 0

𝑙31 𝑙32 𝑙33

⎤⎥⎥⎦
Елементи 𝐿 обчислюються за такими формулами:
Дiагональнi елементи:

𝑙𝑗𝑗 =

⎯⎸⎸⎷𝑎𝑗𝑗 −
𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑙2𝑗𝑘, для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Обчислення всiх iнших елементiв:

𝑙𝑖𝑗 =
1

𝑙𝑗𝑗

(︃
𝑎𝑖𝑗 −

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑙𝑖𝑘𝑙𝑗𝑘

)︃
, для 𝑖 = 𝑗 + 1, . . . , 𝑛.

Застосовуючи цi рiвняння, можна виконати розклад Холеського [5] для
будь-якої симетричної додатно визначеної матрицi.

Важливо зазначити [6], що якщо матриця 𝐴 є додатно визначеною, то
вона має обернену, i її визначник є невiд’ємним:

det𝐴 > 0

В такому разi алгоритм знаходження оберненої матрицi Мура-Пенроуза за-
стосовуватися не буде i класичної iнверсiї буде достатньо.
Приклад 1. Розглянемо iлюстративний приклад симетричної, але не дода-
тновизначеної матрицi розмiру 3× 3, в якої визначник = 0:
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import numpy as np
matrix = np . array ( [

[ 1 , 2 , 3 ] ,
[ 2 , 4 , 6 ] ,
[ 3 , 6 , 9 ]

] )
#Manual method output
Matrix i s not p o s i t i v e d e f i n i t e .
Negative value encountered at L [ 1 ] [ 1 ] .
#Bui l t−in method
#np . l i n a l g . cho l e s ky ( matrix ) :
print ( i s_po s i t i v e_de f i n i t e ( matrix ) )
determinant = np . l i n a l g . det ( matrix )
print ( determinant )
#Output :
False
0 . 0

Спочатку у кодi виведено результат для перевiрки додатньовизначеностi вру-
чну (див додаток 1), що також показує в якому саме iндексi було виявлено
негативне значення. Пiсля цього використовується згаданий ранiше готовий
метод для перевiрки. Таким чином було перевiрено декомпозицiю Холеського,
прописану вручну. Результати збiгаються з вбудованим методом в бiблiотецi
numpy для кiлькох прикладiв.
Також можемо побачити, що для матрицi А неможливо знайти обернену,
адже її визначник дорiвнює нулю. Тому у випадку сингулярностi маємо за-
стосовувати алгоритм для знаходження матрицi Мура-Пенроуза.
Перевiрка матриць на додатньовизначенiсть у роботi була використана для
того, аби визначати для яких матриць буде використаний класичний ал-
горитм застосування знаходження оберненої матрицi, а для яких - псевдо-
оберненої.
У подальших роздiлах цi означення будуть використанi для побудови алго-
ритмiв оптимiзацiї портфеля Марковиця, включаючи випадки сингулярних
матриць коварiацiї.
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На початку дослiдження було реалiзовано алгоритм перевiрки додатньої ви-
значеностi та знаходження оберненої матрицi на мовi Python. У разi вияв-
лення того, що вхiдна матриця була додатньовизначеною, була застосована
базова iнверсiя використовуючи алгоритм Гауса. Розглянемо короткий опис
першої програми. Алгоритм складається з двох основних функцiй:
is_positive_definite та is_positive_definite_and_inverse. Функцiя
is_positive_definite реалiзовувала розклад Холеського (Cholesky decomposi-
tion) описаний вище вручну. Вона перевiряє, чи задана матриця є симетри-
чною(якщо ж нi, негативна вiдповiдь видається одразу), а далi послiдовно
будує нижню трикутну матрицю 𝐿, для якої виконується умова 𝐴 = 𝐿𝐿𝑇 .
При цьому, якщо на будь-якому кроцi на дiагоналi 𝐿 виникає вiд’ємне або
нульове значення, матриця не вважається додатньо визначеною. Функцiя
is_positive_definite_and_inverse викликає перевiрку на додатню визна-
ченiсть, а у випадку позитивного результату — виконує обчислення оберненої
матрицi методом Гаусса-Жордана. Для цього створюється розширена матри-
ця (𝐴 | 𝐼), де 𝐼 — одинична матриця того ж порядку, що i 𝐴. Пiсля приведення
𝐴 до одиничної матрицi, друга частина мiстить шукану 𝐴−1.

Приклад. Наведемо приклад використання алгоритму для симетричної ма-
трицi:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
4 2 2

2 3 1

2 1 3

⎤⎥⎥⎦ .

Результатом виконання функцiї є пiдтвердження додатньої визначеностi та
наступна обернена матриця (обчислена вручну методом Ґаусса):

𝐴−1 =

⎡⎢⎢⎣
0.5 −0.5 −0.0

−0.5 1.5 −0.5

−0.0 −0.5 0.5

⎤⎥⎥⎦ .

Для перевiрки правильностi обчислень додатково було виконано множен-
ня 𝐴𝐴−1 та порiвняння з одиничною матрицею. Також було здiйснено порiв-
няння з вбудованою функцiєю numpy.linalg.inv для пiдтвердження резуль-
тату.
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Основна перевага такого пiдходу — можливiсть ручної перевiрки умов
додатньої визначеностi з вiдповiдною iнтерпретацiєю результатiв.

Запропонований алгоритм може бути використаний у практичних задачах
аналiзу коварiацiйних матриць, що i знадобиться нам далi у роботi.

2.2 Методи обчислення псевдо-оберненої матрицi

Використовується декiлька алгоритмiв знаходження псевдо-оберненої матри-
цi. Розглянемо один iз них та опишемо покроково. У цiй роботi матриця
Мура-Пенроуза для матрицi A знаходиться за допомогою алгоритму SVD -
Singular Value Decomposition або Сингулярного Представлення Матрицi. Вве-
демо означення для цього розкладу.
Алгоритм Сингулярного Представлення матрицi (SVD) [8] - це метод, що до-
зволяє представити матрицю як набiр лiнiйних компонент, що вiдображають
її внутрiшню структурну суть.Також цей алгоритм допомагає знайти матри-
цю Мура-Пероуза для даної матрицi.

Розглянемо цей алгоритм послiдовно.
Спершу виконується розклад матрицi 𝐴 (розмiрностi 𝑚×𝑛) на добуток трьох
матриць:

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇

де:

• 𝑈 — ортогональна матриця розмiрностi 𝑚 × 𝑚, стовпцi якої є лiвими
сингулярними векторами матрицi 𝐴.

• Σ — дiагональна матриця розмiрностi 𝑚×𝑛 з сингулярними значеннями
матрицi 𝐴 на головнiй дiагоналi.

• 𝑉 — ортогональна матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛, стовпцi якої є правими
сингулярними векторами матрицi 𝐴.

Пiсля цього псевдообернена матриця 𝐴+ визначається як:

𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇
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де:

• Σ+ — псевдообернена дiагональна матриця, яка отримується з Σ шляхом
замiни кожного ненульового елемента 𝜎𝑖 на 1

𝜎𝑖
i транспонуванням, якщо

Σ не квадратна.

• 𝑈 — ортогональна матриця 𝑚×𝑚, лiвi сингулярнi вектори 𝐴.

• Σ — дiагональна матриця 𝑚× 𝑛 з сингулярними значеннями 𝐴.

• 𝑉 — ортогональна матриця 𝑛× 𝑛, правi сингулярнi вектори 𝐴. [7]

2.3 Iлюстративнi приклади знаходження матрицi Му-

ра–Пенроуза використовуючи запропонований ал-

горитм

Приклад 2. Розглянемо iлюстративний приклад знаходження матрицi Мура-
Пенроуза вручну, використовуючи запропонований вище алгоритм SVD. Для
прикладу вiзьмемо сингулярну матрицю розмiрностi 2× 2. Нехай

𝐴 =

(︃
3 6

−1 −2

)︃

Для перевiрки обчислимо визначник матрицi 𝐴:

det(𝐴) = 3 · (−2)− 6 · (−1) = −6 + 6 = 0

⇒ det(𝐴) = 0

Отже, матриця 𝐴 є сингулярною, тому класичний алгоритм знаходження
оберненої для неї не моеж бути застосовний.

Згiдно з алгоритмом SVD, розклад матрицi 𝐴 має вигляд:

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇

Сингулярнi значення:

𝜎1 =
√
50, 𝜎2 = 0
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Σ =

(︃√
50 0

0 0

)︃
, Σ+ =

(︃
1√
50

0

0 0

)︃
Матрицi 𝑈 та 𝑉 , впорядкованi вiдповiдно до сингулярних значень:

𝑈 =

(︃
−0.9487 −0.3162

0.3162 −0.9487

)︃
, 𝑉 =

(︃
−0.4472 −0.8944

−0.8944 0.4472

)︃

Наступний крок — знайти псевдообернену:

𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇

𝑈𝑇 =

(︃
−0.9487 0.3162

−0.3162 −0.9487

)︃

Σ+𝑈𝑇 =

(︃
1√
50

0

0 0

)︃(︃
−0.9487 0.3162

−0.3162 −0.9487

)︃
=

(︃
−0.1341 0.0447

0 0

)︃

𝐴+ =

(︃
−0.4472 −0.8944

−0.8944 0.4472

)︃(︃
−0.1341 0.0447

0 0

)︃
=

(︃
0.06 −0.02

0.12 −0.04

)︃

Фiнальна вiдповiдь:

𝐴+ =

(︃
0.06 −0.02

0.12 −0.04

)︃
Тепер розгялнемо iлюстративний приклад знаходження матрицi Мура–Пенроуза
використовуючи запропонований алгоритм вже за допомогою програми на-
писаної на Pythonz. Розглянемо ту саму сингулярну матрицю

𝐴 =

(︃
3 6

−1 −2

)︃

та знайдемо псевдо-обернену для неї використовуючи мову програмування
Python, щоб запевнитись, що обрахунки вручну були проведенi коректно. Для
обчислення псевдооберненої матрицi за допомогою Python використаємо бi-
блiотеку NumPy та готову функцiю np.linalg.pinv. Також для додаткової
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перевiрки вручну був написаний метод, що знаходить псевдообернену ма-
трицю, використовуючи бiблiотеку NumPy та готову функцiю np.linalg.svd.
Вона автоматично виконує перший крок алгоритму i розкладає задану ма-
трицю на добуток трьох. Також написанi допомiжнi функцiї, що виконують
усi наступнi кроки алгоритму сингулярного представлення. В обох випадках
виконання програм отримали наступнi результати: Оригiнальна матриця:

𝐴 =

(︃
3 6

−1 −2

)︃

Визначник матрицi 𝐴:
det(𝐴) = 0.0

Псевдообернена матриця (використання функцiї np.linalg.pinv):
(див. Додаток 1)

𝐴+ =

(︃
0.06 −0.02

0.12 −0.04

)︃
Псевдообернена матриця ( (використання функцiї np.linalg.svd)):

(див. Додаток 1)

𝐴+ =

(︃
0.06 −0.02

0.12 −0.04

)︃
Отже, у цьому роздiлi було розглянуто основнi означення, що будуть вико-
ристанi у роботi з псевдо-оберненими матрицями та стануть у нагодi при
розв’язку задачi оптимiзацiї портфеля Марковiца у випадку сингулярностi
коварiацiйної матрицi. Також було розглянуто алгоритм знаходження псевдо-
оберненої матрицi та показано iлюстративний приклад того, як вiн працює.
Приклад був обрахований вручну та за допомогою мови Python у двох моди-
фiкацiях. Збiжнiсть результатiв показує коректнiсть вiдпрацювання алгори-
тму.

Отже, у другому роздiлi роботи було введено ключовi поняття лiнiйної ал-
гебри, що необхiднi для подальшого використання у ходi виконання дослiдже-
ння : сингулярна матриця, додатно визначена матриця, псевдо-обернена ма-
триця (матриця Мура–Пенроуза). Також розглянуто випадок, коли обернена
та псевдо-обернена спiвпадають. Також було зазначено, що псевдо-обернена
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матриця є узагальненням поняття оберненої матрицi i використовується у ви-
падках, коли звичайна обернена матриця не iснує (наприклад, для сингуляр-
них або прямокутних матриць). Було описано алгоритм перевiрки матрицi на
додатню визначенiсть за допомогою розкладу Холеського, як вручну, так i
за допомогою Додатково наведено реалiзацiю алгоритму визначення оберне-
ної матрицi для додатньо визначених симетричних матриць з використанням
методу Гаусса. У випадку сингулярних матриць продемонстровано обраний
алгоритм обчислення псевдо-оберненої матрицi за допомогою сингулярного
розкладу (SVD) матрицi А на три iншi матрицi. В кiнцi також було пока-
зано iлюстративний приклад розрахунку псевдо-оберненої матрицi вручну
та пiдтверджено результат з використанням бiблiотек numpy.linalg.pinv i
numpy.linalg.svd у Python. Отже, отриманi результати спiвпадають у всiх
випадках, що свiдчить про коректнiсть реалiзацiї алгоритмiв та їх практичну
придатнiсть для подальших задач на реальних iсторичних даних. Пiдсумову-
ючи, отриманi та розглянутi означення та алгоритми становлять фундамент
для розв’язання задачi оптимiзацiї портфеля Марковiца у випадках сингуляр-
ної коварiацiйної матрицi, що буде розглянуто у наступних роздiлах роботи.
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3 Алгоритм i реалiзацiя програми для побудо-

ви оптимального портфеля Марковиця для

сингулярних даних

3.1 Теоретичнi основи портфеля Марковиця

Оптимальний портфель був розглянутий в багатьох джерелах, i ця тема є
досить вiдомою та активно дослiджуваною.

Базуючись на вже iснуючих роботах ([9],[10],[11]), введемо поняття iнве-
стицiйного портфелю, аби сформулювати задачi оптимiзацiї. Iнвестицiйний
портфель - збалансована сукупнiсть рiзних фiнансових iнструментiв, таких
як акцiї, облiгацiї, деривативи та iншi активи, що перебувають пiд управлiн-
ням iнвесторiв або фiнансових установ.

Основною метою формування портфеля є диверсифiкацiя ризикiв, яку ми
хочемо отримати за рахунок комбiнування активiв та розподiлу iнвестицiй у
рiзнi джерела. Також метою є знизити загальний рiвень ризику iнвестицiй-
ного портфеля без значної втрати очiкуваної дохiдностi[9] . У другому роз-
глянутому формулюваннi, до прикладу, буде розглянуто ставлення iнвестора
до ризику як змiнний параметр.

Розглянемо основнi характеристики, якi описують поведiнку портфеля
(див. [10],[11]): математичне сподiвання (середнє значення доходностi), дис-
персiя та коварiацiя доходностей активiв. Математичне сподiвання (mean)
(E[X]) вiдображає середнє або найбiльш типове значення доходностi активу.
Також на це значення будемо посилатися, як на "очiкувану дохiднiсть"Дисперсiя
(variance) (Var(X))дозволяє оцiнити ступiнь розсiювання доходностей вiдно-
сно середнього значення, тобто рiвень ризику, пов’язаний з iнвестицiєю. Ко-
варiацiя (covariance), у свою чергу, характеризує ступiнь взаємозв’язку мiж
доходностями рiзних активiв у портфелi, що має важливе значення при фор-
муваннi збалансованого портфеля.

Далi при роботi з реальними фiнансовими даними було обраховано оцiнки
усiх цих характеристик iнвестицiйного портфелю, а також було проведено
оцiнку матрицi коварiацiї.

Для ефективного управлiння iнвестицiйним портфелем необхiдно врахо-
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вувати цi статистичнi характеристики, якi допомагають визначити не лише
очiкувану прибутковiсть, але й рiвень ризику та взаємозалежнiсть мiж окре-
мими активами.
Переходячи до теорiї портфелю Марковiца, у класичному варiантi задача
оптимiзацiї має на метi мiнiмiзувати дисперсiю, тобто ризик. При цьому має
бути враховано, що дохiднiсть залишиться бiльшою чи рiвною таргетованiй
дохiдностi, що прописано в обмеженнях в умовi задачi.
У роботi буде розглянуто два формулювання задачi оптимiзацiї портфеля
Марковiца. Розглянемо перший класичний варiант та введемо усi позначен-
ня [10]:

min
𝑥

𝜎2
𝑥 ≡ min

𝑥

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

s.t.
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 ≥ 𝑟

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1.

• 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) — вектор часток iнвестованого капiталу у кожен iз 𝑑

активiв.

• 𝜎2
𝑥 — дисперсiя дохiдностi портфеля (ризик портфеля).

• 𝜎𝑖𝑗 — елемент матрицi коварiацiй, що показує взаємозв’язок мiж прибу-
тковiстю активiв 𝑖 та 𝑗.

• 𝜇𝑥 — очiкувана дохiднiсть портфеля.

• 𝜇𝑖 — очiкувана дохiднiсть окремого активу 𝑖.

• 𝑟 — мiнiмально допустима очiкувана дохiднiсть портфеля.

• Умова
∑︀𝑑

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1 введена для того щоб запевнитися, що всi iнвестицiї
розподiленi мiж активами (повна iнвестованiсть капiталу).

Пiсля цього розглянемо модифiковане формулювання задачi Марковiца:
максимiзацiя дохiдностi з урахуванням ризику
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У даному формулюваннi враховується як очiкувана дохiднiсть, так i ризик
портфеля. Метою є максимiзацiя дохiдностi з урахуванням ризику, зваженого
на параметр схильностi до ризику iнвестора:

max
𝑥

(︀
𝜇𝑥 − 𝜏𝜎2

𝑥

)︀
≡ max

𝑥

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 − 𝜏

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

)︃)︃

s.t.
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 1.

де:

• 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) — вектор часток капiталу, iнвестованих у кожен iз 𝑑

активiв;

• 𝜇𝑥 =
∑︀𝑑

𝑖=1 𝜇𝑖𝑥𝑖 — очiкувана дохiднiсть портфеля;

• 𝜇𝑖 — очiкувана дохiднiсть активу 𝑖;

• 𝜎2
𝑥 =

∑︀𝑑
𝑖=1

∑︀𝑑
𝑗=1 𝜎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 — дисперсiя дохiдностi портфеля;

• 𝜎𝑖𝑗 — елемент матрицi коварiацiй, що показує зв’язок мiж активами 𝑖 та
𝑗;

• 𝜏 — параметр схильностi до ризику: що бiльшим є 𝜏 , то бiльшу вагу
iнвестор надає зменшенню ризику;

• умова
∑︀𝑑

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1 гарантує повну iнвестованiсть капiталу.

Варто зазначити, що модифiкованому формулюваннi задачi оптимiзацiї
портфеля Марковiца, [11] де максимiзується функцiя 𝜇𝑥 − 𝜏𝜎2

𝑥, детальнiше
розглянемо параметр 𝜏 , який називається коефiцiєнтом схильностi до ризи-
ку (в оригiналi це звучить як risk aversion parameter). Вiн вiдображає iндивi-
дуальнi вподобання iнвестора [16] щодо балансу мiж очiкуваною дохiднiстю
портфеля та його ризиком.

З математичної точки зору, параметр 𝜏 визначає, яку вагу iнвестор надає
ризику пiд час прийняття оптимiзацiйного рiшення. Якщо 𝜏 = 0, це означає,
що iнвестор iгнорує ризик i зосереджується виключно на максимiзацiї дохi-
дностi — така поведiнка характерна для повнiстю ризикованої (risk-seeking)
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стратегiї. Навпаки, високi значення 𝜏 вказують на сильну схильнiсть до уни-
кнення ризику: iнвестор готовий жертвувати частиною потенцiйного прибу-
тку заради зменшення волатильностi портфеля.

У частинi наукових джерел замiсть 𝜏 використовується позначення 𝛼. Хо-
ча обидва параметри вводять компромiс мiж ризиком i дохiднiстю, їх iнтер-
претацiї можуть вiдрiзнятися. Параметр 𝜏 зазвичай розглядається як пове-
дiнкова характеристика iнвестора, яка вiдображає його iндивiдуальну толе-
рантнiсть до ризику. У той час як 𝛼 часто використовується як математи-
чний параметр регуляризацiї — вiн змiнює вигляд ефективного фронту або
допомагає стабiлiзувати чисельне розв’язання задачi оптимiзацiї.

Завдяки параметру 𝜏 модель Марковiца набуває гнучкостi: змiнюючи його
значення, можна адаптувати оптимальне портфельне рiшення пiд рiзнi типи
iнвесторiв — вiд нейтральних до ризику до дуже обережних.

3.2 Розробка алгоритму побудови портфеля Марковi-

ца(2 модифiкацiї)

Розглянемо алгоритм побудови оптимального портфеля Марковiца для пер-
шого класичного формулювання:

min
𝑥

𝜎2
𝑥 ≡ min

𝑥

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

s.t.
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 ≥ 𝑟

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1.

Для того, аби мiнiмiзувати таргетовану функцiю нам знадобиться функцiя
Лагранжа. Спершу маємо сформувати функцiю Лагранжа з множниками
Лагранжа 𝑢 та 𝑣

𝐿 =
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝛿𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝑣

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 − 𝑟

)︃
− 𝑢

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 − 1

)︃
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Далi аби мiнiмiзувати функцiю𝐿, беремо частковi похiднi 𝐿 по кожному 𝑥𝑖

та прирiвнюємо їх до нуля:

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
= 0 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑑

У висновку матимемо 𝑑 рiвнянь.

2
𝑑∑︁

𝑗=1

𝛿𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑣𝜇𝑖 − 𝑢 = 0, for all 𝑖 = 1, . . . , 𝑑

Щоб знайти оптимальний портфель [10], розв’язуємо цi 𝑑 + 2 рiвнянь для
𝑑+ 2 змiнних: 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑, 𝑢, 𝑣.

Альтернативно розв’язання класичного формулювання задачi Марковiца
має вигляд: ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2𝜎11 2𝜎12 · · · 2𝜎1𝑑 −𝜇1 −1

2𝜎21 2𝜎22 · · · 2𝜎2𝑑 −𝜇2 −1
... ... . . . ... ... ...

2𝜎𝑑1 2𝜎𝑑2 · · · 2𝜎𝑑𝑑 −𝜇𝑑 −1

𝜇1 𝜇2 · · · 𝜇𝑑 0 0

1 1 · · · 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

A

·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1

𝑥2
...
𝑥𝑑

𝑣

𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

x

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...
0

𝑟

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟ ⏞ 
b

Отже, ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1

𝑥2
...
𝑥𝑑

𝑣

𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A−1b

Саме у такому варiантi розв’язку ми стикаємося з тим, що маємо зна-
йти обернену матрицю, а отже у випадку сингулярностi маємо застосовувати
псевдо-обернену. Проте у роботi був зроблений акцент на друге формулюва-
ння для випадку сингулярностi, адже тут випадок є тривiальнiшим.
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Розглянемо розв’язок для позитивновизначеної матрицi для другого фор-
мулювання задачi оптимiзацiї портфеля Марковiца.

max
𝑥

(︀
𝜇𝑥 − 𝜏𝜎2

𝑥

)︀
≡ max

𝑥

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 − 𝜏

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

)︃)︃

s.t.
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 1.

Нижче наведено формули для обчислення оптимального вектора ваг порт-
феля у ввипадку коли ковариацiйна матриця Σ є додатноозначеною [13]:

w𝐸𝑈 =
Σ−11𝑘

1⊤
𝑘 Σ

−11𝑘
+

1

2𝜏
R𝜇, (1)

де

R = Σ−1 − Σ−11𝑘1
⊤
𝑘 Σ

−1

1⊤
𝑘 Σ

−11𝑘
. (2)

• w𝐸𝑈 — оптимальнi ваги активiв у портфелi за критерiєм очiкуваної ко-
рисностi;

• Σ — ковариацiйна матриця доходностей активiв;

• Σ−1 — обернена матриця до Σ;

• 1𝑘 — 𝑘-вимiрний вектор, заповнений одиницями;

• 𝜏 — коефiцiєнт ризиконебажаностi iнвестора;

• R — матриця, що вiдображає скориговану структуру ризику;

• 𝜇 — вектор математичних сподiвань доходностей активiв.

У ситуацiї, коли матриця Σ є сингулярною , замiсть оберненої матрицi ви-
користовується псевдообернена матриця Мура-Пенроуза, позначена як Σ+.
Такий пiдхiд було запропоновано Bodnar, T., Mazur, S., Nguyen у їхнiй нау-
ковiй роботi[2]

w𝐸𝑈 =
Σ+1𝑘

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘
+

1

2𝜏
R𝜇,
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R = Σ+ − Σ+1𝑘1
⊤
𝑘 Σ

+

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘
.

• w𝐸𝑈 — оптимальнi ваги портфеля за критерiєм максимiзацiї очiкуваної
корисностi.

• Σ+ — псевдообернена матриця Мура–Пенроуза для ковариацiйної матри-
цi Σ.

• 1𝑘 — 𝑘-вимiрний вектор, заповнений одиницями.

• 𝜏 — коефiцiєнт ризиконебажаностi iнвестора.

• R — матриця, що враховує скориговану структуру ризику.

• 𝜇 — вектор очiкуваних доходностей активiв.

3.3 Iлюстративнi приклади оптимiзацiї портфеля Мар-

ковiца для двох формулювань

Розглянемо iлюстративний приклад розв’язання задачi оптимiзацiї портфе-
ля Марковiца у класичному формулюваннi для двох активiв (d=2). Будемо
використовувати алгоритм запропонований вище.
Спочатку розглядаємо базовi випадки, де матриця коварiацiй є позитивно
визначеною та не є сингулярною.
Приклад 3. Задамо середнi значення, мiнiмальну очiкувану дохiдiнсть порт-
феля та матрицю коварiацiї розмiрнiстю 2х2

𝜇1 = 0.1, 𝜇2 = 0.08, 𝑟 = 0.09

Σ =

[︃
0.04 0.02

0.02 0.03

]︃

𝛿2𝑥 =
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝛿𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝛿11𝑥
2
1 + 2𝛿12𝑥1𝑥2 + 𝛿22𝑥

2
2
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1. Формуємо функцiю Лагранжа

𝐿 = 0.04𝑥21 + 2(0.02)𝑥1𝑥2 + 0.03𝑥22

− 𝑣(0.1𝑥1 + 0.08𝑥2 − 0.09)− 𝑢(𝑥1 + 𝑥2 − 1)

2. Знаходимо частковi похiднi функцiї Лагранжа та прирiвнюємо їх до
нуля, аби мiнiмiзувати функцiю:

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
= 2 · 0.04𝑥1 + 2 · 0.02𝑥2 − 0.1𝑣 − 𝑢 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
= 2 · 0.03𝑥2 + 2 · 0.02𝑥1 − 0.08𝑣 − 𝑢 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑣
= −0.1𝑥1 − 0.08𝑥2 + 0.09 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑢
= −𝑥1 − 𝑥2 + 1 = 0

3. Розв’язуємо отриману систему рiвнянь для невiдомих змiнних:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.08𝑥1 + 0.04𝑥2 − 0.1𝑣 − 𝑢 = 0

0.06𝑥2 + 0.04𝑥1 − 0.08𝑣 − 𝑢 = 0

0.1𝑥1 + 0.08𝑥2 = 0.09

𝑥1 + 𝑥2 = 1

4. Отримали фiнальний розв’язок:

𝑥1 = 0.5, 𝑥2 = 0.5

𝑣 = 0.5, 𝑢 = 0.01

Вiзьмемо тi самi вхiднi данi:

𝜇1 = 0.1, 𝜇2 = 0.08, 𝑟 = 0.09

Σ =

[︃
0.04 0.02

0.02 0.03

]︃

Приклад 4. Використаємо мову програмування Python аби перевiрити, чи
результати були порахованi коректно.
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Для цього використовуємо бiблiотеку NumPy та готову функцiю np.linalg.solve.
Додавши модифiкацiї було написано метод, що обраховує оптимальний порт-
фель Марковiца для першого класичного формулювання.(див. Додаток 1)
Програма приймає на вхiд такi параметри:

1. вектор очiкуваних прибутковостей активiв;

2. коварiацiйну матрицю прибутковостей;

3. задану цiльову прибутковiсть портфеля.

Далi формулюється система лiнiйних рiвнянь, що вiдповiдає умовам пер-
шого класичного формулювання задачi Марковiца з двома обмеженнями:

1. сума ваг активiв у портфелi дорiвнює одиницi;

2. очiкувана прибутковiсть портфеля дорiвнює заданому значенню.

Система включає як змiннi ваги активiв, так i два множники Лагран-
жа, якi враховують вiдповiдно обмеження на прибутковiсть i на суму ваг.
Матрична форма цiєї системи автоматично будується у програмi, пiсля чого
розв’язується за допомогою ранiше згаданого методу для розв’зязку задач
лiнiйної оптимiзацiї з бiблiотеки Numpy.

У результатi виконання дана програма повертає:

• оптимальнi ваги активiв у портфелi;

• значення множникiв Лагранжа;

• перевiрку досягнутої прибутковостi портфеля;

• обчислену дисперсiю (ризик) портфеля.

У висновку маємо, що реалiзований алгоритм дозволяє не тiльки знайти
оптимальне розподiлення iнвестицiй, але й оцiнити, наскiльки обґрунтованi
результати з точки зору поставлених обмежень. Це забезпечує додаткову на-
дiйнiсть при побудовi портфеля на основi реальних фiнансових даних. Проте
у даному дослiдженнi не буде використано оптимiзацiї для першого варiанту
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на реальних фiнансових даних, хоча це можна розглянути у майбутнiх до-
слiджень. Тож у ходi виконання програми на iлюстративному прикладi були
отриманi наступнi результати:
Система лiнiйних рiвнянь має такий матричний вигляд:⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0.08 0.04 −0.1 −1.0

0.04 0.06 −0.08 −1.0

0.10 0.08 0.0 0.0

1.00 1.00 0.0 0.0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2

𝑣

𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.0

0.0

0.09

1.0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Розв’язок цiєї системи дає оптимальнi ваги портфеля та значення мно-

жникiв Лагранжа:

𝑥1 = 0.5, 𝑥2 = 0.5

𝑢 = 0.01000000000000003 (множник обмеження ваг)

𝑣 = 0.49999999999999956 (множник обмеження дохiдностi)

Оптимальнi характеристики портфеля:

Дохiднiсть портфеля: 𝑟𝑝 = 0.09

Дисперсiя портфеля: 𝜎2
𝑝 = 0.0275

Бачимо, що порахованi результати вручну збiгаються з результатами обрахо-
ваними в Python.
Приклад 5. Тепер розглянемо приклад оптимiзацiї портфеля Марковiца вже
у другому формулюваннi з коефiцiєнтом ставлення iнвестора до ризику. Для
iлюстрацiї було обрано параметр 4000, хоча дослдiдження були проведенi на
рiзних випадках. Також цей приклад iлюструє випадок сингулярностi, адже
матриця коварiацiї має нульовий визначник. Було продемонстровано алго-
ритм Sigular Value Decomposition та попроково показано необхiднi калькуля-
цiї.

𝜇1 = 0.1

𝜇2 = 0.08
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Σ =

[︃
2 4

1 2

]︃
𝜏 = 4000

Обрахунок матрицi Мура-Пенроуза для Σ:

ΣΣ𝑇 =

[︃
2 4

1 2

]︃[︃
2 1

4 2

]︃
=

[︃
20 10

10 5

]︃

det

(︃[︃
20− 𝜆 10

10 5− 𝜆

]︃)︃
= (20− 𝜆)(5− 𝜆)− 100 = 𝜆2 − 25𝜆 = 0

𝜆1 = 25, 𝜆2 = 0

𝜎1 =
√
25 = 5, 𝜎2 =

√
0 = 0

Σ =

[︃
5 0

0 0

]︃
, Σ+ =

[︃
1
5 0

0 0

]︃

(ΣΣ𝑇 − 25𝐼)𝑢⃗ = 0,

[︃
−5 10

10 −20

]︃
⇒ 𝑢⃗1 =

[︃
2

1

]︃
, 𝑢̂1 =

1√
5

[︃
2

1

]︃

(ΣΣ𝑇 − 0𝐼)𝑢⃗ = 0,

[︃
20 10

10 5

]︃
⇒ 𝑢⃗2 =

[︃
−1

2

]︃
, 𝑢̂2 =

1√
5

[︃
−1

2

]︃

𝑈 =

[︃
2√
5

−1√
5

1√
5

2√
5

]︃

𝑣1 =
1

𝜎1
Σ𝑇𝑢1 =

1

5

[︃
2 1

4 2

]︃
· 1√

5

[︃
2

1

]︃
=

1

5
√
5

[︃
5

10

]︃
=

1√
5

[︃
1

2

]︃

𝑣2 =
1√
5

[︃
−2

1

]︃

𝑉 =

[︃
1√
5

−2√
5

2√
5

1√
5

]︃
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𝑉 Σ+ =

[︃
1√
5

−2√
5

2√
5

1√
5

]︃[︃
1
5 0

0 0

]︃
=

[︃
1

5
√
5

0
2

5
√
5

0

]︃

𝑈𝑇 =

[︃
2√
5

1√
5

−1√
5

2√
5

]︃

Σ+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇 =

[︃
1

5
√
5

0
2

5
√
5

0

]︃[︃
2√
5

1√
5

−1√
5

2√
5

]︃

Σ+ =

[︃
2
25

1
25

4
25

2
25

]︃
Обрахунок оптимального портфеля:

Σ+ =

[︃
0.08 0.04

0.16 0.08

]︃
, 𝜇 =

[︃
0.1

0.08

]︃
, 1𝑘 =

[︃
1

1

]︃
, 𝜏 = 4000

Σ+1𝑘 =

[︃
0.08 0.04

0.16 0.08

]︃[︃
1

1

]︃
=

[︃
0.12

0.24

]︃

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘 =
[︁
1 1

]︁ [︃0.12
0.24

]︃
= 0.36

Σ+1𝑘

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘
=

1

0.36

[︃
0.12

0.24

]︃
=

[︃
1
3
2
3

]︃

Σ+𝜇 =

[︃
0.08 0.04

0.16 0.08

]︃[︃
0.1

0.08

]︃
=

[︃
0.012

0.024

]︃
1

2𝜏
=

1

8000

1

8000
· Σ+𝜇 =

1

8000
·

[︃
0.012

0.024

]︃
=

[︃
1.5× 10−6

3× 10−6

]︃

𝑤𝐸𝑈 =

[︃
1
3
2
3

]︃
+

[︃
1.5× 10−6

3× 10−6

]︃
=

[︃
0.3330015

0.666003

]︃
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Приклад 6. Розглянемо той самий приклад, але вже використовуючи
програму, написану на Python, аби перевiрити коректнiсть результатiв, обра-
хованих вручну. Код реалiзацiї алгоритму можна побачити у додатку.

У загальному програма на Python для дургого формулювання оптимiзацiї
портфеля Марковiца реалiзує наступнi кроки:

1. Обчислюється псевдообернена матриця коварiацiй Σ+ з використанням
функцiї np.linalg.pinv, що реалiзує стабiльний чисельний метод на осно-
вi вже ранiше згаданого сингулярного розкладу (SVD) згiдно документа-
цiї PythonNumpy.

2. Знаходиться перший компонент оптимального портфеля — портфель з
мiнiмальною дисперсiєю (мiнiмально-ризиковий портфель), який не вра-
ховує очiкуванi прибутковостi. Вiн обчислюється за формулою, яка була
наведена у теоретичнiйi частинi роздiлу:

𝑥(1) =
Σ+1

1⊤Σ+1
,

де 1 — вектор одиниць, що вiдповiдає числу активiв.

3. Обчислюється другий компонент — поправка на ризик-аверсiю, яка вра-
ховує очiкуванi прибутковостi активiв та ступiнь небажання iнвестора до
ризику 𝜏 :

𝑥(2) =
1

2𝜏

(︂
Σ+ − Σ+11⊤Σ+

1⊤Σ+1

)︂
𝜇.

Цей доданок враховує вiдхилення вiд мiнiмального ризику в напрямку
очiкуваних прибутковостей. Саме тут ми можемо регулювати наш ре-
зультат у залежностi вiд вподобань певного iнвестора щодо ризику.

4. Остаточний портфель є сумою цих двох компонент:

𝑥 = 𝑥(1) + 𝑥(2).

В результатi виконання алгоритму ми отримуємо вектор 𝑥 — оптимальнi
ваги активiв у портфелi, якi водночас враховують мiнiмiзацiю ризику, очi-
кувану прибутковiсть та ризик-аверсiю iнвестора. У цьому випадку нiяких
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обмежень на додатнiсть доданкiв ще додано не було. Але у ходi роботи з
реальними даними ситуацiя змiниться.

Додатково, для наглядностi результату та покроковостi обчислень виво-
дяться допомiжнi результати, такi як:

• псевдообернена матриця Σ+;

• компоненти 𝑥(1) i 𝑥(2) окремо;

• фiнальний вектор оптимальних ваг 𝑥.

Отже перейдемо до тестування програми на iлюстратичному прикладi.
Вiзьмемо тi самi вхiднi данi:

𝜇1 = 0.1, 𝜇2 = 0.08, 𝜏 = 4000

Σ =

[︃
2 4

1 2

]︃
Отримаємо наступнi результати:

Determinant of Σ = 0.0

Inverse of Σ (Σ−1) = [︃
0.08 0.04

0.16 0.08

]︃
First Term (Minimum Variance Portfolio) =[︁

0.33333333 0.66666667
]︁

Second Term (Risk-Adjusted Return Component) =[︁
1 · 10−7 2 · 10−7

]︁
Optimal Portfolio Weights =[︁

0.33333343 0.66666687
]︁

Бачимо, що результати обох обчислень збiгаються i оптимальний порт-
фель для iлюстративного прикладу має вигляд:[︁

0.33333343 0.66666687
]︁
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4 Практичне застосування для реальних фi-

нансових даних

4.1 Збiр та попередня обробка фiнансових даних

Перейдемо до реалiзацiї практичної частини. Для того, аби застосувати опи-
саний алгоритм побудови оптимального портфелю було використано реальнi
iсторичнi данi про цiни акцiй чотирьох великих компанiй, що представленi
на бiржi NASDAQ: Netflix, Amazon, Tesla та Apple. Данi було завантаже-
но у форматi CSV з офiцiйного сайту бiржi NASDAQ, пiсля чого проведено
попередню обробку у середовищi Python.

Попередня обробка включала:

• iмпорт цiн закриття акцiй;

• усунення пропущених значень;

• вирiвнювання часових рядiв по датах;

• приведення до одного формату та масштабу;

• вiзуалiзацiю динамiки цiн.

Розглянемо вiзуалiзацiї, аби розумiти загальну ситуацiю. Нижче подано гра-
фiки цiн закриття акцiй кожної з компанiй у часовому розрiзi (за перiод
одного року, данi були вивантаженя на початку квiтня 2025):

Рис. 1: Динамiка цiн акцiй компанiї Netflix. Видно чiткий рiст у першiй по-
ловинi перiоду з наступним поступовим спадом i коливаннями.
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Рис. 2: Цiни акцiй компанiї Amazon. Спостерiгається значна волатильнiсть з
падiнням пiсля пiку — характерна для нестабiльного перiоду.

Рис. 3: Цiни акцiй компанiї Tesla. Протягом перiоду акцiї демонстрували кiль-
ка хвиль зростання та зниження, зберiгаючи високий рiвень змiн.

Рис. 4: Динамiка акцiй компанiї Apple. Вiдносно стабiльнi змiни з тенденцiєю
до зниження у другiй половинi перiоду.
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Цi графiки дозволяють оцiнити характер змiн цiн акцiй та волатильнiсть
кожної компанiї за один рiк. Це знадобилося у подальшому аналiзi для фор-
мування оптимального iнвестицiйного портфеля та для iнтерпритацiї отри-
маних результатiв.

4.2 Оцiнка параметрiв

Пiсля збору та попередньої обробки фiнансових даних наступним кроком була
оцiнка ключових параметрiв, якi необхiднi для побудови оптимального порт-
феля Марковiца. Зокрема, це очiкуванi значення дохiдностей (математичне
сподiвання), коефiцiєнти кореляцiї Пiрсона мiж активами, а також коварiа-
цiйна матриця.

Почнемо з обрахункiв оцiнок середнiх значень (очiкуваної дохiдностi).
Для кожного активу було розраховано середнє значення на основi щоден-

них цiн закриття. Були отриманi наступнi резульатти:

• Середнє значення для dataset 1 (Netflix): 769.64

• Середнє значення для dataset 2 (Amazon): 196.77

• Середнє значення для dataset 3 (Tesla): 265.62

• Середнє значення для dataset 4 (Apple): 220.06

У векторному виглядi в Python це виглядало так:

𝜇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
769.64404

196.77032

265.6184

220.06492

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Далi розглянемо оцiнки коефiцiєнтiв кореляцiї, аби розумiти кореляцiї

мiж даними та можливi потенцiйнi мультиколiнеарностi, якi власне i можуть
спричинити випадок сингулярностi коварiацiйної матрицi.

Для оцiнки лiнiйної залежностi мiж парами активiв було обчислено коефi-
цiєнти кореляцiї Пiрсона. [14] Формула для розрахунку кореляцiї мiж акти-
вами 𝑖 та 𝑗 виглядає наступним чином [15]:
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𝜌𝑖,𝑗 =

𝑁∑︀
𝑡=1

(𝑥𝑖𝑡 − 𝑋̄𝑖)(𝑥
𝑗
𝑡 − 𝑋̄𝑗)√︃

𝑁∑︀
𝑡=1

(𝑥𝑖𝑡 − 𝑋̄𝑖)2
𝑁∑︀
𝑡=1

(𝑥𝑗𝑡 − 𝑋̄𝑗)2

де cov(𝑋, 𝑌 ) — коварiацiя мiж рядами 𝑋 та 𝑌 , а 𝜎𝑋 i 𝜎𝑌 — їх стандартнi вiд-
хилення. Для обчислення цього коефiцiєнта у ходi роботи був реалiзований
алгоритм мовою Python. Програма дозволяла завантажити декiлька CSV-
файлiв з даними про цiни закриття фiнансових активiв. На попередньому
етапi данi очищуються: з цiн видаляються символи долара, значення конвер-
туються у числовий формат та усуваються пропущенi значення.

Пiсля цього для кожного ряду обчислюється середнє значення цiни. Далi
ряди обрiзаються до однакової довжини, що забезпечує коректнiсть порiвня-
ння.

Основною метою є обчислення коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона мiж кожною
парою часових рядiв, який визначає лiнiйний зв’язок мiж двома змiнними.
Результатом роботи програми ми отримали виведення значень кореляцiйних
коефiцiєнтiв для кожної пари рядiв.
Розглянемо результати розрахункiв:

• Кореляцiя мiж dataset 1 i dataset 2: 0.821

• Кореляцiя мiж dataset 1 i dataset 3: 0.796

• Кореляцiя мiж dataset 1 i dataset 4: 0.675

• Кореляцiя мiж dataset 2 i dataset 3: 0.895

• Кореляцiя мiж dataset 2 i dataset 4: 0.597

• Кореляцiя мiж dataset 3 i dataset 4: 0.756

Як видно з результатiв, активи демонструють досить високi значення по-
зитивної кореляцiї, що свiдчить про наявнiсть спiльних ринкових тенденцiй.
Вiд’ємних значень не було виявлено.

Нарештi перейдемо до оцiнки коварiацiйної матрицi. Коварiацiйна матри-
ця є ключовим елементом в моделi Марковiца, оскiльки вона вiдображає не
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лише ризик кожного окремого активу (через дисперсiю), але й спiльнi ризики
(через коварiацiю). Також вона необхiдна для розв’язку задачi оптимiзацiї.
Для побудови коварiацiйної матрицi використовувалась вбудована функцiя
np.cov у Python, бiблiотека numpy.

Python-код:

cov_matrix = np.cov(data_matrix)

Отримана оцiнка матрицi коварiацiй має наступний вигляд:

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
19646.23 2202.97 9318.26 2036.24

2202.97 366.27 1430.73 245.93

9318.26 1430.73 6969.40 1358.97

2036.24 245.93 1358.97 463.27

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Ця матриця буде використана на наступному етапi побудови оптимального

портфеля.

4.3 Оптимiзацiя портфеля у базовому випадку та у ви-

падку сингулярностi

Розглянемо оптимiзацiю портфеля на реальних фiнансових даних. На цьому
етапi, використовуючи ранiше оцiненi параметри (а саме вектор середнiх зна-
чень доходностей та коварiацiйну матрицю), було здiйснено побудову опти-
мального iнвестицiйного портфеля Марковiца. Було розглянуто декiлька ва-
рiацiй. Також варто зазначити, що оптимiзацiя була попередньо проведена
для рiзних наборiв даних (за шiсть мiсяцiв, за рiк на двох рiзних наборах
даних).

Розглянемо результати оцiнок матрицб коварiацiй за рiзнi перiоди та мо-
делювання випадкiв сингулярностi для них.
Перiод 1: 6 мiсяцiв (Netflix, Apple, Tesla)

Для першого перiоду, що охоплює шiсть мiсяцiв, матриця коварiацiї Σ

оцiнюється за iсторичними даними трьох активiв у виглядi:
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Σ =

⎡⎢⎢⎣
10111.9983 924.8702 7710.6236

924.8702 118.4363 746.9015

7710.6236 746.9015 6890.7104

⎤⎥⎥⎦
Для моделювання випадку сингулярної матрицi, третiй рядок був заданий

як лiнiйна комбiнацiя перших двох:

Σsingular =

⎡⎢⎢⎣
10111.9983 924.8702 7710.6236

924.8702 118.4363 746.9015

(0.5 · 10111.9983 + 0.5 · 924.8702) (0.5 · 924.8702 + 0.5 · 118.4363) (0.5 · 7710.6236 + 0.5 · 746.9015)

⎤⎥⎥⎦
Це призводить до того, що третiй рядок є залежним вiд перших двох, що

робить матрицю сингулярною i дає можливiсть проiлюструвати застосування
матрицi Мура-Пенроуза.

Перiод 2: 1 рiк (Netflix, Amazon, Apple, Tesla)
Для бiльш тривалого перiоду (один рiк) iз залученням чотирьох активiв,

отримано таку оцiнку матрицi коварiацiї:

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
11597.1930 1661.3038 2257.5196 7857.4475

1661.3038 297.7284 294.8522 1208.2153

2257.5196 294.8522 666.9957 1621.2992

7857.4475 1208.2153 1621.2992 6362.0946

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Аналогiчно, для створення сингулярного випадку, четвертий рядок був

змодельований як зважена лiнiйна комбiнацiя перших трьох:

Σsingular =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
11597.1930 1661.3038 2257.5196 7857.4475

1661.3038 297.7284 294.8522 1208.2153

2257.5196 294.8522 666.9957 1621.2992

0.5 · 11597.1930 + 0.3 · 1661.3038 + 0.2 · 2257.5196 0.5 · 1661.3038 + 0.3 · 297.7284 + 0.2 · 294.8522 0.5 · 2257.5196 + 0.3 · 294.8522 + 0.2 · 666.9957 0.5 · 7857.4475 + 0.3 · 1208.2153 + 0.2 · 1621.2992

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

У результатi четвертий рядок стає лiнiйно залежним вiд перших трьох,
що знову ж таки призводить до втрати повного рангу матрицi.

Надалi буде розглянуто фiнальний варiант оптимiзацiї (за рiк, данi виван-
таженя були на початку квiтня 2025).

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
19646.23 2202.97 9318.26 2036.24

2202.97 366.27 1430.73 245.93

9318.26 1430.73 6969.40 1358.97

2036.24 245.93 1358.97 463.27

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
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Для початку розгялнемо загальну формулу оптимiзацiї портфеля у випадку
сингулярностi.

На вiдмiну вiд класичного варiанта, де матриця коварiацiй додатно ви-
значена, ми використовуємо бiльш загальний пiдхiд, запропонований у вже
згаданiй роботi Bodnar, Mazur, Nguyen [2], що включає використання псев-
дооберненої матрицi Мура-Пенроуза. Важливо зазначити, що на вiдмiну вiд
попередньої формули для розв’язку зараз ми будемо використовувати оцiнки
параметрiв, якi вiдповiдно матимуть iншi позначення.
Отже, формула для знаходження вектора ваг оптимального портфеля має
вигляд:

̂︀w+
𝐸𝑈 =

S+1𝑘

1⊤
𝑘 S

+1𝑘
+ (2𝜏)−1 ̂︀R+x̄,

де

̂︀R+ = S+ − S+1𝑘1
⊤
𝑘 S

+

1⊤
𝑘 S

+1𝑘
.

Тут:

• ̂︀w+
𝐸𝑈 — оптимальнi ваги активiв;

• S+ — оцiнка псевдооберненої коварiацiйної матрицi;

• 1𝑘 — вектор одиниць розмiрностi 𝑘;

• 𝜏 — параметр ризик-аверсiї, що дорiвнює 𝜏 = 𝛼/2 (в оригiнальнiй лiте-
ратурi використано позначення 𝛼 );

• x̄ — вектор середнiх доходностей;

• ̂︀R+ — коригована матриця ризику на основi вибiрки.

Бачимо, що матриця коварiацiї у формулi тепер позначена S, бо це вже
значення-оцiнка.

Розглянемо оптимiзацiї портфеля для реальних фiнансоих даних.Першою
була реалiзована базова версiя оптимiзацiї для додатно визначеної матрицi
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коварiацiй без накладання додаткових обмежень на ваги активiв. У резуль-
татi обчислень були отриманi оптимальнi ваги, проте серед них виявилися
вiд’ємнi значення.
Отриманi результати:

Optimal Portfolio Weights: [−0.0478 0.8498 − 0.1773 0.3753]

Зважаючи на отримання вiд’ємних ваг у попередньому кроцi, наступним
етапом було здiйснено оптимiзацiю з додатковими обмеженнями, якi заборо-
няють вiд’ємнi значення ваг. Це було реалiзовано в програмi Python iз засто-
суванням вiдповiдних обмежень.
Оскiльки у класичнiй моделi Марковиця не передбачено жорстких обмежень
на знак ваг активiв, в оптимальному розв’язку можуть виникати як додатнi,
так i вiд’ємнi значення(з чим ми i стикнулися на практицi з реальними фi-
нансовими даними). Вiд’ємнi ваги iнтерпретуються як короткi позицiї (short
selling), однак у багатьох практичних сценарiях короткий продаж є недосту-
пним або небажаним. Тому постає необхiднiсть модифiкацiї розв’язку так,
щоб ваги портфеля були иiльк додатними для зручностi практичного засто-
сування програми.

У рамках цiєї роботи було реалiзовано простий i ефективний спосiб за-
безпечення додатностi ваг пiсля первинного розв’язання задачi оптимiзацiї.
Алгоритм полягає у наступному:

1. Усi вiд’ємнi значення ваг обнуляються:

𝑥[𝑥 < 0] = 0

2. Отриманий вектор нормалiзується так, щоб сума ваг дорiвнювала одини-
цi:

𝑥 =
𝑥∑︀
𝑥

Цей пiдхiд забезпечує виконання умов:

𝑥𝑖 ≥ 0 ∀𝑖,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 1
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Альтернативно розглядалася також iнша модифiкацiя, яка зберiгає на-
прямок початкового розподiлу, коригуючи його з урахуванням вiдкинутих
вiд’ємних ваг. Однак у фiнальнiй версiї роботи було обрано саме бiльш просту
нормалiзацiю пiсля обнулення негативних значень, оскiльки вона виявилася
стабiльнiшою у чисельних експериментах та легко iнтерпретується з фiнан-
сової точки зору. Обидвi версiї можна переглянути у додатку з кодом.

Таким чином, отриманий портфель задовольняє практичним обмеженням
iнвестора: всi iнвестицiї є не вiд’ємними, а їх загальна сума становить 100%

капiталу.

Optimal Weights (Non-negative): [0 0.6937 0 0.3063]

Як видно, у портфелi залишилися лише два активи, i серед значень тепер
немає вiд’ємних.

Далi було розглянуто випадок, коли коварiацiйна матриця є сингулярною.
Це може статися, наприклад, у ситуацiях, коли деякi активи мають лiнiйну
залежнiсть. У нашому випадку це було змодельовано повторенням одного з
рядкiв у матрицi Σ:

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
19646.23 2202.97 9318.26 2036.24

2202.97 366.27 1430.73 245.93

9318.26 1430.73 6969.40 1358.97

19646.23 2202.97 9318.26 2036.24

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Так як маємо ситуацiю сингулярностi, визначник дорiвнює нулю, а тому

класичне обернення неможливе. Замiсть цього було використано псевдообер-
нену матрицю Мура-Пенроуза.

Результати оптимiзацiї у випадку сингулярностi:

Optimal Portfolio Weights: [−0.0940 3.8600 − 0.0816 − 2.6844]

Цей результат має обмежене практичне застосування, оскiльки мiстить ве-
ликi вiд’ємнi ваги, проте з математичної точки зору демонструє застосування
узагальненого пiдходу до побудови портфеля навiть у складних умовах.
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Отже, для реальних фiнансових даних компанiй Netflix, Amazon, Tesla та
Apple:

• Знайдено оптимальний портфель Марковитця w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.0478

0.8498

−0.1773

0.3753

⎤⎥⎥⎥⎥⎦;, де ваги

з плюсом означають купити, а з мiнусом - продати.

• Побудовано портфель шляхом додавання обмежень w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0.6937

0

0.3063

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

• Побудовано портфель для сингулярної кореляцiйної матрицi

w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.0940

3.8600

−0.0816

−2.6844

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
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5 Стохастичне представлення очiкуваної дохi-

дностi та дисперсiї

5.1 Теорема про стохастичне представлення обраних ве-

личин

Перейдемо до теореми про стохастичне представлення та симуляцiї на реаль-
них фiнансових даних. У ходi виконання роботи було дослiджено стохастичне
представлення, яке є важливим етапом аналiзу оцiнок оптимального портфе-
ля у випадку, коли коварiацiйна матриця є сингулярною. Цей пiдхiд дозволяє
не лише побудувати оцiнки, але й описати та вiзуально побачити їх розподiли.
Розглянемо теорему про стохастичне представлення. (Bodnar, Mazur, Nguyen
[2])

Нехай x1, . . . ,x𝑛 — незалежнi однаково розподiленi випадковi вектори з
розподiлом 𝒩𝑘(𝜇,Σ), при цьому 𝑘 ≥ 𝑛, а ранг матрицi Σ дорiвнює 𝑟 < 𝑛. Тодi
стохастичнi представлення для оцiнок очiкуваної дохiдностi ̂︀𝑅+

𝐸𝑈 та дисперсiї̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 мають вигляд:

̂︀𝑅+
𝐸𝑈

𝑑
= 𝑅+

𝐺𝑀𝑉 + 𝛼−1 (𝑛− 1)(𝑟 − 1)

𝑛(𝑛− 𝑟 + 1)
𝜉 +

√︃
1

𝑛

(︂
1 +

𝑟 − 1

𝑛− 𝑟 + 1
𝜉

)︂√︁
𝑉 +
𝐺𝑀𝑉 𝑧0,

̂︀𝑉 +
𝐸𝑈

𝑑
=

𝑉 +
𝐺𝑀𝑉

𝑛− 1
𝜂 + 𝛼−2 (𝑛− 1)(𝑟 − 1)

𝑛(𝑛− 𝑟 + 1)
𝜉,

де:

• 𝜉 ∼ ℱ𝑟−1,𝑛−𝑟+1 — розподiл Фiшера,

• 𝜂 ∼ 𝜒2
𝑛−𝑟 — хi-квадрат розподiл,

• 𝑧0 ∼ 𝒩 (0, 1) — стандартне нормальне розподiлення.

Цi випадковi величини є незалежними мiж собою. Згiдно з теоремою [2],
оцiнки ̂︀𝑅+

𝐸𝑈 та ̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 є випадковими величинами, що залежать як вiд структури

дисперсiй-коварiацiй, так i вiд кiлькостi спостережень.
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• 𝑅+
𝐺𝑀𝑉 — очiкувана дохiднiсть глобального портфеля з мiнiмальною дис-

персiєю (GMV);

• 𝑉 +
𝐺𝑀𝑉 = 1

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘
— дисперсiя GMV-портфеля;

• 𝛼 — коефiцiєнт ризик-аверсiї (в кодi обчислення може бути виражений
через 𝜏 = 𝛼/2).

5.2 Проведення симуляцiї 𝑉 +
𝐺𝑀𝑉 та 𝑅+

𝐺𝑀𝑉 на реальних фi-

нансових даних

У рамках моделювання було зiбрано вибiрку з трьох компанiй: Netflix, Apple i
Tesla (за перiод = шiсть мiсяцiв), на основi якої побудовано наступну матрицю
коварiацiй:

Σ =

⎡⎢⎢⎣
10111.998 924.870 7583.999

924.870 118.436 693.653

7710.624 746.901 5782.968

⎤⎥⎥⎦
Ця матриця є близькою до сингулярної, що дозволяє застосовувати її для

даного стохастичного представлення.

Гiстограми оцiнок

На основi багаторазових симуляцiй за вказаними стохастичними формулами
були побудованi гiстограми оцiнок ̂︀𝑅+

𝐸𝑈 та ̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 Була реалiзована програма на

Python. Програма приймає наступнi параметри:

• коварiацiйну матрицю активiв Σ;

• обсяг вибiрки 𝑛 (кiлькiсть спостережень);

• кiлькiсть факторiв 𝑟, що вiдповiдає кiлькостi оцiнюваних параметрiв;

• параметр ризик-аверсiї 𝛼;

• кiлькiсть симуляцiй 𝑁 (за замовчуванням — 1000).

Алгоритм виконує наступнi кроки:
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1. Обчислюється дисперсiя глобального мiнiмуму ризику (GMV portfolio) з
використанням псевдооберненої матрицi:

𝑉 +
𝐺𝑀𝑉 =

(︀
1⊤Σ+1

)︀−1
.

2. Для кожної симуляцiї генеруються випадковi змiннi згiдно з теоретични-
ми розподiлами:

• 𝜉 ∼ 𝐹𝑟−1, 𝑛−𝑟+1 — випадкова змiнна з розподiлом Фiшера;

• 𝜂 ∼ 𝜒2
𝑛−𝑟 — хi-квадрат розподiл;

• 𝑧0 ∼ 𝒩 (0, 1) — стандартна нормальна змiнна.

3. На основi аналiтичних формул оцiнок з лiтератури [2] розраховуються:

̂︀𝑅+
𝐸𝑈 = 𝑉 +

𝐺𝑀𝑉 +
(𝑛− 1)(𝑟 − 1)

𝛼(𝑛− 𝑟 + 1)
𝜉 +

√︃
1

𝑛

(︂
1 +

(𝑟 − 1)

𝑛− 𝑟 + 1
𝜉

)︂√︁
𝑉 +
𝐺𝑀𝑉 𝑧0,

̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 =

𝑉 +
𝐺𝑀𝑉

𝑛− 1
𝜂 +

(𝑛− 1)(𝑟 − 1)

𝛼2𝑛(𝑛− 𝑟 + 1)
𝜉.

4. Зiбранi значення зберiгаються в масиви для подальшої вiзуалiзацiї.

5. Побудова двох гiстограм: одна — для емпiричних значень очiкуваної до-
хiдностi ̂︀𝑅+

𝐸𝑈 , iнша — для дисперсiй ̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 . Вiзуалiзацiя дозволяє оцiнити

варiативнiсть та асиметрiю оцiнок залежно вiд параметрiв моделi.

Рис. 5: Гiстограми оцiнок очiкуваної дохiдностi ̂︀𝑅+
𝐸𝑈 (злiва) та дисперсiї ̂︀𝑉 +

𝐸𝑈

(справа)

Аналiз результатiв симуляцiї та висновки
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• Бачимо, що гiстограма ̂︀𝑅+
𝐸𝑈 має симетричну, дзвоноподiбну форму, що

свiдчить про наближенiсть до нормального розподiлу.

• Для оцiнки ̂︀𝑉 +
𝐸𝑈 гiстограма є асиметричною з правим хвостом, що вiдпо-

вiдає теоретичному розподiлу, сформованому через 𝜒2 та 𝐹 -розподiли.

• Такi результати пiдтверджують теоретичнi висновки про стохастичну при-
роду оцiнок, якi базуються не лише на точкових значеннях, але i на ва-
рiативностi, зумовленiй випадковiстю вибiрки.

Отже, у цьому роздiлi було проведено симуляцiю стохастичного представ-
лення, що дає змогу глибше зрозумiти поведiнку оцiнок оптимального порт-
феля у реальних ринкових умовах, де данi часто є обмеженими, а коварiацiйнi
матрицi — сингулярними. Для практичного застосування такi дослiдження є
важливими, адже вони дають додаткову iнформацiю.
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Висновки

У ходi дослiдження були досягнутi всi попердньо поставленi завдання. Основ-
ною метою було дослiдити властивостi псевдо-обернених матриць(або ма-
триць Мура-Пенроуза) та продемонструвати їх застосування у задачах опти-
мiзацiї iнвестицiйного портфеля Марковiца.Окрема увага була придiлена ви-
падку, коли матриця коварiацiй виявлялась сингулярною або ж близтькою до
сингулярної. Таке акцентування уваги обгрунтовується практичним застосу-
ванням даного пiдходу для вирiшення реальної проблеми у випадку роботи
з iсторичними фiнансовими даними.

Результати виконання дослiдження:

1. Розглянуто алгоритм i приклади застосування (вручну i на Python) роз-
кладу Холеського для визначення додатньо-визначеної матрицi.

2. Розглянуто алгоритм i приклади обчислення матрицi Мура–Пенроуза за
допомогою сингулярного розкладу (SVD) початкової матрицi на три iншi
матрицi.

3. Розглянуто алгоритми та iлюстративнi приклади для двох формулювань
задачi оптимiзацiї портфеля Марковиця

4. Побудовано декiлька оптимiзацiйних портфелiв для компанiй Netflix, Amazon,
Tesla та Apple

5. Проведено стохастичне представлення двох вибраних випадкових вели-
чин — очiкуваної дохiдностi та дисперсiї портфеля.

Наступним кроком для подальших дослiджень є iнтеграцiя методу Мура-
Пенроуза з пiдходами до оцiнки ризику, зокрема з методологiєю Value at Risk
(VaR). Таке поєднання може вiдкрити новi можливостi для точнiшого моде-
лювання ризикiв портфеля в умовах сингулярних або нестабiльних даних,
особливо в контекстi управлiння ризиками на нестiйких ринках.
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Додаток А. Програмний код

A.1 Перевiрка матрицi на додатньовизначенiсть

import numpy as np

#MAIn SCRIPT!

def is_positive_definite(matrix):

"""

Check if a given square matrix is positive definite using Cholesky decomposition.

"""

# Check for symmetry

if not np.allclose(matrix, matrix.T):

return False, "Matrix is not symmetric."

n = matrix.shape[0]

try:

# Create an empty lower triangular matrix

L = np.zeros_like(matrix)

for i in range(n):

for j in range(i + 1): # Only fill lower triangular part

if i == j: # Diagonal elements

sum_diagonal = sum(L[i][k]**2 for k in range(j))

value = matrix[i][i] - sum_diagonal

if value <= 0:

return False, f"Matrix is not positive definite. Negative value encountered at L[{i}][{i}]."

L[i][j] = np.sqrt(value)

else: # Off-diagonal elements

sum_off_diag = sum(L[i][k] * L[j][k] for k in range(j))

L[i][j] = (matrix[i][j] - sum_off_diag) / L[j][j]

return True, "Matrix is positive definite."

except Exception as e:

return False, f"Error occurred: {e}"

# Example usage

matrix = np.array([

[1, 2, 3],

[2, 4, 6],

[3, 6, 9]

])

result, message = is_positive_definite(matrix)

print(message)

import numpy as np

def is_positive_definite(matrix):

try:

# Attempt Cholesky decomposition

np.linalg.cholesky(matrix)

return True

except np.linalg.LinAlgError:

return False

# Example usage

matrix = np.array([

[1, 2, 3],
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[2, 4, 6],

[3, 6, 9]

])

print(is_positive_definite(matrix)) # Output: True

determinant = np.linalg.det(matrix)

print(determinant)

A.2 Обрахунок псевдо-оберненої матрицi

import math

import numpy as np

def compute_pseudo_inverse_svd(matrix):

"""

Computes the Moore-Penrose pseudo-inverse of a given matrix using Singular Value Decomposition (SVD).

Parameters:

matrix (list of list of floats): The input matrix to be pseudo-inverted.

Returns:

list of list of floats: The pseudo-inverse of the input matrix.

"""

# Helper function to compute transpose of a matrix

def transpose(mat):

return [[mat[j][i] for j in range(len(mat))] for i in range(len(mat[0]))]

# Helper function to multiply two matrices

def mat_mult(mat1, mat2):

return [[sum(a * b for a, b in zip(row, col)) for col in zip(*mat2)] for row in mat1]

# Step 1: Perform Singular Value Decomposition (SVD)

def svd_manual(mat):

mat = np.array(mat)

u, s, vh = np.linalg.svd(mat, full_matrices=False)

return u, s, vh

# Step 2: Compute pseudo-inverse of the singular value matrix

def pseudo_inverse_singular_values(singular_values, tol=1e-10):

return [1 / sv if sv > tol else 0 for sv in singular_values]

# Step 3: Combine to form pseudo-inverse

matrix_np = np.array(matrix)

u, s, vh = svd_manual(matrix_np)

s_inv = np.diag(pseudo_inverse_singular_values(s))

# Reconstruct pseudo-inverse A^+ = V^T * S^+ * U^T

pseudo_inverse = np.dot(vh.T, np.dot(s_inv, u.T))

return pseudo_inverse.tolist()

# Example usage

if __name__ == "__main__":

# Define a sample matrix

#A = [[2, 4], [1, 2]]

A = [[3, 6], [-1, -2]]

# A = [[4, 2, 2], [2, 3, 1], [2, 1, 3]]
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# Compute the pseudo-inverse using SVD

A_pseudo_inverse = compute_pseudo_inverse_svd(A)

print("Original Matrix:")

for row in A:

print(row)

print("\nPseudo-Inverse Matrix:")

for row in A_pseudo_inverse:

print(row)

import numpy as np

# Define the singular matrix A

#A_singular = np.array([

# [0.0004, 0.0003, 0.00035],

# [0.0003, 0.0005, 0.0004],

# [0.00035, 0.0004, 0.000375] # Linear combination of the first two rows/columns

#])

#A_singular = np.array(

# [[2, 4], [1, 2]])

A_singular = np.array(

[[3, 6], [-1, -2]])

# Calculate the determinant

det_A = np.linalg.det(A_singular)

# Print the determinant

print("Determinant of matrix A:", det_A)

pseudo_inverse = np.linalg.pinv(A_singular)

print("Pseudoinverse of matrix A:",pseudo_inverse)

A.3 Оптимiзацiя портфеля Марковiца у класичному фор-

мулюваннi

import numpy as np

def lagrange_portfolio_optimization(mu, Sigma, target_return):

"""

Optimizes portfolio weights using the Lagrange multiplier method.

Args:

mu (np.array): Expected returns for assets.

Sigma (np.array): Covariance matrix of asset returns.

target_return (float): Target return for the portfolio.

Returns:

weights (np.array): Optimal portfolio weights.

lagrange_multipliers (tuple): Values of u and v (Lagrange multipliers).

"""

d = len(mu) # Number of assets

# Create matrices for the linear system

A = np.zeros((d + 2, d + 2))

b = np.zeros(d + 2)
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# Fill in the covariance matrix part (2 * Sigma)

A[:d, :d] = 2 * Sigma

# Add the Lagrange multiplier components

A[:d, d] = -mu # -v * mu part

A[:d, d + 1] = -1 # -u part

A[d, :d] = mu # Sum(mu_i * x_i) = r

A[d + 1, :d] = 1 # Sum(x_i) = 1

print(A)

# Right-hand side for target return and weight sum

b[d] = target_return

b[d + 1] = 1

print(b)

# Solve the linear system

solution = np.linalg.solve(A, b)

# Extract portfolio weights and Lagrange multipliers

weights = solution[:d]

lagrange_multipliers = (solution[d+1], solution[d])

return weights, lagrange_multipliers

# Input Data

mu = np.array([0.1, 0.08]) # Expected returns for each asset

Sigma = np.array([

[0.04, 0.02],

[0.02, 0.03]

]) # Covariance matrix

target_return = 0.09 # Desired portfolio return

# Optimize the portfolio

optimal_weights, (u, v) = lagrange_portfolio_optimization(mu, Sigma, target_return)

# Display results

print("Optimal Portfolio Weights:", optimal_weights)

print("Lagrange Multiplier u (weight constraint):", u)

print("Lagrange Multiplier v (return constraint):", v)

# Validate Results

portfolio_variance = optimal_weights.T @ Sigma @ optimal_weights

portfolio_return = mu @ optimal_weights

print("Portfolio Variance:", portfolio_variance)

print("Portfolio Return:", portfolio_return)

A.4 Оптимiзацiя портфеля Марковiца у другому форму-

люваннi

import numpy as np

# Inputs

#Data for Netflix, Apple and Tesla (6 months)

#Sigma = np.array([

# [10111.99833112, 924.87024263, 7710.62359481],

# [924.87024263, 118.43629114, 746.90147421],

# [7710.62359481, 746.90147421, 6890.71035732]
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#])

# Constructing a matrix where the third row is a linear combination of the first two (based on Netflix, Apple

and Tesla (6 months))

#Sigma = np.array([

# [10111.99833112, 924.87024263, 7710.62359481],

# [924.87024263, 118.43629114, 746.90147421],

# [0.5*10111.99833112 + 0.5*924.87024263, 0.5*924.87024263 + 0.5*118.43629114, 0.5*7710.62359481 +

0.5*746.90147421]

#])

#A correlation matrix for (Netflix)1Y, (Amazon)1Y, (Apple)1Y, (Tesla)1Y

#Sigma = np.array([

# [11597.19304614, 1661.30380793, 2257.51964983, 7857.44746527],

# [1661.30380793, 297.72835567, 294.85220833, 1208.21528825],

# [2257.51964983, 294.85220833, 666.99570252, 1621.2992109 ],

# [7857.44746527, 1208.21528825, 1621.2992109 , 6362.09456258]

#])

# Constructing the modified matrix where the fourth row is a linear combination of the first three

#Sigma = np.array([

# [11597.19304614, 1661.30380793, 2257.51964983, 7857.44746527],

# [1661.30380793, 297.72835567, 294.85220833, 1208.21528825],

# [2257.51964983, 294.85220833, 666.99570252, 1621.2992109],

# [0.5*11597.19304614 + 0.3*1661.30380793 + 0.2*2257.51964983,

# 0.5*1661.30380793 + 0.3*297.72835567 + 0.2*294.85220833,

# 0.5*2257.51964983 + 0.3*294.85220833 + 0.2*666.99570252,

# 0.5*7857.44746527 + 0.3*1208.21528825 + 0.2*1621.2992109]

#])

#Sigma = np.array([

# [19646.23270048, 2202.96775854, 9318.25876834, 2036.239968],

# [2202.96775854, 366.26548986, 1430.73080533, 245.93092814],

# [9318.25876834, 1430.73080533, 6969.39617976, 1358.97427055],

# [2036.239968, 245.93092814, 1358.97427055, 463.27231104]

#])

mu = np.array([769.64404, 196.77032, 265.6184, 220.06491999999997]) # Expected returns for Netflix, Apple and

Tesla (6 months)

Sigma = np.array([

[19646.23270048, 2202.96775854, 9318.25876834, 2036.239968],

[2202.96775854, 366.26548986, 1430.73080533, 245.93092814],

[9318.25876834, 1430.73080533, 6969.39617976, 1358.97427055],

[19646.23270048, 2202.96775854, 9318.25876834, 2036.239968] # Duplicate of the first row

])

#mu = np.array([0.1, 0.08]) # Expected returns for each asset

#Sigma = np.array([

# [0.04, 0.02],

# [0.02, 0.03]

#])

det = np.linalg.det(Sigma)

print("Determinant of Sigma:", det)

#mu = np.array([764.9979199999999, 230.51456,289.49368]) # Expected returns for Netflix, Apple and Tesla (6

months)

mu = np.array([689.7190800000001, 188.0075, 209.70308000000003, 238.36283999999998]) # Expected returns

tau = 4000 # Risk-aversion parameter

49



ones = np.array([1, 1, 1, 1]) # Vector of ones

#ones = np.array([1, 1]) # Vector of ones

#Not real data with singular cov matrix

#Sigma = np.array([

# [0.0004, 0.0003, 0.00035],

# [0.0003, 0.0005, 0.0004],

# [0.00035, 0.0004, 0.000375]

#])

#mu = np.array([0.12, 0.08, 0.06]) # Expected returns

# Step 1: Inverse or Pseudoinverse of Sigma

Sigma_inv = np.linalg.pinv(Sigma)

#Sigma_inv = np.linalg.inv(Sigma)

# Step 2: Compute the first term (minimum variance portfolio)

Sigma_inv_ones = Sigma_inv @ ones

ones_T_Sigma_inv_ones = ones.T @ Sigma_inv @ ones

first_term = Sigma_inv_ones / ones_T_Sigma_inv_ones

# Step 3: Compute the second term (risk-adjusted return)

#np.outer is a function in NumPy that computes the outer product of two vectors.

R = Sigma_inv - np.outer(Sigma_inv_ones, Sigma_inv_ones) / ones_T_Sigma_inv_ones

second_term = (1 / (2 * tau)) * R @ mu

# Step 4: Combine both terms

x = first_term + second_term

#Additional Constraint test

# Ensure non-negative weights with iterative adjustment

#negative_sum = np.sum(x[x < 0]) # Total sum of the negative elements

#x[x < 0] = 0 # Any weight that was negative is set to 0

#if np.sum(x) > 0: # Avoid division by zero

#x += (negative_sum / np.sum(x)) * x # Redistribute the removed weights

#alternative approach

x[x < 0] = 0 # Remove negatives

x = x / np.sum(x) # Normalize to sum to 1

# Display results

print("Inverse of Sigma (Sigma_inv):")

print(Sigma_inv)

print("\nFirst Term (Minimum Variance Portfolio):")

print(first_term)

print("\nSecond Term (Risk-Adjusted Return Component):")

print(second_term)

print("\nOptimal Portfolio Weights:")

print(x)

A.5 Обрахунок коефiцiєнта кореляцiї Пiрсона та виведе-

ння графiкiв цiн акцiй компанiй
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from google.colab import files

import pandas as pd

import numpy as np

# Upload files

print("Please upload your datasets.")

uploaded = files.upload()

# Function to load and process data

def load_and_process_data(file_name):

# Load the dataset

data = pd.read_csv(file_name)

# Print the first few rows (head) of the dataset

print(f"\nHead of dataset ’{file_name}’:")

print(data.head()) # Print the first 5 rows

# Remove dollar signs and convert to numeric

data[’Close/Last’] = data[’Close/Last’].replace({’\$’: ’’}, regex=True).astype(float)

# Ensure the ’Close/Last’ column is numeric

data[’Close/Last’] = pd.to_numeric(data[’Close/Last’], errors=’coerce’)

# Drop rows with missing values in ’Close/Last’ after conversion

data = data.dropna(subset=[’Close/Last’])

# Return the closing prices as an array

return data[’Close/Last’].values

# List to store the closing price arrays

prices = []

# Load and process each dataset, dynamically

for file_name in uploaded.keys():

closing_prices = load_and_process_data(file_name)

prices.append(closing_prices)

# Find the minimum length among all datasets

min_length = min(len(prices[0]), *[len(p) for p in prices[1:]])

# Trim each dataset to the determined minimum length

prices = [p[:min_length] for p in prices]

# Compute and print the mean value for each dataset

for i, price in enumerate(prices):

mean_value = np.mean(price)

print(f’Mean value for dataset {i+1}: {mean_value}’)

# Compute the Pearson correlation coefficient for each pair of datasets

for i in range(len(prices)):

for j in range(i + 1, len(prices)):

correlation = np.corrcoef(prices[i], prices[j])[0, 1]

print(f’Pearson Correlation Coefficient between dataset {i+1} and dataset {j+1}: {correlation}’)

# Compute and print the covariance matrix

# Stack the datasets to create a 2D array where each row represents a dataset

data_matrix = np.vstack(prices)

cov_matrix = np.cov(data_matrix)
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print("\nCovariance Matrix:")

print(cov_matrix)

A.6 Симуляцiя наведеної теореми

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.stats import f, chi2, norm

def simulation(cov_matrix, n, r, alpha, num_simulations=1000):

"""

Simulates the theorem using the provided covariance matrix needed amount of times and visualizes results.

"""

k = cov_matrix.shape[0]

# Compute GMV Variance (assuming 1_k is a vector of ones of size k)

ones_k = np.ones((k, 1))

V_GMV_plus = 1 / (ones_k.T @ np.linalg.pinv(cov_matrix) @ ones_k)[0, 0]

R_EU_plus_values = []

V_EU_plus_values = []

for _ in range(num_simulations):

# Generate random variables

xi = f.rvs(dfn=r-1, dfd=n-r+1) # F-distributed

eta = chi2.rvs(df=n-r) # Chi-square distributed

z0 = norm.rvs() # Standard normal

# Compute \hat{R}^{+}_{EU}

term1 = alpha**(-1) * ((n-1)*(r-1)) / (n-r+1) * xi

term2 = np.sqrt((1/n) * (1 + (r-1)/(n-r+1) * xi)) * np.sqrt(V_GMV_plus) * z0

R_EU_plus = V_GMV_plus + term1 + term2

# Compute \hat{V}^{+}_{EU}

V_EU_plus = (V_GMV_plus / (n-1)) * eta + alpha**(-2) * ((n-1)*(r-1)) / (n*(n-r+1)) * xi

R_EU_plus_values.append(R_EU_plus)

V_EU_plus_values.append(V_EU_plus)

# Plot histograms

plt.figure(figsize=(12, 5))

plt.subplot(1, 2, 1)

plt.hist(R_EU_plus_values, bins=30, alpha=0.7, color=’b’, edgecolor=’black’)

plt.title(r"Histogram of $\hat{R}_{EU}^{+}$")

plt.xlabel("Value")

plt.ylabel("Frequency")

plt.subplot(1, 2, 2)

plt.hist(V_EU_plus_values, bins=30, alpha=0.7, color=’r’, edgecolor=’black’)

plt.title(r"Histogram of $\hat{V}^{+}_{EU}$")

plt.xlabel("Value")

plt.ylabel("Frequency")

plt.tight_layout()
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plt.show()

#Data for Netflix, Apple and Tesla (6 months)

#cov_matrix_example = np.array([

# [10111.99833112, 924.87024263, 7710.62359481],

# [924.87024263, 118.43629114, 746.90147421],

# [7710.62359481, 746.90147421, 6890.71035732]

#])

cov_matrix_example = np.array([

[10111.99833112, 924.87024263, 10111.99833112 * 0.75],

[ 924.87024263, 118.43629114, 924.87024263 * 0.75],

[ 7710.62359481, 746.90147421, 7710.62359481 * 0.75]

])

print(np.linalg.det(cov_matrix_example))

n_example = 50

r_example = 2

alpha_example = 1.5

simulation(cov_matrix_example, n_example, r_example, alpha_example)
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