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Перелiк умовних позначень

N+ - напiвгрупа натуральних чисел по дода-

ванню ;

N̄+ = N+ ∪ {0} - напiвгрупа натуральних чисел з нулем;

Zp -кiльце цiлих p-адичних чисел;

ZT -кiльце розширених по дереву T цiлих

2-адичних чисел ;

C
(r)
n -декартiв добуток r копiй циклiчної гру-

пи Cn;

GhH - напiвпрямий добуток груп , деH− нор-

мальний дiльник ;

(G,X) ıH -вiнцевий добуток групи перетворень

(G,X) (активний спiвмножник) та аб-

страктної групи H;

[g, h] - комутатор в групах ;

< M, g, . . . > - пiдгрупа породжена множиною M та

елементами g, . . .;

K+, K∗ - адитивна та мультиплiкативна групи

поля ;
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◦ -суперпозицiя автоморфiзмiв, функцiй.

Tn - кореневе однорiдне дерево валентностi

n ;

AutTn - група автоморфiзмiв кореневого одно-

рiдного дерева валентностi n ;

FAutTn - пiдгрупа скiнченностанових автомор-

фiзмiв групи AutTn;

ζ(a) - кiлькiсть рiзних станiв автоморфiзму a

;

ϕa(n) - функцiя росту автоморфiзму a;

CG(a) - централiзатор елемента a в групi G;
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Вступ

Наприкiнцi двадцятого сторiччя на стику алгебри, дискретної матема-

тики та топологiї виник новий напрямок дослiджень, який можна охара-

ктеризувати як динамiку алгебраїчних структур. Вiн акумулював в собi

дослiдження самоподiбностi таких структур, їх функцiй росту, автоматнi

перетворення, дiї на графах, зокрема на деревах, наявнiсть iнварiантних

мiр, ймовiрноснi розподiли та випадковi блукання на таких структурах.

Серед засновникiв цього напрямку такi вiдомi математики як М. Громов,

Ж.-П. Серр, Ж. Тiтс, Р. Григорчук, С. Сiдки, Н. Гупта, В. Сущанський.

Вивчення групових дiй на нескiнченних деревах займає тут чiль-

не мiсце. Базовим є приклад бiнарного однокореневого нескiнченного

дерева T2, група автоморфiзмiв якого AutT2 збiгається з проективною

границею iтерованих вiнцевих добуткiв циклiчних груп другого поряд-

ку. Ця група є топологiчною, як про-2-група. Нескiнченнi шляхи, що

виходять з кореневої вершини можна ототожнити з нескiнченними двiй-

ковими послiдовностями, як елементами метричного простору Бера над

двоелементним алфавiтом. При цьому вказана група буде також групою

iзометрiй цього простору. Кожнiй вершинi цього дерева вiдповiдає скiн-

ченна послiдовнiсть нулiв та одиниць w- шлях вiд кореневої вершини до

даної. Автоморфiзм дерева σ переводить всi кiнцi з початком w пере-

веде в кiнцi зi спiльним початком w′, тобто для довiльної нескiнченної

двiйкової послiдовностi кiнець wx, буде перетворений автоморфiзмом в

кiнець w′y, причому вiдображення x→ y = y(x) є також автоморфiзмом

нескiнченного бiнарного дерева. Всi автоморфiзми дерева отриманi з σ у

вказаний спосiб називаються станами автоморфiзму σ. Особливо цiка-

вими є скiнченностановi автоморфiзми, якi утворюють групу, про будову
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якої вiдомо дуже мало.[9]

Зручною технiкою роботи з скiнченним груповими автоматами є

представлення їх за допомогою p-адичних функцiй.
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1 p-адичнi числа

Є два рiзних пiдходи для визначення що таке р-адичнi числа. Перший

пiдхiд, як проективна границя, другий пiдхiд, як поповнення поля рацiо-

нальних чисел за певною нормою. Давайте розглянемо обидва випадки.

1.1 Проективнi границi.

Частково-впорядкована множина I називається направленою, якщо для

довiльних i, j ∈ I iснує k ∈ I таке, що k < i, k < j.

Означення 1.1.1. Проективною системою комутативних кiлець, або

проективним спектром комутативних кiлець, називається насту-

пний набiр (Ki, fij, I : i, j ∈ I), де (Ki, i ∈ I) — набiр комутативних

кiлець, (fij : i 6 j, i, j ∈ I) — набiр гомоморфiзмiв кiлець такий, що 1)

fii = idKi
для всiх i; 2) для всiх наборiв iндексiв i 6 j 6 k має мiсце

fik = fijfjk.

Означення 1.1.2. Проективною границею проективної системи (спе-

ктру) комутативних кiлець (Ki, fij, I : i, j ∈ I) називається пiдмно-

жина декартового добутку

lim←− (Ki, fij, I : i, j ∈ I) ⊂
∏
i∈I

Ki,

яка складається з таких кортежiв (ai)i∈I що для всiх i < j fji(aj) = ai.

Можна довести, що на проективну границю комутативних кiлець

коректно переносяться операцiї додавання та множення, таким чином,

отримана множина також є комутативним кiльцем.

Ми використаємо цю конструкцiю для наступної проективної систе-

ми.
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Нехай p — деяке просте число. Позначимо Ki = Zpi, i ∈ N — кiльце

класiв лишкiв за модулем pi. Гомоморфiзми fji : Zpj → Zpi — стандартнi

проекцiї.

Означення 1.1.3. Множиною цiлих p-адичних чисел називається про-

ективна границя

Ẑp = lim←− (Zpj , fij, i, j ∈ N).

Оскiльки для кожного i наявне вiдображення Z→ Zpi — цiле число

вiдображається у остачу при дiленнi на pi, то iснує вкладення кiлець

π : Z→ Ẑp, що задається правилом π(n) = (n̄)i>1.

Приклад 1.1.1. Нехай p = 2. Розглянемо число 11. Образом цього чи-

сла в множинi p-адичних чисел буде наступне число:

(11 mod 2, 11 mod 22, 11 mod 23, 11 mod 24, 11 mod 25, . . .).

Зрозумiло, що починаючи з четвертої координати ця послiдовнiсть

стабiлiзується. Давайте знайдемо цю послiдовнiсть:

(1, 3, 3, 11, 11, 11, 11, 11, 11, . . .)

Поки що не зрозумiло, звiдки беруться цi числа. Але давайте роз-

глянемо, як це буде виглядати у системi числення по основi 2.

1110 = 10112, а вiдповiдна послiдовнiсть має вигляд

(1, 11, 11(= 011), 1011, 1011, 1011, . . .)

таким чином, ми бачимо, що представлення числа в p-адичному вигля-

дi означає запис перших цифр у представленнi цього числа в системi

числення за основою p.
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Давайте подивимось на це з iншого боку. Розглянемо представлення

натурального числа в системi числення з основою p:

m =
n∑
i=0

aip
i,

де ai ∈ {0, 1, 2, . . . , p− 1}. Тодi m =
∑k−1

i=0 aip
i mod pk, таким чином за-

пис числа m як p-адичного числа буде мати вигляд (a0, a1a0, a2a1a0, . . .).

Користуючись такою логiкою можна зробити навпаки. Нехай у нас

є p-адичне число

m = (a0, a1a0, a2a1a0, . . . , anan−1 . . . a1a0, . . .).

Давайте запишемо його в такому виглядi:

m = a0 + a1p+ a2p
2 + . . .+ anp

n + . . . =
∞∑
i=0

aip
i.

Таким чином, p-адичнi числа — це узагальнення натуральних чисел

в тому розумiннi, що якщо записувати натуральнi числа в системi чи-

слення за основою p, то ми будемо отримувати скiнченнi суми, а якщо

дозволити нескiнченнi суми, то ми отримаємо множину цiлих p-адичних

чисел.

Поки що це формальний запис у виглядi ряду, який в R не збiжний.

Але виявляється в певнiй p-адичнiй метрицi цей ряд буде збiжним. Але

ми про це поговоримо у наступному роздiлi.

Давайте розберемось, як виконувати арифметичнi дiї з p-адичними

числами. Виявляється все просто, дiї виконуються за тими ж правилами,

як i з натуральними числами. Зручно це виконувати у стовбчик. При

цьому дiє правило переносу одиницi в наступний розряд, якщо сума стала

бiльшою за p.
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Якщо дозволити скiнченну кiлькiсть доданкiв з вiд’ємними степеня-

ми, то ми отримаємо поле рацiональних p-адичних чисел

Q̂p =
{ ∞∑
i=n

aip
i |n ∈ Z, ai ∈ {0, 1, ..., p− 1}, i > n

}
.

Це поле є полем часток кiльця цiлих p-адичних чисел.

1.2 p-адична метрика

Нехай p — просте число. Розглянемо на Z наступну функцiю. Нехай

m ∈ Z. Представимо m = pkl, де l та p взаємно простi. Позначимо

ordp(m) = k. Значення ordp(0) = +∞ .

Властивостi.

1) ordp(1) = 0;

2) ordp(mn) = ordp(m) + ordp(n).

Остання властивiсть дозволяє перенести значення порядку на рацiо-

нальнi числа. А саме, покладемо

ordp

(m
n

)
= ordp(m)− ordp(n).

Зауважимо, що дане означення коректне, оскiльки

ordp

(cm
cn

)
= ordp(cm)− ordp(cn) =

= ordp(c) + ordp(m)− ordp(n)− ordp(c) = ordp(m)− ordp(n).

3) ordp(m + n) > min(ordp(m), ordp(n)). Дiйсно, якщо pi|m, pj|n i

i 6 j то pi|m+ n.

Введемо на Z p-адичну норму.

‖m‖p =


0 m = 0;(1

p

)ordp(m)
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(1) Очевидно, що ‖m‖ = 0 тодi i лише тодi, коли m = 0.

(2) З властивостi 2) випливає, що ‖mn‖p = ‖n‖p‖m‖p.

(3) З властивостi 3) випливає, що ‖m + n‖p 6 max(‖n‖p, ‖m‖p).

Зокрема, виконується нерiвнiсть трикутника ‖m+ n‖p 6 ‖n‖p + ‖m‖p.

Цi три властивостi означають те, що функцiя ‖m‖p є нормою на

кiльцi Z. Її можна продовжити на поле Q за формулою∥∥∥m
n

∥∥∥
p

=
‖m‖p
‖n‖p

.

Третя властивiсть бiльш сильна, нiж нерiвнiсть трикутника. Якщо

для норми виконується така посилена нерiвнiсть трикутника, то гово-

рять, що така норма є неархiмедовою. У просторiв з неархiмедовою нор-

мою досить цiкавi i незвичнi властивостi.

В нормованому просторi можна розглядати послiдовностi Кошi,

тобто, такi послiдовностi {ai‖i > 1}, що для довiльного ε > 0 iснує

N > 0, таке що, для всiх m,n > N виконується нерiвнiсть ‖an− am‖ < ε

Означення 1.2.1. Двi норми ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 називаються еквiвалентними,

якщо iснує α > 0 таке, що для всiх m ‖m‖α1 = ‖m‖2.

Отже, для поля рацiональних чисел Q нам вiдома p-адична норма

‖ · ‖p для кожного простого числа p, крiм того, є стандартна норма —

абсолютна величина, позначимо її ‖ · ‖∞. Ще є тривiальна норма, рiвна

одиницi на усiх елементах окрiм нуля. Виявляється iнших норм на полi

рацiональних чисел немає, про це говорить наступна теорема.

Теорема 1.2.1 (Островський). Довiльна нетривiальна норма на полi Q

еквiвалентна ‖ · ‖p для деякого простого p, або p =∞



12

1.3 Поле p-адичних чисел, як поповнення поля рацiональних

чисел.

Є багато рiзних пiдходiв до побудови дiйсних чисел. Один з них — попов-

нення поля рацiональних чисел вiдносно метрики заданої абсолютною

величиною. Нагадаємо теорему Хаусдорфа.

Теорема 1.3.1 (Хаусдорф). Довiльний метричний простiр має попов-

нення єдине з точнiстю до iзометрiї.

Нагадаємо, як будується поповнення. На множинi фундаментальних

послiдовностей (послiдовностей Кошi) вводиться вiдношення еквiвален-

тностi: двi послiдовностi еквiвалентнi, якщо їх рiзниця є збiжною до нуля

послiдовнiстю. Множина класiв еквiвалентностi послiдовностей Кошi є

поповненням. Якщо ми починали з поля, то на поповненнi також можна

ввести структуру поля.

Виявляється, якщо ми застосуємо процедуру поповнення (Q, ‖ ·‖∞),

то отримаємо R, а якщо застосуємо процедуру поповнення (Q, ‖ · ‖p), то

отримаємо Q̂p — поле рацiональних p-адичних чисел.

Людей завжди цiкавило як знайти розв’язок полiномiального рiвня-

ння. Для кiльця цiлих p-адичних чисел є прекрасна лема, яка дає мо-

жливiсть знаходити коренi многочлена, знаючи розв’язок лише в полi

лишкiв Zp.

Лема 1.3.1 (Гензеля). Нехай f(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n — многочлен з

цiлими p-адичними коефiцiєнтами, f ′(x) = c1 + 2c2x + . . . + ncnx
n−1 —

його похiдна. Нехай рiвняння f(x) = 0( mod p) має розв’язок x = a0(

mod p), при чому, f ′(a0) 6= 0( mod p), тодi iснує єдине цiле p-адичне

число a, таке що f(a) = 0 i a = a0( mod p).
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Доведення. Доведення теореми проведемо методом математичної iнду-

кцiї. Алгоритм, описаний в процесi доведення теореми можна викори-

стовувати для знаходження самого розв’язку. Позначимо d0 = f ′(a0)(

mod p). Згiдно умови теореми d0 6= 0.

База iндукцiї. x0 = a0, при цьому x0 = a0( mod p), f(x0) = f(a0) =

0( mod p).

Крок iндукцiї. Припустимо, ми знайшли xn−1 = a0 + a1p+ . . . an−1p

такий, що xn−1 = a0( mod p), f(xn−1) = 0( mod pn). Доведемо, що мо-

жна побудувати xn.

xn будемо шукати в такому виглядi: xn = xn−1 + anp
n, де an ∈

{0, 1, . . . , p− 1}. f(xn−1) = bnp
n( mod pn+1).

Використовуючи розклад в ряд Тейлора, матимемо f(xn−1+anp
n) =

f(xn−1)+f
′(xn−1)anp

n+p2n(. . .). Розглянемо останню рiвнiсть mod pn+1.

Зауважимо, що при цьому нам треба використати значення f ′(xn−1)

mod p = f ′(xn−1 mod p) = f ′(a0) = d0( mod p) Отже, рiвнiсть набу-

де наступного вигляду:

f(xn−1 + anp
n) = bnp

n + d0anp
n( mod pn+1).

Оскiльки f(xn) = 0( mod pn+1), маємо bnpn + d0anp
n = 0( mod pn+1).

Остання рiвнiсть рiвносильна bn + d0an = 0( mod p) звiдки ми однозна-

чно знаходимо an = bn ∗ (d0)
−1( mod p).

При цьому xn = xn−1 = a0( mod p) та f(xn) = 0( mod pn+1).

Отже дiйсно iснує єдине продовження a =
∑∞

n=0 anp
n таке, що

f(a) = 0.
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2 Iзометрiї простору Бера як автоморфiзми дерев.

Нагадаємо, що однокореневим деревом називається зв’язний граф без

циклiв з вiдмiченою вершиною. Зауважимо, що автоморфiзм кореневого

дерева переводить вiдмiчену вершину в себе.

Нехай X скiнченний алфавiт. Простором Бера над алфавiтом нази-

вається множина нескiнчених послiдовностей x1x2x3..., xi ∈ X з насту-

пною метрикою:

(x1x2x3..., y1y2y3...) = (
1

2
)k,

де k - довжина спiльного початку x1x2x3... та y1y2y3... .

Приклад 2.0.1. Розглянемо множину формальних сум вигляду:

Zp = {
∞∑
k=0

ak · pk |ak ∈, 0 ≤ ak < p}

Вiдстань мiж елементами

a =
∞∑
k=0

ak · pk

та

b =
∞∑
k=0

bk · pk

цiєї множини покладемо

ρ(a, b) =

(
1

2

)k
де k визначається, як

k = min
t∈N∪{0}

(at 6= bt)

Таким чином визначена метрика перетворює Zp на простiр Бера над

p-лiтерним алфавiтом.
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Спiвставимо простору Бера над p-лiтерним алфавiтом регулярне

однокореневе дерево Tp за наступним правилом: кожнiй вершинi вiдпо-

вiдає скiнчене слово в алфавiтi X. Назвемо вершинами 1-го рiвня верши-

ни, що з’єднанi з коренем одним ребром. Вершинами i-го рiвня назвемо

вершини, що з’єднанi одним ребром з вершинами (i-1)-го рiвня.

Вершинi i-го рiвня вiдповiдає слово довжини i.

Легко зрозумiти , що група iзометрiй такого простору iзоморфна

групi автоморфiзмiв побудованого дерева.

Охарактерiзуємо її як абстрактну групу.

Нехай W1 = SX - група пiдстановок на X, тодi можна iндуктив-

но визначити групи Wn+1 = (Wn, X
n)ıSX , як вiнцевий добуток гру-

пи пiдстановок Wn, що дiє на Xn = X × ... × X(активний спiвмно-

жник) та групи пiдстановок на X. База вiнцевого добутку складається

з функцiй Xn → X вiд n змiнних i є ядром природного епiморфiзму

πn : Wn+1 → Wn. Цi гомоморфiзми визначають W∞(X) як проектив-

ну границю W∞(X) = lim←−Wn, а також гомоморфiзми π̂n : W → Wn.

При цьому група W∞ дiє природним чином на просторi Бера. Має мiсце

наступна теорема:

Теорема 2.0.1. [2],[3] Група iзометрiй простору Бера iзоморфна

W∞(X).

Елементи групи W∞ можна зображати нескiнченними послiдовно-

стями функцiй:

g =< σ1, σ2(x1), σ3(x1, x2), . . . , σk(x1, x2, ..., xk−1), . . . >, (2.0.1)

де x1, x2, ..., xk−1− координати вершини k − 1− го рiвня, а значенням

функцiї σk є одиниця, якщо вiдповiдний автоморфiзм дерева перестав-

ляє двi сумiжнi вершини k− го рiвня (див. вище п. в)) i є нуль якщо
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автоморфiзм залишає цi вершини нерухомими. Аналогом циклового ти-

пу на групi пiдстановок є дерево циклового типу на W∞(X).

Означення 2.0.1. Елемент a групи W∞ задає розбиття множини

вершин кожного рiвня дерева Tp на множину орбiт дiї цього елементу

на Tp. Побудуємо по a дерево циклового типу Da цього елементу. Вер-

шинами цього дерева будуть класи еквiвалентностi по орбiтах, при-

чому двi вершини дерева Da з’єднанi ребром, якщо iснують сумiжнi

вершини дерева Tp з вiдповiдних орбiт.

Аналогом крiтерiя спряженностi в групi пiдстановок є наступний

крiтерiй в групi W∞(X).

Теорема 2.0.2. [3]

Елементи групиW∞(X) є спряженними, якщо їх дерева циклового

типу iзоморфнi.

W∞(X) є проскiнченною групою i топологiчною групою з топологi-

єю проективної границi.

Теорема 2.0.3. W∞- є повною топологiчною групою.

Доведення. Покажемо, що вiдображення

W∞ ×W∞ → W∞ (g1, g2)→ g1 · g−12

є неперервним в цiй топологiї. Нехай q0 = g1 ·g−12 i Bm(q0) = {g|ρ(g, q0) <

2−(m+1)}− вiдкрита куля з центром в q0. Легко бачити, що ∀g1, g2 ∈

Bm(q0) має мiсце π̂m(g1), π̂m(g2). Розглянемо довiльнi елементи куль

b1 ∈ Bm(g1), b2 ∈ Bm(g2). Для цих елементiв буде мати мiсце π̂m(b1) =

π̂m(g1), π̂m(b2) = π̂m(g2), звiдки

π̂m(b1 · b−12 ) = π̂m(b1) · π̂m(b2)
−1 = π̂m(g1) · π̂m(g2)

−1 = π̂m(g1 · g−12 ),
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отже, b1 · b−12 ∈ Bm(q0). Це доводить, що W∞ є топологiчною групою.

Для доведення повноти, слiд зауважити, що W∞ є компактом у вище-

згаданiй топологiї, оскiльки є замкненим у добутку дискретних просторiв

π̂m(W∞),m ∈ N.

ГрупаW∞(X) є самоподiбною, в тому сенсi, шо мають мiсце факто-

рiзацiї W∞(X) = WkıW∞(X), k = 1, 2, 3....

Означення 2.0.2. Елемент групи називається скiнченностановим,

якщо для всiх факторiзацiй елемента g

g = wk · fk(x1...xk)

множина значень функцiй, яку будемо називати множиною станiв

{fk(x1...xk) | x1...xk ∈ W∞(X), k ∈ N} ⊂ W∞(X)

є скiнченною.

Приклад 2.0.2. Очевидно, тотожнiй автоморфiзм є одностановим.

Приклад 2.0.3. Зафiксуємо нескiнченну послiдовнiсть x∗1x∗2... i авто-

морфiзм σ ∈ W∞(X). Автоморфiзм, для якого для всiх k fk(x∗1x∗2...x∗k) =

σ та дорiвнює id на iнших векторах є двостановим.

Означення 2.0.3. Позначимо кiлькiсть рiзних станiв автоморфiзма

a як ζ(a). Функцiєю росту автоморфiзму a називається функцiя ϕa,

визначена наступним чином:

ϕa(n) = ζ(an)

Приклад 2.0.4. Для тотожнього автоморфiзму, оскiльки idn = id та

id = (id, id), то ζ(idn) = ζ(id). Тобто функцiя росту для id має вигляд

ϕid(n) = 1.
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Означимо на множинi функцiй N→ N бiнарне вiдношення 4.

Означення 2.0.4. [9] Для функцiй α : N → N та β : N → N будемо

казати, що

α 4 β

якщо знайдеться таке натуральне C, що для всiх натуральних n справ-

джується нерiвнiсть:

α(n) 6 Cβ(n).

Означення 2.0.5. Будемо казати, що автоморфiзми a та b мають

однаковий зрiст, якщо для функцiй росту ϕa та ϕb має мiсце:

ϕa 4 ϕb

ϕb 4 ϕa

З означення суперпозицiї автоморфiзмiв випливає:

Лема 2.0.1. Для функцiї ζ має мiсце нерiвнiсть:

ζ(a ◦ b) 6 ζ(a) · ζ(b)

Доведення. Нехай автоморфiзм a має k станiв a1, a2, ...ak, автоморфiзм b

має t станiв b1, b2, ..., bt.Очевидно автоморфiзм a ◦ b не може мати iнших

станiв, окрiм ai◦bj(1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n). Оскiльки для деяких i1, j1, i2, j2

можлива рiвнiсть

ai1 ◦ bj1 = ai2 ◦ bj2

то кiлькiсть станiв автоморфiзму a ◦ b не бiльше за k · t.

Теорема 2.0.4. Якщо для автоморфiзмiв a та b iснує скiнченностано-

вий автоморфiзм с такий, що виконується рiвнiсть:

c−1 ◦ a ◦ c = b

то a та b мають однаковий зрiст.
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Доведення. Оскiльки з того, що

c−1 ◦ a ◦ c = b

випливає рiвнiсть

c−1 ◦ an ◦ c = bn

то згiдно з лемою

ζ(bn) = ζ(c−1 ◦ an ◦ c) 6 ζ(c−1) ∗ ζ(an) ∗ ζ(c) = ζ(an) ∗ ζ(c)2

ζ(an) = ζ(c ◦ bn ◦ c−1) 6 ζ(c) ∗ ζ(bn) ∗ ζ(c−1) = ζ(bn) ∗ ζ(c)2

тобто
1

ζ(c)2
≤ ϕa(n)

ϕb(n)
≤ ζ(c)2

2.1 Алгебраїчний запис

Для роботи з автоморфiзмами з σ ∈ W∞(X) зручно використовувати

алгебраїчний запис.

В алгебраїчному запису автоморфiзм з σ ∈ W∞(X) над двоелемен-

тним алфавiтом буде виглядати, як (a, b) або як (a, b) ◦ σ.

Автоморфiзм вигляду (a, b) дiє на праве для кореня пiддерево авто-

морфiзмом a, на лiве - автоморфiзмом b, залишаючи сумiжнi з коренем

вершини на мiсцi. Автоморфiзм вигляду (a, b) ◦ σ дiє на праве для коре-

ня пiддерево автоморфiзмом a, на лiве - автоморфiзмом b,та переставляє

сумiжнi з коренем вершини.

Множення автоморфiзмiв вiдбувається наступним чином:

(a, b) ◦ (c, d) = (a ◦ c, b ◦ d)

(a, b) ◦ ((c, d) ◦ σ) = (a ◦ c, b ◦ d) ◦ σ
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((a, b) ◦ σ) ◦ (c, d) = (a ◦ d, b ◦ c) ◦ σ

((a, b) ◦ σ) ◦ ((c, d) ◦ σ) = (a ◦ d, b ◦ c)

Також зручно записувати обернений до автоморфiзму дерева:

(a, b)−1 = (a−1, b−1)

((a, b) ◦ σ)−1 = σ ◦ (a−1, b−1) = (b−1, a−1) ◦ σ

Крiм цього за допомогою алгебраїчного запису скiнченною кiлькi-

стю спiввiдношень визначаються скiнченостановi автоморфiзми. Напри-

клад adding machine задається наступним спiввiдношенням:

ε = (id, ε) ◦ σ

id = (id, id)

Квадрат adding machine має 3 стани ε , ε2 та id:

ε2 = (ε, ε)

ε = (id, ε) ◦ σ

id = (id, id)

За допомогою цiєї технiки опишемо εk:

ε−1 = (ε−1, id) ◦ σ

ε3 = ε2 ◦ ε = (ε, ε) ◦ (id, ε) ◦ σ = (ε, ε2) ◦ σ

ε2k = (εk, εk)

ε2k+1 = (εk, εk) ◦ ε = (εk, εk) ◦ (id, ε) ◦ σ = (εk, εk+1) ◦ σ
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Приклад 2.1.1. Автоморфiзми ε = (id, ε) ◦ σ (id = (id, id)) та ε3 ма-

ють однаковий зрiст, оскiльки спряженi за допомогою скiнченноста-

нового автоморфiзму a, що задається спiввiдношеннями:

a = (a, b)

b = (a, c) ◦ σ

c = (b, c)

Означимо пiдгрупу FAutTp групи AutTp.

Розглянемо пiддерево кореневого однорiдного дерева Tp з коренем в

деякiй вершинi, що iзоморфно Tp . Автоморфiзм a ∈ AutTp природнiм

чином задає автоморфiзми на всiх таких пiддеревах.

Якщо маєму скiнченну кiлькiсть отриманних таким чином автомор-

фiзмiв, то назвемо a скiнченностановим. Множина всiх скiнченностано-

вих автоморфiзмiв утворює групу FAutTp .

Кiнцем назвемо нескiнчену послiдовнiсть вершин, яка починається

з кореня, кожна вершина з’єднана ребром з наступною вершиною по-

слiдовностi i жодна вершина не входить в послiдовнiсть бiльше одно-

го разу. Легко бачити, що метричний простiр на кiнцях Tp з метрикою

ρ(x, y) = 1
2

n , де x, y - кiнцi Tp , n - довжина спiльного початку iзомор-

фне простору Бера. Цей iзоморфiзм породжує iзоморфiзм групи iзоме-

трiй простору Бера на AutTp. З iншого боку AutTp iзоморфна вiнцевому

добутку груп SpıSpıSpı.... Дiйсно, AutTp переставляє вершини першого

рiвня. Групою цих пiдстановок є Sp. Для другого рiвня AutTp перестав-

ляє вершини, якi виходять зi спiльної вершини першого рiвня i т.д.

Для автоморфiзму a ∈ AutTp циклами n-того рiвня назвемо орбiти

дiї а на n-тий рiвень Tp .
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Шарово-однорiдними автоморфiзмами в FAutTp назвемо автомор-

фiзми, для яких циклом n-того рiвня є в точностi n-тий рiвень. Множину

таких елементiв позначимо як М. Очевидно М не є пiдгрупою в FAutTp.

Для автоморфiзму a ∈ M , х, у - кiнцi з Tp , xn, yn - вершини n-го

рiвня, такi, що xn ∈ x, yn ∈ y.

Означимо ρa,n(x, y) = k, де k - найменше натуральне число, для

якого

xn ∗ ak = yn.

Так як для a ∈M цикл n-го рiвня складається з pn вершин, то

0 ≤ ρa,n(x, y) < pn.

Нехай xn1 та xn2 вершини (n+1)-го рiвня з’єднанi ребром з верши-

ною xn n-го рiвня, yn1 та yn2 вершини (n+1)-го рiвня з’єднанi ребром з

вершиною yn n-го рiвня.

Означення 2.1.1. Означимо ρa(x, y) як нескiнчену послiдовнiсть

(ρa,1(x, y), ρa,2(x, y)...).

Для цiлого p-адичного числа

z = a0 + a1 · 2 + a2 · 22 + a3 · 2k + ...+ ak · 2k + ...

послiдовнiстю часткових сум назвемо послiдовнiсть:

bn =
n∑
k=0

ak · 2k

Лема 2.1.1. Для всiх a ∈ M послiдовнiсть ρa(x, y) є послiдовнiстю

часткових сум деякого цiлого p-адичного числа.

Доведення. Дiйсно ρa,n(x, y) = pn, так як цикл n-го рiвня складається з

pn вершин. Так як (xn) ∗ ap
n

= xn, то (xn1) ∗ ap
n дорiвнює або xn1 або xn2.
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Але ρa,n+1(xn1, xn1) = pn+1, звiдси (xn1)∗apn = xn2, тобто ρ,n+1(xn1, xn2) =

pn. З цього випливає, що ρa,n+1(xni, ynj) = ρa,n(xn, yn)mod(pn).

Для того, щоб визначити автоморфiзм a ∈ AutTp ,достатньо для

кожного x ∈ Tp вказати такий y ∈ Tp , що ρa(x, y) = 1. Означимо ав-

томорфiзм ak, де k деякий елемент кiльця цiлих p-адичних чисел, як

b ∈ AutTp, для якого ρb(x, y) = 1, якщо ρa(x, y) = k.

Якщо s, q - p-адични числа, a ∈ AutTp, то

as ◦ aq = as+q

(as)q = asq

Звуження дiї пiднесення у степiнь ak до кiльця цiлих чисел вiдпо-

вiдає звичайному означенню степеня. Наприклад,

a(1,3,3...,3...) = a3

a(1,3,7,15,...,2−1...) = a−1

для автоморфiзму a ∈ AutT2.

3 Iзометрiї простору цiлих p-адичних чисел.

Ототожнюючи кодування елементiв простору Бера над двiйковим алфа-

вiтом з двiйковим кодуванням цiлих 2-адичних чисел отримаємо пред-

ставлення автоморфiзма функцiєю на Z2. Кожен автоморфiзм дерева α

задає функцiю fα за правилом: якщо автоморфiзм α переводить кiнець

x в кiнець y, то fα(x) = y. Наприклад adding machine при такому пред-

ставленнi задається функцiєю f(x) = x+ 1.

Але не кожна функцiя є автоморфiзмом дерева. Для того, що б фун-

кцiя задавала автоморфiзм необхiдно, що б ця функцiя пару кiнцiв з
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однаковим початком переводила в пару кiнцiв з однаковим початком тi-

єї ж самої довжини.

Приклад 3.0.1. Функцiя f(x) = 2x переводить пару ...1111 та ...0000

в пару ...1110 та ...0000 вiдповiдно. Перша пара має спiльний початок

довжини 0, друга - довжини 1, тобто функцiя f(x) = 2x не є авто-

морфiзмом дерева.

Приклад 3.0.2. Функцiя f(x) = x2 не є автоморфiзмом дерева.

Дiйсно, оскiльки має мiсце наступне спiввiдношення

(2n · t+ x)2 = 22n · t2 + 2 · 2n · x · t+ x2

тобто

(2n · t1 + x)2 − (2n · t2 + x)2 =

= (22n · t21 + 2 · 2n · x · t1 + x2)− (22n · t22 + 2 · 2n · x · t2 + x2) =

= 2n+1(t2 − t1)(2n−1(t2 + t1) + 1)

то для пари 2-адичних чисел x1, x2, що мають спiльний початок нену-

льової довжини n, пара x21, x22 має спiльний початок довжини як най-

менше довжини n+1 отже вiдображення f(x) = x2 є неперервним, але

не є автоморфiзмом.

Втiм клас функцiй, що є автоморфiзмами дерева є досить широким.

Мають мiсце наступнi твердження:

Теорема 3.0.1. Функцiї вигляду f(x) = ax−1
a−1 , a = 4k+ 1, k ∈ Z2 є авто-

морфiзмами дерева.

Доведення. Функцiя f(x) = ax−1
a−1 , a = 4k+ 1, k ∈ Z2 є єдиним розв’язком

рiвняння

χ−1 ◦ (x+ 1) ◦ χ = ax+ 1
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для якого

χ : ...000→ ...000

.

Теорема 3.0.2. Лiнiйнi функцiї вигляду f(x) = ax+b, a = 2k+1, a, b, k ∈

Z2 є автоморфiзмами дерева.

Доведення. Те, що 2-адичнi послiдовностi x та y мають спiльний поча-

ток довжини k, рiвносильно тому, що послiдовнiсть x− y має наступний

вигляд: ...t10...00, де на початку послiдовностi маємо k нулiв. Але для

послiдовностей ax+ b та ay + b рiзниця має вигляд a(x− y), а оскiльки

а - непарне 2-адичне число, то a(x − y) = ...t′10...00, де на початку по-

слiдовностi маємо k нулiв , тобто послiдовностi ax + b та ay + b також

мають спiльний початок довжини k.

Добутку автоморфiзмiв дерева вiдповiдає суперпозицiя вiдповiдних

функцiй. I для автоморфiзмiв, i для функцiй оберемо лiву дiю.

ε2 = ε ◦ ε = (x+ 1) ◦ (x+ 1) = (x+ 1) + 1 = x+ 2

(3x+ 1) ◦ (x+ 2) = (3x+ 1) + 2 = 3x+ 3

(x+ 2) ◦ (3x+ 1) = 3(x+ 2) + 1 = 3x+ 7

Лема 3.0.1. Для функцiї f(x) = ax + b, a = 2k + 1, a, b, k ∈ Z2 маємо

f−1(x) = 1
a(x− b).

Доведення.

(ax+ b) ◦ (
1

a
(x− b)) =

1

a
((ax+ b)− b) = x



26

Побудуємо алгебраїчний запис для автоморфiзма, що задається

функцiєю f(x) = ax + b. Функцiя f(x) = ax переводить кiнець ...t0 в

кiнець ...(t ∗ a)0, оскiльки

...t0 ∗ a = ...t ∗ 2 ∗ a = ...t ∗ a ∗ 2 = ...(t ∗ a)0.

Кiнець ...t1 функцiя f(x) = ax переводить в кiнець ...(t ∗ a+ (a− 1)/2)1,

оскiльки

...t1 ∗ a = (...t0 + 1) ∗ a = ...t ∗ 2 ∗ a+ a =

= ...t ∗ a ∗ 2 +
a− 1

2
∗ 2 + 1 = ...(t ∗ a+

a− 1

2
)1

тобто для автоморфiзма f(x) = ax маємо:

ax = (ax, ax+
a− 1

2
).

Далi

ax+ b = ax ◦ (x+ b),

а ,оскiльки функцiя f(x) = x + b вiдповiдає автоморфiзму εb, то для

b = 2k маємо:

ax+ b = (ax, ax+
a− 1

2
) ◦ (x+

b

2
, x+

b

2
) =

= (ax+
b

2
, ax+

a− 1

2
+
b

2
).

Для b = 2k + 1:

ax+ b = (ax, ax+
a− 1

2
) ◦ (x+

b− 1

2
, x+

b− 1

2
+ 1) ◦ σ =

= (ax+
b− 1

2
, ax+

a− 1

2
+
b− 1

2
+ 1) ◦ σ.

Приклад 3.0.3. Автоморфiзм, що задається функцiєю f(x) = 5x + 1

є скiнченностановим, i визначається наступними спiввiдношеннями:

(5x+ 1) = (5x, 5x+ 3) ◦ σ
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(5x) = (5x, 5x+ 2)

(5x+ 3) = (5x+ 1, 5x+ 4) ◦ σ

(5x+ 2) = (5x+ 1, 5x+ 3)

(5x+ 4) = (5x+ 2, 5x+ 4)

тобто мiстить 5 станiв.

Означення 3.0.1. Група G автоморфiзмiв однорiдного кореневого де-

рева називається станово-замкненою, якщо множина станiв кожного

елемента групи G належить цiй групi.

Лема 3.0.2. Множина функцiй f(x) = x + p (p ∈ Z2) є абелевою

станово-замкненою групою.

Доведення.

(x+ p)−1 = x− p

(x+ p1) ◦ (x+ p2) = (x+ p2) ◦ (x+ p1) = x+ p1 + p2

x+ 2p = (x+ p, x+ p)

x+ 2p+ 1 = (x+ p, x+ p+ 1) ◦ σ

Теорема 3.0.3. Множина лiнiйних iзометрiй кiльця Z2 є станово-

замкненою групою.

Доведення. Дiйсно, множина станiв лiнiйної функцiї складається з лiнiй-

них функцiй:

ax = (ax, ax+
a− 1

2
),

x+ 2k = (x+ k, x+ k),

x+ 2k + 1 = (x+ k, x+ k + 1) ◦ σ,
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ax+ 2k = ax ◦ (x+ 2k) = (ax, ax+
a− 1

2
) ◦ (x+ k, x+ k) =

= (ax+ k, ax+
a− 1

2
+ k),

ax+ 2k + 1 = ax ◦ (x+ 2k) = (ax, ax+
a− 1

2
) ◦ (x+ k, x+ k + 1) ◦ σ =

= (ax+ k, ax+
a− 1

2
+ k + 1) ◦ σ,

добуток лiнiйних функцiй є лiнiйною функцiєю:

(ax+ b) ◦ (cx+ d) = c(ax+ b) + d = cax+ (cb+ d),

та обернена до лiнiйної функцiї є лiнiйною функцiєю:

(ax+ b)−1 =
1

a
x− b

a
.

Нейтральним елементом групи є лiнiйна функцiя:

f(x) = x.

4 Представлення автоморфiзмiв регулярного дерева

4.1 Портрети автоморфiзмiв

Автоморфiзми зручно задавати портретами. Портретом автоморфiзма

дерева T2 є дерево T2, вершини якого розмiченi 0-ми та 1-ми.

Автоморфiзм задається розмiченним деревом в такий спосiб. Якщо

автоморфiзм переставляє вершини наступного рiвня, що сумiжнi з да-

ною вершиною, то вiдмiтимо цю вершину 1-цею, якщо нi, то 0-лем. Таке

представлення автоморфiзма назвемо портретом цього автоморфiзма.

При такому представленнi автоморфiзму a кожному кiнцю x вiд-

повiдає послiдовнiсть цифр xa розмiчених вершин цього кiнця, причому
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Рис. 1: Додавання портретiв за модулем 2

кiнець x пiд дiєю автоморфiзма a переходить в кiнець x⊕ xa (пiд опера-

цiєю ⊕ розумiється покоординатне додавання по модулю 2).

Для опису множення на представленнi автоморфiзмiв дерева порт-

ретами знадобляться двi конструкцiї: додавання портретiв за модулем 2

та дiя на портрет автоморфiзмом дерева.

Множина портретiв з операцiєю додавання за модулем 2 вiдповiд-

них вершин (рис. 1) утворює абелеву групу. Нейтральним елементом цiєї

групи буде портрет з 0 на всiх вершинах, обернений до елементу групи

спiвпадає з самим елементом.

Портрет добутку автоморфiзмiв a ◦ b будується наступним чином.

Дiєм на портрет b автоморфiзмом, оберненим до a. Отриманий таким

чином новий портрет додаємо по модулю 2 до портрету автоморфiзму a.

(рис. 2).

Рис. 2: Портрет добутку автоморфiзмiв

При множеннi портретiв розмiтка кiнцiв дерева змiнюється насту-
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Рис. 3: Портрет автоморфiзму a

пним чином:

xa◦b = xa ⊕ (x⊕ xa)b

Для оберненого до a автоморфiзма a−1 маємо:

(x⊕ xa)a−1 = xa

Наприклад, нехай автоморфiзм a задається наступним портретом на де-

ревi T2, на якому видiлимо кiнець x(рис. 3)

Згiдно з рис. 3

x = ...1001

xa = ...0011

тобто

x⊕ xa = ...1001⊕ ...0011 = ...1010

i для автоморфiзму a−1 маємо (рис.4):

(x⊕ xa)a−1 = ...1010a−1 = xa = ...0011.

Означимо дiю [a]b для автоморфiзмiв a та b з AutT2.
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Рис. 4: Портрет автоморфiзму a−1

Означення 4.1.1. Подiємо на розмiчене дерево, що задає портрет ав-

томорфiзму a автоморфiзмом b. Отриманий портрет означимо, як

[a]b.

Для автоморфiзмiв a, b, c, d... з AutT2 мають мiсце наступнi спiввiд-

ношення:

a ◦ b = a⊕ [b]a−1

[a](b ◦ c) = [[a]b]c

[a⊕ b⊕ c⊕ ...]d = [a]d⊕ [b]d⊕ [c]d⊕ ...

Наприклад, має мiсце рiвнiсть:

a−1 = [a]a.

Дiйсно:

a−1 ◦ a = a−1 ⊕ [a](a−1)−1 = a−1 ⊕ [a]a.

З iншого боку

a−1 ◦ a = id
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тобто

a−1 ⊕ [a]a = id

a−1 ⊕ [a]a⊕ a−1 = id⊕ a−1

[a]a = a−1.

Аналогiчно:

an = ⊕
n−1∑
k=0

[a]a−k

Дiйсно:

an = a⊕ [an−1]a−1 = a⊕ [a⊕ [an−2]a−1]a−1 =

= a⊕ [a]a−1 ⊕ [[an−2]a−1]a−1 = a⊕ [a]a−1 ⊕ [an−2]a−2 =

= a⊕[a]a−1⊕...⊕[a]a−k+1⊕[an−k]a−k = a⊕[a]a−1⊕...⊕[a]a−n+2⊕[a]a−n+1.

Опишемо групу скiнченностанових автоматних пiдстановок на мовi порт-

ретiв.

Означення 4.1.2. Якщо стан автоморфiзму дiє на пiддеревi дерева T2,

то портрет цього стану є аналогiчним пiддеревом портрету цього ав-

томорфiзму.

Згiдно з цiм означенням автоморфiзм є скiнченностановим тодi i

тiльки тодi, коли множина рiзних портретiв двiйкових пiддерев дерева

T2 є скiнченною.

4.2 Автоматнi перетворення

Опишемо автомати над алфавiтом X. Автомат складається з алфавiту

X, множини станiв S, функцiї переходiв λ : S×X → S та функцiї виходiв
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Рис. 5: adding machine

γ : S ×X → X. Якщо в стан s ∈ S попадає елемент x ∈ X, то автомат

переходить в стан λ(s, x) та повертає елемент γ(s, x).

Природнiм чином автомат дiє на множинi послiдовностей, що скла-

даються з елементiв алфавiту X.

Приклад 4.2.1. Означимо автомат з двома станами над алфавiтом

{0, 1}.

Автомат, що задає автоморфiзм дерева зручно записувати у виглядi

орiєнтованого розмiченого графа, якiй складається з вершин двох типiв

σ та id, та множини орiєнтованих ребер двох типiв, помiчених 0 та 1,

причому з кожної вершини виходить рiвно по одному ребру кожного

типу.

Вершини в представленнi автомата графом називаються станами

автомату. Одна вершина вiдмiчена, як iнiцiальний стан.

На малюнках наведенi автомати:

для автоморфiзму дерева ε(adding machine)(рис. 5)

для автоморфiзму ε−1(рис. 6)

та тотожнього автоморфiзму id(рис. 7).

Автомат дiє на кiнцях двiйкого дерева у такий спосiб. Помiстимо

першу цифру двiйкового розкладу кiнця в iнiцiальний стан автомату.

Якщо цей стан має тип id, то автомат повертає цифру, не змiнюючи її,
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Рис. 6: Автомат автоморфiзму, оберненого до adding machine

Рис. 7: Автомат для тотожнього автоморфiзму

якщо стан має тип σ, то автомат повертає протилежну цифру(0 та 1-

протилежнi)(рис. 8).

Добутком a ◦ b автоматiв a та b називається послiдовна дiя цiх ав-

томатiв. Спочатку дiємо на послiдовнiсть автоматом a, потiм автоматом

b.

Приклад 4.2.2. Добутком автоматiв ε та ε−1 є тотожний автомат

id(рис. 9)

Рис. 8: Дiя adding machine на двiйкових послiдовностях
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Рис. 9: Послiдовна дiя ε та ε−1

4.3 Орiєнтованi графи

Розглянемо орiєнтований граф, вершинами якого є елементи Z2, побудо-

ваний по автоморфiзму a двiйкового дерева T2.

Граф будується за наступним правилом: числа x та y з Z2 з’єднанi

стрiлкою, якщо автоморфiзм a вiдповiдний кiнець x дерева T2 переводить

в кiнець y.

Для автоморфiзма σ, що переставляє вершини 1-го рiвня, а на пiд-

деревах, що виходять з цих вершин, дiє тотожньо, орiєнтовний граф ви-

глядає наступним чином (рис.10).
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Рис. 10: Орiєнтований граф на Z2 автоморфiзму σ

Для adding machine маємо орiєнтований граф вигляду (рис.11).

Рис. 11: Орiєнтований граф на Z2 автоморфiзму adding machine

Для тотожнього автоморфiзму id маємо орiєнтований граф вигляду

(рис.12).

Орiєнтований граф автоморфiзму природнiм чином породжує орiєн-

тованi графи на вершинах, що належать одному рiвню. По орiєнтовано-

му графу автоморфiзма дерева легко побудувати дерево циклового типу

автоморфiзму, яке означається наступним чином: вершинами n-го рiвня

цього дерева є цикли вiдповiдного орiєнтованого графа. Пара вершин

дерева типу автоморфiзма з’єднана ребром, якщо iснує пара сумiжних

вершин з вiдповiдних цiклiв (рис.13).

Тип автоморфiзму вiдповiдає цикловому типу елемента в групi пiд-

становок Sn. Побудуємо дерева типу для деяких автоморфiзмiв.

Приклад 4.3.1. Для adding machine ε. Оскiльки на кожному рiвнi

маємо тiльки один цикл, то дерево типу є ланцюгом(рис.14).
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Рис. 12: Орiєнтований граф на Z2 тотожнього автоморфiзму

Приклад 4.3.2. Для квадрату adding machine ε2 маємо два цикли,

оскiльки

ε2 = (ε, ε)

тобто дерево типу для ε2 мiстить два ланцюги (рис.15).

Приклад 4.3.3. Для f(x) = x⊕ 1 всi цикли мають довжину 2.

Дiйсно, послiдовнiсть вигляду ...x3x2x10 переходить в послiдов-

нiсть вигляду ...x3x2x11, i навпаки, послiдовнiсть вигляду ...x3x2x11 пе-

реходить в послiдовнiсть вигляду ...x3x2x10:

...x3x2x10⊕ 1 = ...x3x2x11

...x3x2x11⊕ 1 = ...x3x2x10.

Дерево типу для автоморфiзму f(x) = x⊕ 1 має вигляд (рис.16).

Приклад 4.3.4. Для тотожнього автоморфiзму id,очевидно, всi ци-

кли мають довжину 1, отже дерево типу спiвпадає з T2 (рис.17).
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Рис. 13: Дерево циклового типу

Рис. 14: Дерево циклового типу для adding machine

4.4 Матричне представлення

В деяких класах задач буває зручно представляти автоморфiзми скiнче-

ного двiйкового n-рiвневого дерева матрицями розмiру 2n×2n. Матриця

A, що вiдповiдає автоморфiзму a будується наступним чином: для авто-

морфiзму a = (b, c) матриця A виглядає, як

A =

 B 0

0 C
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Рис. 15: Дерево циклового типу для квадрату adding machine

Рис. 16: Дерево типу для автоморфiзму f(x) = x⊕ 1

для автоморфiзму a = (b, c) ◦ σ матриця A виглядає, як

A =

 0 B

C 0


де 0- нульова матриця того ж розмiру, що матрицi B та C. Ненульова ма-

триця автоморфiзма дерева 0-го рiвня( iзольована вершина) записується,

як 1-ця.

За допомогою зворотньої операцiї по матрицi автоморфiзма дерева

будується портрет цього автоморфiзма.
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Рис. 17: Дерево типу для тотожнього автоморфiзму

При такому представленнi добутку автоморфiзмiв вiдповiдає добу-

ток матриць(рис.18).

Рис. 18: Добуток матриць автоморфiзмiв

оберненому автоморфiзму вiдповiдає обернена матриця, де пiд кра-

пками розумiються 1-цi (рис.19).

Зауважимо, що для матрицi автоморфiзма дерева обернена до неї

матриця спiвпадає з транспонованою.
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Рис. 19: Матрицi автоморфiзмiв a та a−1

Наприклад епiморфний образ adding machine ε(7) на дерево

з 7-ма рiвнями у матричному представленнi задається наступною

матрицею(рис.20).

Рис. 20: adding machine

Дiйсно, оскiльки епiморфний образ adding machine на дерево з 7-ма

рiвнями задається спiввiдношенням ε(7) = (id(6)), ε(6))◦σ ( де ε(7)- епiмор-

фний образ adding machine на дерево з 7-ма рiвнями, ε(6)- епiморфний

образ adding machine на дерево з 6-ма рiвнями та id(6)- епiморфний образ
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тотожнього автоморфiзму на дерево з 6-ма рiвнями), то матриця для ε(7)

має вигляд:

ε(7) =

 0 id(6)

ε(6) 0


Аналогiчно для ε(6), ε(5) i т.д.

Приклад 4.4.1.

Рис. 21: Приклад чотирьох автоморфiзмiв дерева (T2)5

Приклад 4.4.2. Обчислення матрицi автоморфiзму f(x) = x − 1, як

оберненого до автоморфiзму f(x) = x+ 1:

Приклад 4.4.3. Обчислення матрицi автоморфiзму f(x) = x + k, як

k-го степеня автоморфiзма f(x) = x+ 1:

k = 2(рис.23)

k = 3(рис.24)

Приклад 4.4.4. Обчислення матрицi автоморфiзму f(x) = ax, як

розв’язку рiвняння X−1AX = B, де A - матриця автоморфiзму f(x) =

x+ 1, B - матриця автоморфiзму f(x) = x+ a:

a = 3(рис.25)
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Рис. 22: Матриця автоморфiзму f(x) = x− 1

Для автоморфiзма дерева n-го рiвня, що задається матрицею A, бу-

дується матриця типу AT = sign(
2n∑
k=1

Ak), за допомогою якої можна по-

будувати дерево типу для автоморфiзму A, де

(sign(A))ij = sign(Aij)

sign(x) =

 0, x = 0

1, x > 0

4.5 Зв’язок мiж представленнями

Опишемо зв’язок мiж представленнями, побудованими в попереднiх роз-

дiлах. На рисунку 26 маємо представлення adding machine у п’яти вище-

згаданих мовах: Побудуємо по функцiї f(x) = 3x її алгебраїчний запис.

Подiємо на 2-адичнi послiдовнiстi x0 та x1 функцiєю f(де x - це

2-адичний розклад числа x).

x0 = 2x
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Рис. 23: Матриця автоморфiзму f(x) = x+ 2

3(x0) = 3(2x) = 2(3x) = (3x)0

x1 = 2x+ 1

3(x1) = 3(2x+ 1) = 2(3x+ 1) + 1 = (3x+ 1)1

Тобто

3x = (3x, 3x+ 1).

За допомогою алгебраїчного запису представимо автоморфiзми у

автоматному виглядi. Для adding machine

x+ 1 = (id, x+ 1) ◦ σ

тобто маємо 2-становий автомат:

Для функцiї f(x) = 3x

3x = (3x, 3x+ 1)

3x+ 1 = 3x ◦ (x+ 1) = (3x, 3x+ 1) ◦ (id, x+ 1) ◦ σ = (3x, 3x+ 2) ◦ σ

3x+ 2 = 3x ◦ (x+ 2) = (3x, 3x+ 1) ◦ (x+ 1, x+ 1) = (3x+ 1, 3x+ 2) ◦ σ
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Рис. 24: Матриця автоморфiзму f(x) = x+ 3

Рис. 25: Матриця автоморфiзму f(x) = 3x

Маємо 3 стани 3x, 3x+ 1 та 3x+ 2.

Стани 3x та 3x+ 2 мають тип id, стан 3x+ 1 має тип σ:

Змiнюючи iнiцiальний стан отримуємо автомати для функцiй f(x) =

3x+ 1 та f(x) = 3x+ 2:

5-становий автоморфiзм, що задається функцiєю f(x) = 5x визна-

чається наступними спiввiдношеннями:

a0 = (a0, a2)

a1 = (a0, a3) ◦ σ
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Рис. 26: Представлення adding machine у рiзних мовах

Рис. 27:

Рис. 28:
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Рис. 29:

Рис. 30:

a3 = (a1, a4) ◦ σ

a2 = (a1, a3)

a4 = (a2, a4)

з iнiцiальним станом a0. Змiнюючи iнiцiальний стан отримуємо автомати

для функцiй f(x) = 5x+ 1 f(x) = 5x+ 2 f(x) = 5x+ 3 та f(x) = 5x+ 4

Покажемо, як по автомату будується портрет автоморфiзму.

Автомат з початковим iнiцiальним станом задає автоморфiзм двiй-

кового дерева. З початкового iнiцiального стану виходять двi стрiлки,

помiченi 0 та 1, кiнцями яких є стани a0 та a1 вiдповiдно.

Рис. 31:
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Рис. 32:

Рис. 33:

Рис. 34:

Рис. 35:
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Рис. 36:

Автомат з початковим станом a0 задає дiю на лiве пiддерево, авто-

мат з початковим станом a1 задає дiю на праве пiддерево, i т.д. Напри-

клад, для автоморфiзму f(x) = 3x маємо:

3x = (3x, 3x+ 1)

3x+ 1 = (3x, 3x+ 2) ◦ σ

3x+ 2 = (3x+ 1, 3x+ 2)

Приймаючи до уваги, що автоморфiзм f(x) = 3x + 1 переставляє

вершини першого рiвня дерева T2 , а автоморфiзми f(x) = 3x та f(x) =

3x + 2 залишають на мiсцi вершини першого рiвня, отримуємо портрет

для автоморфiзму f(x) = 3x:

По функцiональному представленню автоморфiзму a

a : x→ f(x)

побудуємо орiєнтований граф. Кожен цикл цього графа буде мати вигляд

...→ f−1(x
(1)
0 )→ f 0(x

(1)
0 )→ f 1(x

(1)
0 )→ f 2(x

(1)
0 )...
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Рис. 37:

...→ f−1(x
(2)
0 )→ f 0(x

(2)
0 )→ f 1(x

(2)
0 )→ f 2(x

(2)
0 )...

...................

...→ f−1(x
(k)
0 )→ f 0(x

(k)
0 )→ f 1(x

(k)
0 )→ f 2(x

(k)
0 )...

...................

де кiнцi x(k1)0 та x(k2)0 для k1 6= k2 належать рiзним циклам, тобто не iснує

p ∈ Z2, такого, що

f p(x
(k1)
0 ) = x

(k2)
0

Наприклад, для автоморфiзма вигляду f(x) = 5x+1 маємо єдиний цикл

вигляду:

...→ −1

5
→ 0→ 1→ 6→ 31→ 0...

Це представлення зручно використовувати для знаходження χ в рiвняннi
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спряженостi

χ−1 ◦ a ◦ χ = b.

Наприклад, якщо автоморфiзми a та b в представленнi орiєнтованими

графами мають єдиний цикл:

a = ...→ f−1(x
(a)
0 )→ f 0(x

(a)
0 )→ f 1(x

(a)
0 )→ f 2(x

(a)
0 )...,

b = ...→ f−1(x
(b)
0 )→ f 0(x

(b)
0 )→ f 1(x

(b)
0 )→ f 2(x

(b)
0 )...,

то автоморфiзм χ задається наступним чином:

f−1(x
(a)
0 )→ f−1(x

(b)
0 )

x
(a)
0 → x

(b)
0

f(x
(a)
0 )→ f(x

(b)
0 )

................

fk(x
(a)
0 )→ fk(x

(b)
0 ),∀k ∈ Z2.

Покладемо a(x) = x+ 1, b(x) = x+ 3. Для автоморфiзмiв a та b в пред-

ставленнi орiєнтованими графами маємо по одному циклу наступного

вигляду:

a = ...→ −1→ 0→ 1→ 2→ 3...,

b = ...→ −3→ 0→ 3→ 6→ 9....

Тобто автоморфiзм χ задається наступним чином:

−1→ −3

0→ 0

1→ 3

................
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Рис. 38:

Рис. 39:

k → 3k, ∀k ∈ Z2.

З цього отримуємо, що у представленнi автоморфiзмiв 2-адичними фун-

кцiями χ(x) = 3x. Дiйсно:

(3x)−1 ◦ (x+ 1) ◦ 3x =
1

3
x ◦ (x+ 1) ◦ 3x =

= (
1

3
x+ 1) ◦ 3x = 3(

1

3
x+ 1) = x+ 3.

Побудова по портрету матрицi.

Нехай автоморфiзм a ∈ AutT2 задано портретом: Користуючись

правилом, що автоморфiзму a, що задається спiввiдношенням a = (b, c)◦

σ вiдповiдаєbпортрет та матриця
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Рис. 40:

Рис. 41:

 0 B

C 0


а автоморфiзму, що задається спiввiдношенням a = (b, c) вiдповiдає

портрет

та матриця  B 0

0 C


отримаємо наступну послiдовнiсть крокiв побудови матрицi автоморфi-

зму: 1-й крок 2-й крок 3-й крок Продовжуючи цю процедуру до n-го

кроку отримаємо матричне представлення для епiморфного образу ав-
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Рис. 42:

Рис. 43:
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Рис. 44:

Рис. 45:

томорфiзма на (AutT2)n.

Побудова по матрицi портрету.

Побудуємо портрет автоморфiзму a по його матрицi A: Оскiльки

матрицi  B 0

0 C


вiдповiдає портрет

а матрицi  0 B

C 0


портрет то побудова портрету зводиться до послiдовного використання

функцiї, оберненої до lup.

Застосувавши функцiю lup до матрицi автомрфiзму A чотири ра-
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Рис. 46:

Рис. 47:

зи отримаємо: lup(4)(A) повертає матрицю портрет для якої має вигляд

Застосуємо цю операцiю послiдовно для:

lup(4)(A) lup(3)(A) lup(2)(A) i остаточно маємо портрет для автомор-

фiзму a, побудований по матрицi A:
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Рис. 48:

Рис. 49:

Рис. 50:
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Рис. 51:

Рис. 52:
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Рис. 53:
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