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Вступ

Поняття вiдстанi опору в графах визначають за аналогiєю з поняттям еквiвалентного
опору в фiзицi. З точки зору дослiдження графiв, ця метрика може допомогти по-
рiвняти ступiнь "поєднанностi"вершин в графi (який пропорцiйний кiлькостi шляхiв
мiж ними), залежно вiд структури та кiлькостi ребер у графi.

Окрiм традицiйних застосувань в якостi математичного апарату для дослiдження
фiзичних властивостей електричних ланцюгiв, таке представлення вiдстанi опору
широко використовується в органiчнiй хiмiї. Також ця метрика може допомогти в
дослiдженнi випадкових блуканнь у графах.

Робота складається з чотирьох роздiлiв. У першому роздiлi наведенi необхiднi
визнечення та леми, розглянуто рiзнi означення поняття вiдстанi опору. У другому
роздiлi показано два найбiльш поширенi способи визначення вiдстанi опору графа
в загальному випадку, коли немає нiякої додаткової iнформацiї про його структу-
ру та можливi наявнi симетрiї. В третьому роздiлi представлений короткий огляд
способiв обчислення вiдстанi опору в графах деяких видiв, наведено iнформацiю про
застосування правил Кiргхофа для визначення вiдстанi опору в графах, структура
яких може бути представлена у виглядi спрощувального ланцюга. На основi пода-
ної iнформацiї розглянутi питання вiдстанi опору в ротацiйно-симетричних графах.
У четвертому роздiлi зробленi припущення щодо структури графа, яка забезпечує
мiнiмальну та максимальну вiдстань опору для графа з n вершин та однакових wij

∀ i, j ∈ V (G).
Метою даної роботи є розглянути поняття вiдстанi опору в графах, навести коро-

тких огляд наявних пiдходiв до її визначення та обчислення в загальному випадку
та у випадку окремих стуктур графiв.
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Роздiл 1

Необхiднi визначення

Визначимо основнi поняття, що використовуються в цiй роботi.

Означення 1.1. [8] Нехай V – непорожня множина, V (2) – множина всiх його
двохелементних пiдмножин. Пара (V,E), де V – множина вершин, E – множи-
на ребер, що є пiдмножиною множини V (2), називається графом (неорiєнтовним
графом).

Означення 1.2. Зваженим графом називають граф G, в якому для кожного ребра
eij ставиться у вiдповiднiсть його вага – wi,j ∈ R. [8]

Означення 1.3. Кiлькiсть ребер, iнцидентних данiй вершинi i, називають степе-
нем вершини i, позначають d(i).

Означення 1.4. [2] Матрицею сумiжностi A(G) графа G називають матрицю
розмiру n × n, рядки i колонки якої проiндексовано вершинами з V (G), а (i, j)-й
елемент дорiвнює 1, якщо вершини i, j сумiжнi, 0 iнакше.

Означення 1.5. Шляхом в графi називають послiдовнiсть ребер, яка поєднує по-
слiдовнiсть вершин, що не повторюються.

Означення 1.6. Вершину j ∈ V (G) називають досяжною для вершини i ∈ V (G), i 6=
j, якщо iснує шлях з i до j.

Означення 1.7. Граф називають зв’язним, якщо для кожна з вершин графа G є
досяжною для всiх iнших вершин.

Нехай G – зважений граф з V (G) = {1, 2, ...., n}.

Означення 1.8. [2] Позначимо D(G) дiагональну матрицю розмiру n × n, в якiй
i-й дiагональний елемент дорiвнює d(i), i = 1, 2, ..., n.

Означення 1.9. [1] Матриця Кiргхофа (дискретний оператор Лапласа) для графа
G, позначена як L(G) визначають як L(G) = D(G) − A(G). Для зваженого графа
G, L(G) визначається для кожних i, j : i 6= j так:
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li,j =

0 ,if (i, j) /∈ E(G)

− 1
wi,j

if (i, j) ∈ E(G)

Означення 1.10. Кiстяковим деревом графа G називають його ациклiчний зв’язний
пiдграф, що мiстить всi вершини з V (G).
Вводимо також поняття кiстякового лiсу – ациклiчного пiдграфу, що мiстить всi
вершини з V (G), але вiн не є зв’зяним.

Означення 1.11. [8] Нехай A – матриця n × n. Матрицю H називають узагаль-
нено оберненою до матрицi A, якщо AHA = A. Якщо A – квардатна невироджена
матриця, то A−1 буде єдиною оберненою матрицею до A.

Введемо наступнi позначення.
Нехай A – матриця розмiру n × n, тодi для i, j ∈ {1, 2, ...., n} позначимо субма-

трицю A(i|j), таку, яка отримана видаленням рядка i та колонки j з матрицi A.
Вiдповiдно A(i, j|i, j), i 6= j позначатимемо субматрицю, отриману за допомогою ви-
далення рядкiв i, j та колонок i, j з матрицi A. Якщо S, T ⊂ {1, 2, ...., n}, то A[S|T ]
позначатимемо субматрицю, отриману шляхом видалення рядкiв з номерами в S та
колонок в T .

Нехай G – зв’язний граф. Кiстяковим 2-деревом називають кiстяковий лiс з двох
компонент зв’язностi. Кажуть, що кiстякове 2-дерево роздiляє вершини i та j, якщо
вони знаходяться у двох рiзних компонентах зв’язностi 2-дерева. Для зваженого гра-
фа G, вага кiстякового 2-дерева дорiвнює добутку ваг його ребер.

1.1 Вiдстань опору

Поняття вiдстанi опору в графi вводять для того, щоб краще передати ступiнь "по-
єднанностi"графа.

Для того, щоб вiдрiзняти мiж собою графи на рис.1.1, в яких однакова вiд-
стань мiж вершинами a, b, але рiзна кiлькiсть шляхiв мiж ними, можемо уявити
"складнiсть"переходу вiд a до b як мiру вiдстанi i розумiти пiд цим те, що "скла-
днiсть"пiдвищується зi зменшенням кiлькостi шляхiв мiж a i b.

Вiдстань опору в графах визначають за аналогiєю з електричними ланцюгами в
фiзицi. Вiдстань опору можна визначити декiлькома способами, почнемо з визначе-
ння її в термiнах узагальненого оберного.

Лема 1.1.1. [1] Нехай L – матриця Кiргхофа для G. Нехай H – узагальнене обернене
для L. Тодi для кожних i, j : i 6= j,

rij = hii + hjj − 2hij

7



a b

a b

a b

Рис. 1.1: Поєднаннiсть вершин a i b

Застосовуючи до графа оператор Лапласа (матрицю Кiргхофа) можна визначити
вiдстань опору наступним чином.

Лема 1.1.2. Нехай L – матриця Кiргхофа для G. Тодi для i, j ∈ {1, 2, ...., n}, i 6= j,

rij =
detL(i,j|i,j)
detL(i|i)

Скориставшись визначеними ранiше поняттями кiстякового 2-дерева, що роздiляє
двi вершини графа, можемо визначити вiдстань опору для ребра мiж цими двома
вершинами так.

Лема 1.1.3. [2] Нехай G – зв’язний зважений граф з V (G) = {1, ...., n}, нехай та-
кож i, j ∈ {1, ...., n}, i 6= j. Тодi rij дорiвнює сумi ваг всiх кiстякових 2-дерев G, що
роздiляють i та j, подiленiй на суму ваг всiх кiстякових 2-дерев G.
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Роздiл 2

Способи обчислення вiдстанi опору в
графах

Оскiльки поняття вiдстанi опору виводиться за аналогiєю з фiзичним поняттям еквi-
валентного опору в електричних ланцюгах, одним з найпростiших способiв обчисле-
ння вiдстанi опору в графi є повернутися до цiєї аналогiї.

2.1 Правила Кiргхофа

Правила Кiргхофа визначають способи розрахунку потокiв електричного струму в
нетривiальних електричних ланцюгах. Їх можна застосовувати для визначення вiд-
станi опору в графi. Сформулюємо коротко закони, на яких базується даний пiдхiд
до обчислення вiдстанi опору в графi.

2.1.1 Перше правило Кiргхофа

Перше правило Кiргхофа визначає, що в кожному вузлi електричного ланцюга ал-
гебраїчна сума струмiв дорiвнює нулю. [9]∑

k

Ik = 0

Можна сформулювати це правило в матричному виглядi, тодi якщо A – матриця
провiдностi або матриця Кiргхофа для зваженого графа G, u = (u1, ..., un) – вектор
потенцiалiв у кожнiй з вершин графа, то

Au = 0
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2.1.2 Друге правило Кiргхофа

Друге правило Кiргхофа, також вiдоме як закон напруг Кiргхофа, говорить, що
алгебраїчна сума напруг на резисторах замкненого контуру дорiвнює сумi електро-
рушiйних сил, що входять у даний контур. Якщо в контурi вiдсутнi електрорушiйнi
сили, то ця сума дорiвнює нулю.

m∑
k=1

Uk = 0

2.1.3 Спосiб обчислення

Загальний спосiб обчислення потокiв струму з використанням законiв Кiргхофа по-
лягає в визначеннi системи лiнiйних рiвнянь, за допомогою яких можна обчислити
всi значення струмiв у контурi. Якщо G – зв’зязний граф з n вершин, оберемо двi
вершини, для яких обчислюватимемо вiдстань опору. Думатимемо про граф G як
про електричний ланцюг, де на кожному ребрi встановлено резистор в 1 Ом. Струм
може увiйти в ланцюг лише через вершину i, а вийти лише через вершину j. По-
значимо v(k) – напругу у вершинi k, N(k) – множину вершин, сумiжних з k. Нехай
тепер v(i) = 1, v(j) = 0, згiдно з законом Ома та правилом Кiргхофа, для будь-якої
iншої вершини k ∈ V (G), k 6= i, j∑

y∈N(k)

(v(k)− v(y)) = 0

Позначимо Ik k-ту колонку одиничної матрицi. Визначимо матрицю C, отриману з
матрицi L шляхом замiни i, j-го рядкiв на рядки i, j з одиничної матрицi вiдповiдно.
Якщо покладемо v(n) = (v1, ...., vn)

′, то v задовольняє рiвняння

Cv = ei

Розв’язком такого рiвняння буде

v(k) = (−1)i+k detL(i, j|k, j)
detL(j|j)

для k 6= j, v(j) = 0. Струм, що входить в мережу через вершину i визначається як
сума струмiв вiд вершини y до i для всiх y ∈ N(i) та дорiвнює∑

y∈N(i)

(v(y)− v(i)) =
∑

y∈N(i)

(v(y)− 1) =
∑

y∈N(i)

v(y)− di
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Отримуємо значення для вхiдного потоку струму

detL(j|j)
detL(i, j|i, j)

Це значення є оберненим до r(i, j), визначеного нами ранiше. Обернене значення до
значення струму називають ефективним опором мiж i, j, це пояснює термiн вiдстань
опору.

2.2 Спрощувальнi ланцюги

За аналогiєю з резисторами у електричному колi, можемо застосувати для обчислен-
ня вiдстанi опору нетривiальних графiв можемо використати правила еквiвалентних
резисторiв. Правила рiзних комбiнацiй резисторiв виводяться згiдно з законом Ома,
законом напруг та законом струмiв Кiргхофа. Правила поєднання резисторiв допомо-
гають при обчисленнi потокiв струму або еквiвалентного опору в складних структуно
електричних колах.

2.2.1 Ланцюг – послiдовне з’єднання

R1 R2 R3

Рис. 2.1: Послiдовне з’єднання резисторiв

Якщо резистори з’єднанi послiдовно, як на рис. 2.1, то їх еквiвалентний опiр
дорiвнює сумi їх опорiв.

Req =
n∑

i=1

Ri = R1 +R2 +R3

2.2.2 Паралельне з’єднання

Якщо резистори з’єднанi паралельно(як на рис. 2.2), то для обчислення еквiвален-
тного опору таку групу резисторiв можна замiнити на один резистор, опiр якого
становить

Req =
( n∑

i=1

R−1i

)−1
=
( 1

R1

+
1

R2

+
1

R3

)−1
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R1 R2 R3

Рис. 2.2: Паралельне з’єднання резисторiв

2.3 Метод нодальних потенцiалiв

Метод нодальних потенцiалiв є спрощенням розрахункiв з використанням правил
Кiргхофа для електричних кiл, що мiстять лише одне джерело струму. Його мо-
жна узагальнити i для менш тривiальних випадкiв, коли джерел струму декiлька а
структура може бути спрощена.

Суть метода полягає в наступному. Розглядаємо граф з n вершин, в якому кожне
ребро має вагу Rij = Rji. Розглядаємо для нього показник "провiдностi"для кожного
ребра, значення якого є оберненим до опору, а саме

σij =
1

Rij

Закони обчислення провiдностi оберненi до законiв обчислення опору, тому маємо
σeq = σA + σB + ... – для паралельного з’єднання
σeq = (σ−1A + σ−1B + ...)−1 – для послiдовного з’єднання
Робимо наступнi припущення. По-перше, покладемо V1 = ε, Vn = 0. Будемо вва-

жати, що граф повний, тобто iснують ребра мiж кожними двома вершинами з V (G),
для кожного ребра, якого насправдi немає в графi, покладемо σij = 0. Використовую-
чи правила спрощення для електричних ланцюгiв, можемо звести будь який граф до
неспрощувального, тому зосередимося на неспрощувальних лелектричних ланцюгах.

Позначимо потiк струму вздовж ребра мiж вершинами i та j як Iij. В термiнах
нодальних потенцiалiв

Iij = σij(Vi − Vj) = −Iji

Iii = 0

Мiнiмально з’єднанане, неспрощувальне коло мiстить принаймнi 3n/2 ребер, от-
же, стiльки ж невiдомих змiнних (струмiв) в розрахунках за традицiйним методом
використання правил Кiргхофа. Однак кiлькiсть невiдомих нодальних потенцiалiв –
n− 2, що для великих значень n є значно меншою кiлькiстю невiдомих та рiвняннь.

В матричнiй формi метод нодальних потенцiалiв не виражають наступим чином[7]
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c1 −σ1,2 −σ1,3 . . . −σ1,n−1 −σ1,n
−σ2,1 c2 −σ2,3 . . . −σ2, n− 1 −σ2,n

...
...

... . . . ...
...

−σn−1,1 −σn−1,2 −σn−1,3 . . . cn−1 −σn−1,n
−σn,1 −σn,2 −σn,3 . . . −σn,n−1 cn


×



V1

V2
...

Vn−1

Vn


=



Iout

0
...
0

Iin


В цiй системi невiдомими є V2, ...., Vn−1.
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Роздiл 3

Вiдстань опору в деяких видах графiв

У попередньому роздiлi наведено мiркування та способи обчислення вiдстанi опору
в загальному випадку, для графа довiльної структури. Проте у випадку, коли граф
належить до певної родини, або має симетрiю, обчислення значно спрощуються. В
цьому роздiлi розглянемо способи обчислення вiдстанi опору для окремих родин гра-
фiв.

3.1 Ротацiйно симетричнi графи

Означення 3.1. Автоморфiзмом графа G = (V,E) є перестановка σV та E така,
що

- σ(E) = E,

- σ(V ) = V ,

- кожна з e ∈ E iнцидентна v ∈ V ⇐⇒ σ(e) iнцидентна σ(v).

[6]

Означення 3.2. Ротацiйною симетрiєю називають автоморфiзм графа Gσ ∈ Aut(G),
цикли якого всi однакової довжини (бiльше нiж 2) i такий, що множина фiксованих
точок σ або порожня, або спрощується до однiєї вершини. [6]

До ротацiйно симетричних графiв належать, зокрема, такi родини графiв як Ко-
лесо, Вiяло та Шестерня. Розглянемо вiдстань опору в таких графах.

3.1.1 Колесо

За означенням, граф-КолесоWn (рис 3.1) є об’єднанням K1 та Cn, де перше позначає
одну вершину – центр колеса, а друге – цикл з n вершин. Позначимо вершини в циклi

14



Рис. 3.1: Граф типу Колесо

Cn вiд 1 до n, а центральну вершину – n+1. Вважатимемо що ребра, якi називатимемо
спицями колеса, мають однакову вагу α.

Визначимо

γ = 2 +
1

α
, µ =

γ +
√
γ2 − 4

2
, ν =

γ −
√
γ2 − 4

2

Визначаємо формулу для узагальнення чисел Фiбоначчi Gk(α), якi використовува-
тимемо для обчислення вiдстанi опору в графах з родин Колесо та Вiяло.

Gk(α) =
µk − νk

µ− ν

Для обчислення вiдстанi опору в графi-Колесi можна використати наступну теорему.

Теорема 3.1. Нехай n – натуральне число, n ≥ 3. Тодi для Wn справедливi такi
результати:

1. Вiдстань опору мiж n+1 (центральною) вершиною та вершиною i, i ∈ {1, 2, ...., n}
становить

rn+1,i = ri,n+1 =
G2

n

G2n − 2Gn

2. Вiдстань опору мiж вершинами з циклу i, j ∈ {1, 2, ...., n} становить

ri,j =
G2

n

G2n − 2Gn

[
2− G2k

Gk

]
+Gk

де

k =

|j − i| if |j − i| ≤
[
n
2

]
n− |j − i| if |j − i| >

[
n
2

]
[1]
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Рис. 3.2: Граф-Вiяло

3.1.2 Вiяло

Родину графiв Вiяло(рис 3.2) визначають як K1 + Pn, де Pn – це ланцюг з n вер-
шин. Вершини ланцюга пронумерованi вiдповiдно вiд 1 до n, а центральна вершина
позначена n + 1. Зауважимо, що якщо α = 1, то Gk(α) = F2k, де Fr – це r-е число
Фiбоначчi. Тодi для пiдрахунку вiдстанi опору в Вiялi можемо використати теорему.

Теорема 3.2. Нехай n – натуральне число, n ≥ 1. Тодi для графа Fann справедливо
наступне:

1. Вiдстань опору мiж (центральною) вершиною n+ 1 i вершиною i ∈ {1, ...., n}
можна обчислити як

F2(n−i) + F2i−1

F2n

2. Вiдстань опору мiж вершинами ланцюга Pn i, j ∈ {1, ...., n}, i < j становить

F2(n−j)+1(F2j−1 − F2i−1) + F2i−1(F2(n−i)+1 − F2(n−j)+1)

F2n

[1]

3.1.3 Шестерня

Рис. 3.3: Приклад графа-шестернi

Шестернею (gear) називають граф, який складається з K1 та C2n.
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Граф шестерня є "спрощувальним якщо розглядати його з точки зору фiзики,
як електричне коло. Таким чином, можемо звести його до неспрощувального за до-
помогою правил поєднання резисторiв та використати метод нодальних потенцiалiв,
наведений для неспрощувальних електричних ланцюгiв.

Розглянемо вершину k, що має степiнь 2, тому що входить в ланцюг з ребер. Тодi
значення σij вiдповiдних рядка та колонки матимуть лише два ненульовi елементи,
позначимо їх σkl, σkm.

З фiзичної точки зору можемо спростити таку структуру, замiнивши її на одне
ребро мiж двома сусiднiми вершинами m, l, яке матиме провiднiсть σml = σlm =

(σ−1km + σ−1kl )
−1

Розглянемо спрощення з математичної точки зору. Нехай k = 2, l = 3,m = 4. Тодi
матриця з методу нодальних потенцiалiв матиме наступний вигляд

∑
′ =



c1 0 −σ13 −σ14 −σ15 . . .

0 c2 −σ23 −σ24 0 . . .

−σ31 −σ32 c3 0 −σ35 . . .

−σ41 −σ42 0 c4 −σ45 . . .

−σ51 0 −σ52 −σ53 c5 . . .
...

...
...

...
... . . .


Як описано вище, σ34 = σ43 = 0. Ненульовi значення в другому рядку це σ23, σ24, c2 =

σ23 + σ24.
З iншого боку, матриця, що описує неспрощувальне електричне коло це

∑̃
′ =



c1 −σ13 −σ14 −σ15 . . .

−σ31 c̃3 ˜−σ34 −σ35 . . .

−σ41 ˜−σ43 c̃4 −σ45 . . .

−σ51 −σ53 −σ54 c5 . . .
...

...
...

... . . .


Тут σ̃34 = (σ−123 + σ−124 )

−1, тодi як c̃3, c̃4 мiстять σ34 = σ43. [7]
Таким чином, можемо використовувати метод нодальних потенцiалiв для неспро-

щувального електричного кола, який було наведено ранiше.
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Роздiл 4

Мiнiмальний та максимальний
ефективний опiр для графа з n
вершин

Розглянемо зв’язний зважений граф з однаковою вагою для всiх ребер:G = (V,E), V (G) =

{1, ...., n},∀eij ∈ E(G) W (eij) = wij = α. Зробимо припущення про структуру графа,
що забезпечуватиме мiнiмальну та максимальну вiдстань опору для такого графа.

Означення 4.1. Ефективний опором графа RG називають сума всiх вiдстаней опо-
ру мiж всiма парами вершин графа G.[4]

RG =
∑

1≤i≤j≤n

Rij

Теорема 4.1. Нехай G = (V,E) – зв’язний граф з V (G) = {1, ...., n}, E(G) = {e1, ..., em},
нехай i, j ∈ V (G). Тодi r(i, j) = d(i, j) якщо G – дерево

r(i, j) ≥ d(i, j) iнакше

де d(i, j) – звичайна вiдстань мiж вершинами i, j. [4]

Теорема 4.2. Ефективний опiр графа лише зменшується з додаванням нових ребер
та збiльшенням ваг ребер. [4]
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4.1 Мiнiмальна вiдстань опору для графа з n вер-

шин

Оскiльки ефективний опiр графа зменшується з додаванням нових ребер, мiнiмаль-
ним вiн буде з максимально можливою (без паралельних ребер) кiлькiстю ребер,
тобто у повному графi Kn.

Рис. 4.1: Повний граф для 10 вершин

Значення ефективного опору в повному графi становить [5]

n− 1

Значення вiдстанi опору мiж кожною парою вершин i, j в повному графi стано-
вить [3]

2

N

4.2 Максимальна вiдстань опору для графа з n вер-

шин

Оскiльки, як видно з теорем, вiдстань опору завжди менше або дорiвнює звичайнiй
вiдстанi мiж вершинами, а також виходячи з законiв поєднання послiдовного або
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1 2 ... n

Рис. 4.2: Лангцюг Pn

паралельного поєднання резисторiв, можемо зробити виновок. Максимальний ефе-
ктивний опiр буде в графi типу ланцюг Pn(рис 4.2).

Максимальною вiстанню мiж двома вершинами в такому графi буде вiдстань мiж
першою та останньою вершиною. Вона дорiвнює сумi опорiв усiх ребер ланцюга.

r(1, n) =
n∑

i=1

rij =
n∑

i=1

1

wij
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Висновки

Курсову роботу присвячено дослiдженню поняття вiдстанi опору в графах.
В першому роздiлi роботи були наведенi необхiднi теоретичнi вiдомостi для ви-

значення поняття вiдстанi опору. Наведенi означення зв’язностi графа, необхiдних
для подальших обчислень характеристичних матриць для графа, а саме матрицi су-
мiжностi, Кiргхофа, узагальнена оберненої до даної, означення кiстякового дерева та
лiсу. Також уведено поняття кiстякового 2-дерева графа G та кiстякового 2-дерева,
що роздiляє двi вершини в зв’язному графi G. Наведено рiзнi визначення поняття
вiдстанi опору.

У другому роздiлi були представленi загальнi способи обчислення вiдстанi опо-
ру в графi, а саме зведення до системи лiнiйних рiвняннь з використанням законiв
Кiргхофа та метод нодальних потенцiалiв.

У третьому роздiлi були розглянутi способи визначення вiдстанi опору в окремих
родинах графiв,а саме в ротацiйно-симетричих графах.

У четвертому роздiлi дослiдженi припущення про структуру графа, що забез-
печує мiнiмальну та максимальну вiдстань опору для даного графа з n вершин та
однаковими вагами для всiх ребер.
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