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1 Вступ

Теорiя графiв - є важливим роздiлом дискретної математики, адже вiн дозволяє зру-

чно представляти рiзнi математичнi об’єкти. Iснує багато видiв графiв: орiєнтовнi,

неорiєнтовнi, регулярнi, двочастковi i так далi. В данiй курсовiй роботi, ми зосереди-

мося на двочасткових графах, якi використовуються для моделювання зв’язкiв мiж

двома рiзними множинами об’єктiв. Уявiмо, що перед нами постає така задача: дано

𝑚 кандидатiв та 𝑛 вакансiй, потрiбно знайти такi зв’язки в двочастковому графi,

щоб усi люди отримали роботу, i так само усi вакансiї мають бути закритими. На

цьому етапi виникає питання пошуку досконалого парування. А в цьому нам як раз

допоможе Теорема Холла (або ще вiдома як теорема про весiлля) сформульована

Фiлiпом Холлом в 1935 роцi, яка визначає достатнi та необхiднi умови iснування

досконалого парування.Ще однiєю основною теоремо, яка виводиться за допомогою

теореми Холла — є теорема Кенiга (1931).

1.1 Мета дослiдження

Мета роботи зумовила наукове завдання, яке полягає в :

1. Систематизацiї основних понять двочасткових графiв

2. Дослiдженнi теореми Холла, Кенiга та алгоритму знаходження максимального

парування

3. Прикладному застосуваннi в задачах
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2 Основнi поняття теорiї графiв

Означення 1. [1, ст.160]

Графом (неорiєнтованим графом) 𝐺 називають пару множин (𝑉,𝐸), де 𝑉 —

множина вершин, 𝐸 — множина ребер.

Означення 2.[1, ст.160]

Нехай задано граф 𝐺 = (𝑉,𝐸). Якщо (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸, то кажуть що вершини 𝑣 i 𝑤

сумiжнi. Якщо 𝑒 = (𝑣, 𝑤) — ребро графа, то вершини 𝑣 i 𝑤 називають кiнцями

ребра 𝑒. Вершину 𝑣 i ребро 𝑒 називають iнцидентними, якщо 𝑣 кiнець ребра 𝑒. Два

ребра називають сумiжними, якщо вони мають спiльну вершину.

Означення 3. [1, ст.164]

Граф 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) називають пiдграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸), якщо 𝑉1 ⊆ 𝑉 та

𝐸1 ⊆ 𝐸.

Означення 4.[1, ст.165]

Операцiя вилучення вершини 𝑣 iз графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) полягає у вилученнi з

множини 𝑉 елемента 𝑣, а з множини 𝐸 — усiх ребер iнцидентних 𝑣.

Означення 5. [1, ст.165]

Операцiя вилучення ребра 𝑒 iз графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) полягає у вилученнi з множини

𝐸 елемента 𝑒. При цьому всi вершини зберiгаються.

Означення 6. [1, ст.169]

Степенем 𝛿(𝑣) вершини 𝑣 називають кiлькiсть iнцидентних їй ребер. Вершину

степеня — 0 називають iзольованою.

Означення 7. [1, ст.171]

Маршрутом (або шляхом) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають послiдовнiсть

(𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑒𝑘, ..., 𝑣𝑘+1) вершин 𝑣𝑖 i ребер 𝑒𝑖 таку, що кожнi два сусiднi ребра

в нiй мають спiльну вершину, отже 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, .., 𝑘. Вершину 𝑣1 нази-

вають початком, а вершину 𝑣𝑘+1 кiнцем шляху. Усi iншi вершини цього шляху

називають внутрiшнiми.

Означення 8.[1, ст.172]

Маршрут, у якого усi ребра попарно рiзнi, називають ланцюгом, а той, у якого
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усi вершин попарно рiзнi, — простим ланцюгом.

Означення 9. [1, ст.172]

Маршрут називають замкненим (або циклiчним), якщо 𝑣1 = 𝑣𝑘+1. Замкнений

ланцюг називають циклом, а замкнений простий ланцюг — простим циклом.

3 Двочастковi графи

Означення 10.[2]

Двочастковим графом (бiграфом) називається граф, множина вершин якого

може бути розбита на двi пiдмножини так, що кожне ребро графа має одну вершину

з першої пiдмножини i одну з другої.

𝑈 ∪ 𝑉 = 𝑊,

|𝑈 |> 0,

|𝑉 |> 0

так, що жодна вершина в 𝑈 не з’єднана з вершинами в 𝑈 i жодна вершина в 𝑉 не

з’єднана з вершинами в 𝑉 .

Рис.1 [2]
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3.1 Критерiй двочастковостi

Критерiй двочастковостi[3]

Граф є двочастковим тодi й лише тодi, коли вiн не мiстить циклiв непарної довжини.

Як утворити такий подiл на двi множини? Уявiмо, що подiл— це колiр, тодi виникає

питання чи можна розфарбувати вершини в два кольори, щоб кiнцi будь-якого ребра

були рiзного кольору.

Доведення Якщо в графi є цикл непарної довжини, то його не можна розфарбувати:

сусiднi вершини повиннi бути рiзних кольорiв, коли ми дiйдемо до кiнця цього циклу,

ми отримаємо суперечнiсть (наприклад трикутник).

Щоб довести протилежне, припустимо, що циклiв непарної довжини немає. Виби-

ремо довiльну вершину 𝑎 та пофарбуємо її в бiлий колiр. Не втрачаючи загальностi

можемо пофарбувати в чорний колiр, замiна кольорiв не впливає на розв’язок. Для

будь-якої iншої вершини 𝑏 порахуємо кiлькiсть ребер вiд 𝑎 до 𝑏. Скористаємось на-

ступною лемою, якщо iснує два шляхи з 𝑎 в 𝑏, то, або в обох чиcло ребер парне, або

в обох непарне. Якщо iснує шлях 𝑎 → 𝑏 з парним числом ребер, а також iнший шлях

𝑎 → 𝑏 з непарним числом ребер, то iснує цикл з непарним числом ребер. Тобто, з 𝑎 в 𝑏

мипiдемо по одномушляху, а повернемося по iншому.Це суперечить припущенню.�

Означення 11.[2]

Хроматичне число графа 𝐺— мiнiмальна кiлькiсть кольорiв, в якi можна роз-

фарбувати вершини графа G таким чином, щоб кiнцi будь-якого ребра мали рiзнi

кольори. Позначається як 𝜒(𝐺).

Граф є двочастковим тодi й лише тодi, коли 𝜒(𝐺) = 2.

Розглянемо не дуже очевидний приклад двочасткового графа. Його можна розбити

на двi множини вершин, а саме 𝑉 = {1, 5, 3} та 𝑈 = {2, 4, 6, 7.}
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3.2 Приклади на двочастковi графи

Розглянемо деякi приклади задач на двочастковi графи.

Приклад 1

В мiстi вiдбулися олiмпiади з фiзики, математики та iнформатики. В кожнiй з них

брала участь непарна кiлькiсть учнiв класу, причому нiхто не брав участь рiвно в

двох олiмпiадах. Всього в класi 20 учнiв. Доведiть, що хтось з них не був нi на однiй

олiмпiадi.

Розв’язання

Зообразимо граф таким чином, множину вершин можна розбити на двi долi, одна

вiдповiдає за учнiв, а iнша за олiмпiади. Ребро вiдображає вiдношення "брати участь

в олiмпiадi". Скористаємось основною лемою про рукостискання, яка стверджує, що

сума усiх степенiв вершин — це парне число, подвоєна кiлькiсть ребер.∑︁
𝑣∈𝑉 (𝐺)

𝑑𝑒𝑔 𝑣 = 2|𝐸(𝐺)|

Доведемо вiд супротивного, нехай всi учнi (20 — парне число) брали участь в олiм-

пiадах. Обчислимо загальну кiлькiсть вершин, 20+3=23. Маємо непарну кiлькiсть

вершин, а сума непарної кiлькостi непарних вершин — непарна. Отже, це супере-

чить лемi про рукостискання, тому хтось з учнiв не був нi на однiй олiмпiадi.

Приклад 2

В класi кожен хлопчик дружить з трьома дiвчатками, а кожна дiвчинка – з 5 хлопчи-

ками. 17 з них люблять гру «Математичне шоу», i в класi 15 парт. Скiльки всього
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учнiв у класi?

Розв’язання

Розглянемо двочастковий граф, одна доля вiдповiдає за дiвчат, а iнша за хлопцiв.

Позначимо за 𝑥 - кiлькiсть дiвчат, 𝑦 - кiлькiсть хлопцiв. В задачi маємо деякi умови-

обмеження на мiнiмальну та максимальну кiлькiсть учнiв, а саме можливо вiд 17 до

30 (2 людини за партою, 15 парт). 5𝑥 - кiлькiсть ребер з долi дiвчат, 3𝑦 - кiлькiсть

ребер з долi хлопцiв, сума кiлькостi ребер однакова, тому що у нас немає висячих

вершин, так як кожна дiвчина та хлопець має ребро дружби.

3𝑥 = 5𝑦

𝑥 =
5𝑦

3
(1)

Запишемо суму усiх учнiв 𝑥+ 𝑦, використовуючи спiввiдношення (1). Маємо,

5𝑦

3
+ 𝑦

8𝑦

3
− загальна кiлькiсть учнiв.

З цього робимо висновок, що кiлькiсть учнiв має нацiло дiлитись на 8, з можливого

дiапазону 17-30, це єдине число 24. Отже, всього в класi 24 учнi.

Приклад 3

Яка найбiльша кiлькiсть ребер може бути в двочастковому графi з

а) b бiлими i r чорними вершинами?

б) з 2n вершинами?

с) з 2n+1 вершиною?

Розв’язання

а) Максимальна кiлькiсть ребер може бути у випадку повного двочастковому графа,

тому 𝑏𝑟 найбiльша кiлькiсть ребер.

б) Кiлькiсть вершин в першiй долi позначимо за 𝑥, тодi в iншiй долi буде 2𝑛 − 𝑥
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вершин. Повний граф складатиметься з 𝑥 · (2𝑛 − 𝑥) ребер. Нам потрiбно знайти 𝑥,

причому вiн має бути максимальним, скористаємось похiдною.

2𝑛− 2𝑥 = 0

З цього випливає, що 𝑥 = 𝑛

Тодi максимальна кiлькiсть ребер дорiвнює 𝑛 · (2𝑛− 𝑛) = 𝑛2.

c) Кiлькiсть вершин в першiй долi позначимо за 𝑥, тодi в iншiй долi буде (2𝑛+1)−𝑥

вершин. Повний граф складатиметься з 𝑥 · (2𝑛+ 1− 𝑥) ребер. Нам потрiбно знайти

𝑥, причому вiн має бути максимальним, скористаємось похiдною.

2𝑛+ 1− 2𝑥 = 0

𝑥 =
2𝑛+ 1

2

𝑥 = 𝑛+
1

2

Тодi максимальна кiлькiсть ребер дорiвнює

𝑛+
1

2
· (2𝑛+ 1− 𝑛− 1

2
) = 𝑛+

1

2
· 𝑛+

1

2
= 𝑛2 + 𝑛+

1

4

4 Парування

Означення 12.[4]

Множина вершин 𝑈 ⊂ 𝑉 (𝐺) називається незалежною, якщо жоднi двi її верши-

ни не сумiжнi.

Означення 13. [4]

Множина ребер𝑀 ⊂ 𝐸(𝐺) називається паруванням, якщо жоднi два її ребра не

мають спiльної вершини.
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Означення 14.[4]

Множина ребер 𝐹 ⊂ 𝐸(𝐺) покриває вершину 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺), якщо iснує ребро

𝑓 ∈ 𝐹 , iнциденте 𝑣.

Означення 15.[4]

Парування 𝑀 графа 𝐺 називається досконалим(повним), якщо воно покриває

усi вершини графа.

Означення 16.[4]

Розмiр (кардинальнiсть) парування𝑀 це кiлькiсть ребер в𝑀 , позначимо |𝑀 |.

4.1 Максимальне парування

Означення 17.[5]

Ланцюгомщочергуєтьсявiдносно деякогопарування, називатимемопростий

шлях довжиною 𝑘, в якому ребра по черзi належать чи не належать паруванню.

Означення 18.[5]

Ланцюгом що збiльшується вiдносно деякого парування, називатимемо лан-

цюг, що чергується, у якого початкова та кiнцева вершини, не належать паруванню.

Означення 19.[6]

Вершину, яка покривається ребром з парування𝑀 назвемо насиченою вiдносно

𝑀 . Iнакше вершина називається ненасиченою або вiльною вiдносно 𝑀 .

Рис.2 [5]
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Червоним кольором помiченi вершини парування, а в графi є ланцюг, що збiль-

шується 1 → 8 → 4 → 6 → 3 → 7.

За допомогою ланцюгiв, що збiльшуються ми можемо збiльшити потужнiсть пару-

вання на одиницю. Можна обрати такий шлях та провести чергування — видалити з

парування усi ребра та ланцюги, i навпаки додати усi iншi ребра. Отже, потужнiсть

парування збiльшиться на одиницю.

В даному прикладi додадуться синi ребра (1, 8), (3, 7), (4, 6), а видаляться червонi

(3, 6) та (4, 8). Ребро (2, 5) не мiститься в ланцюгу, що збiльшується. Таким чином

розмiр парування збiльшиться на одиницю.

Теорема К.Берж (1975)[6]

Парування 𝑀 у графi 𝐺 найбiльше, тодi i тiльки тодi, коли в 𝐺 немає ланцюгiв, що

збiльшуються вiдносно парування𝑀 .

Доведення Нехай парування 𝑀 не мiстить ланцюгiв, що збiльшуються, а парування

𝑀 ′ — найбiльше парування. Розглянемо пiдграф графа 𝐺, який складається з ребер

симетричної рiзницi𝑀
⨁︀

𝑀 ′. В ньому степiнь кожної вершини не перевищує 2, зав-

дяки цьому пiдграф розпадається на цикли та простi ланцюги. Так як в циклi ребра з

𝑀 та 𝑀 ′ чергуються, цикл має парну довжину. Чергування вiдбувається в кожному

ланцюгу. Ланцюг не є ланцюгом, що збiльшується, нi вiдносно 𝑀 , нi 𝑀 ′, довжина

ланцюга— парне число. Симетрична рiзниця𝑀
⨁︀

𝑀 ′ мiстить порiвну ребер з𝑀 та

𝑀 ′, а множини𝑀 i𝑀 ′—рiвнопотужнi, тобто𝑀 як i𝑀 ′ є найбiльшим паруванням.�

Алгоритм [6]

1) Побудувати будь-яке парування𝑀 .

2) Вiльнi вiдносно 𝑀 вершини з долi 𝑉1 позначимо нулем, а iншi вершини вважати-

мемо непозначимими.

3) Для кожної позначенної на попередньому кроцi вершини 𝑣𝑖 ∈ 𝑉1 позначити її

номером 𝑖 усi непозначенi вершини з 𝑉2, якi з’єднуються з 𝑣𝑖 бiлими ребрами.

Якщо при цьому виявиться позначенною вiльна вершина, то 𝑃 ланцюг, що збiльшує-

ться знайдено: вiн вiдновлюється за мiтками, починаючи з вказанної вершини: мiтка

вершини є послiдовний номер вершини 𝑃 . На цьому етапi потрiбно перефарбувати
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ланцюг, що збiльшується, тобто замiнити𝑀 на𝑀
⨁︀

𝑃 та перейти до кроку 2.

4) Для кожної помiченої на попередньому кроцi вершини 𝑢𝑗 ∈ 𝑉2 позначити її

номером 𝑗 непомiчену вершину з 𝑉1, яка зєднується з 𝑢𝑗 чорним ребром. Якщо но-

вих помiток на цьомe кроцi не виникає, перейти до кроку 5, iнакше повернутися

до кроку 3.

5) Дане парування𝑀 є найбiльшим. Кiнець алгоритму.

1 2

3 4 5

6

Досконале парування𝑀1 = {(1, 3), (2, 4), (5, 6)}.

Парування в двочастковому графi

Нехай є граф 𝐺 = (𝑉1(𝐺), 𝑉2(𝐺), 𝐸(𝐺))

Розглянемо задачу на незалежну множину вершин.[3]

Знайти максимальний розмiр незалежної множини у графi-шляху 𝑆𝑛.

Вiдповiдь залежить вiд парностi 𝑛. Для парних 𝑛 максимальний розмiр незалежної

множини дорiвнює 𝑛/2. Наприклад, незалежна множина складається з вершин пар-

них номерiв 2,4,...,n. Для непарних 𝑛 максимальний розмiр незалежної множини

дорiвнює (𝑛 + 1)/2. Незалежна множина такого розмiру складається з вершин не-

парних номерiв 1,3,...,n. Потрiбно також довести, що незалежних множин бiльшого

розмiру в графi-шляху немає. Нехай вершини 𝑖1 < 𝑖2 < ... < 𝑖𝑘 утворюють незале-

жну множину в графi-шляху. За означенням, маємо, що мiж цими вершинами немає

ребра, тобто 𝑖𝑗+1 − 𝑖𝑗 > 1. Це означає, що мiж кожною парою вершин незалежної

множини iснує хоча б одна. А всього за умовою 𝑛 вершин у графi-шляху. Тому

2𝑘 − 1 = 𝑘 + (𝑘 − 1) ≤ 𝑛,що рiвносильно 𝑘 ≤ (𝑛+ 1)/2

Зауваження: Розмiр незалежної множини — цiле число.
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5 Теорема Холла

Теорема Холла

Удвочастковому графi𝐺 iснує таке парування, яке покриває усi вершини долi 𝑉1(𝐺),

тодi i тiльки тодi, коли для кожної множини 𝑈⊂ 𝑉1(𝐺), |𝑈 |≤ |𝑁𝐺(𝑈)|.

Нерiвнiсть про розмiрнiсть з теореми Холла називатимемо умовою Холла для долi

𝑉1(𝐺).

Розглянемо приклади на умову Холла.

1 2

3 4

5 6

7

Розглянемо 𝑈 = {1, 3}, 𝑁𝐺(𝑈) = {2, 4, 6}, тобто |𝑈 | ≤ |𝑁𝐺(𝑈)|, умова Холла вико-

нується.

Якщо 𝑈 = {3, 5}, 𝑁𝐺(𝑈) = {2}, |𝑈 | � |𝑁𝐺(𝑈)|, в цьому випадку умова Холла не

виконується.

Теорема Холла (1935)

Парування в двочастковому графi, яке покриває усi вершини долi 𝑉1 iснує тодi i

тiльки тодi, коли виконується умова Холла.

𝑉1

a

𝐴

𝑉2

b𝑁𝐺(𝐴)
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Доведення (за математичною iндукцiєю)[7]

Iндукцiя по |𝑉1|

База iндукцiї |𝑉1|= 1, |𝑉2| - будь-яка. Зрозумiло, що iснує таке парування, адже в нас

одна єдина точка в долi 𝑉1 щоб її покрити.

Iндукцiйне припущення Припустимо, що при |𝑉1| 6 𝑘 та при будь-якiй 𝑉2, якщо

виконується умова Холла, то парування iснує. Доведемо, що виконується також при

|𝑉1|= 𝑘 + 1

Випадок 1 ∀𝐴 ( 𝑉1 (власна пiдмножина, не спiвпадає з 𝑉1), |𝐴|< |𝑁𝐺(𝐴)|.

Доведення Розглянемо довiльну вершину 𝑎 ∈ 𝑉1. Вiзьмемо будь-яку вершину

𝑏 ∈ 𝑉2 : (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸(𝐺). Видалимо з G вершини a та b. Перевiримо, що для ново-

го графа 𝐺′ виконується умова Хола. Розглянемо довiльну множину A ⊂ 𝑉1 ∖{𝑎}

⇒ 𝐴 ̸= 𝑉1 ⇒ |𝐴|< |𝑁𝐺(𝐴)|, |𝑁𝐺
′(𝐴)| ≥ |𝑁𝐺(𝐴)|−1.

Якщо точка 𝑏 потрапила в 𝑁𝐺(𝐴), тодi ми маємо вiдняти цю точку i отримуємо

|𝑁𝐺
′(𝐴)| > |𝑁𝐺(𝐴)|−1. Iнакше, |𝑁𝐺(𝐴)|=|𝑁𝐺

′(𝐴)|.

|𝐴| 6 |𝑁𝐺(𝐴)|−1 6 |𝑁𝐺
′(𝐴)|.Що i треба було довести, умова Холла виконується.

Отже, в графi 𝐺′ iснує парування, яке покриває усi вершини 𝑉1 ∖{𝑎}, а значить i з

ребром (𝑎, 𝑏) отримуємо парування яке покриває всю долю 𝑉1 графа 𝐺.

Випадок 2

𝐴 ⊆ 𝑉1, |𝑁𝐺(𝐴)|= |𝐴|. 𝐺1 - це пiдграф, породжений долями 𝐴 та 𝑁𝐺(𝐴), звiсно

для цього грфа виконується умова Холла, адже для початкового графа 𝐺 вона ви-

конується. Розглянемо граф 𝐺2 породжений долями 𝐴′ = 𝑉1 ∖ 𝐴 𝐵′ = 𝑉2 ∖ 𝑁𝐺(𝐴).

Зрозумiло, що i для цього графа нам потрiбно перевiрити умову Холла, проте чи

завжди вона буде виконуватись.

𝑈 ⊆ 𝐴′. Припустимо, що для графа 𝐺2 умова Холла не виконується, адже ми могли

видалити сусiдiв 𝑈 з 𝑁𝐺(𝐴). Тодi маємо, |𝑁𝐺2(𝑈)|< |𝑈 |.

|𝑁𝐺(𝐴∪𝑈)|= |𝑁𝐺(𝐴)|+|𝑁𝐺2(𝑈)|< |𝐴|+|𝑈 |= |𝐴∪𝑈 |. Ми прийшли до суперечностi

з нашим початковим припущенням, отже умова Холла виконується для графа 𝐺2.�
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5.1 Вершинне покриття, теорема Кенiга

Означення 17.[8]

Вершинне покриття графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пiдмножина 𝑆 множини

вершин 𝑉 , що будь-яке ребро графа𝐺 iнциндентно хоча б однiй вершинi з множини

𝑆.

Означення 18.[8]

Мiнiмальне вершинне покриття графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається вершинне покри-

ття, яке складається з найменшого числа вершин.

Рис.3 [8]

Множина вершин червоного кольору —мiнiмальне вершинне покриття

Теорема Кенiга (у формi Холла)

В будь-якому довiльному двочастковому графi потужнiсть максимального паруван-

ня дорiвнює потужностi мiнiмального вершинного покриття.

Доведення[7] Виведемо теорему Кенiга з теореми Холла. Непорожнiй двочастко-

вий граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), 𝑉 = 𝐴 ∪ 𝐵. Розглянемо мiнiмальне вершинне покриття 𝐺,

𝑋 = 𝑋1 ⊔ 𝑋2. Побудуємо новий двочастковий граф 𝐺′ з долями 𝑋, (𝐴 ∪ 𝐵) ∖ 𝑋 ,

очевиднощо в новому графi𝐺′ у нас не буде ребер з графу𝐺. Перевiримо чи викону-

ється умова Холла для графу𝐺′. Нехай 𝑆 ⊆ 𝑋 , тодi 𝑆 = 𝑆1⊔𝑆2, 𝑆1 ∈ 𝑋1, 𝑆2 ∈ 𝑋2.

Припустимо, що |𝑁
𝐺
′(𝑆1)|< |𝑆1|. Тодi якщо ми замiнимо 𝑆1 на 𝑁

𝐺
′(𝑆1), отрима-

ємо наступне вершинне покриття (𝑋1 ∖ 𝑆1) ∪ (𝑁
𝐺
′(𝑆1)) ∪ 𝑋2. Ми вiдняли бiльшу

за потужнiстю множину та додали меншу, маємо ще менше вершинне покриття, а
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це суперечить початковiй умовi про мiнiмальне вершинне покриття. Ми дiйшли до

суперечностi, отже |𝑁
𝐺
′(𝑆1)|≥ |𝑆1|, аналогiчно |𝑁

𝐺
′(𝑆2)|≥ |𝑆2|, а з цього випливає,

що |𝑁
𝐺
′(𝑆)|≥ |𝑆. Отже, якщо умова Холла виконується, тодi в 𝐺′ iснує доскона-

ле вершинне покриття, яке покриває вершини з множини 𝑋 . А це i доводить, що

потужнiсть максимального парування (в нашому випадку досконале) дорiвнює по-

тужностi мiнiмального вершинного покриття. �

Наведемо ще один приклад доведення теореми Кенiга через теорему Холла.[9,

ст 45]

Нехай задана прямокутна таблиця, в клiтинах якої стоять нулi та одиницi. Лiнiєю в

таблицi називатимемо як рядок, так i стовпчик цiєї таблицi. Тодi мiнiмальне число

лiнiй, якi мiстять всi одиницi, дорiвнює максимальному числу одиниць, якi можна

обрати так, щоб серед них не знайшлось двох, якi знаходяться на однiй i тiй самiй

лiнiї.

Нехай 𝑚 — мiнiмальне число лiнiй, якi мiстять всi одиницi, а 𝑀 — максимальне

число одиниць, будь-якi двi з яких не лежать на однiй лiнiї. Очевидно, що 𝑚 ≥ 𝑀 .

Доведемо, що 𝑚 ≤ 𝑀 . Нехай мiнiмальне покриття𝑚 лiнiями складається з 𝑠 рядкiв

та 𝑟 стовпцiв, де 𝑟 + 𝑠 = 𝑚. Так як перестановка рядкiв та стовпцiв не впливає на

𝑚 та 𝑀 , можна так переставити рядки i стовпцi, щоб лiнiї покриття були першими

𝑠 рядками та 𝑟 стовпцями. Назвемо юнаками першi 𝑠 рядкiв таблицi, а дiвчат — 𝑟

стовпцiв. Юнака i дiвчину вважатимемо знайомими, якщо на перетинi вiдповiдного

рядка та стовпця стоїть одиниця. Умови теореми Холла виконуються завдяки мiнi-

мальностi числа лiнiй, iнакше можна було б замiнити якiсь𝐾 рядкiв покриття𝐾− 1

стовпчиком i всi одиницi залишаться викреслиними. Тодi, можна одружити юнакiв,

тобто обрати в кожнiй з перших 𝑠 рядкiв по одиницi так, щоб жоднi двi одиницi

не лежали в одному стовпцi i жодна не лежить в перших 𝑟 стовпцях. Аналогiчно,

ми можемо обрати 𝑟 одиниць, якi лежать в рiзних рядках та не лежать в перших 𝑟

рядках. Отже, ми довели iснування 𝑚 одиниць, жоднi двi з яких не лежать на однiй

лiнiї. Тому,𝑚 ≤ 𝑀 , доведення завершено.�
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6 Латинський прямокутник

Означення 19.

Регулярний граф- це граф, всi вершини якого мають однаковий степiнь.

Теорема (А.Пуанкаре, 1901р.) [10] В будь-якому непорожньому регулярному дво-

дольному графi 𝐺 = (𝑉, 𝑈) iснує досконале парування.

Доведення Нехай степенi усiх вершин графа 𝐺 дорiвнюють 𝑘. Перевiримо умову

Холла. Нехай 𝐴 ⊂ 𝑉1(𝐺), тодi з вершин 𝐴 виходять 𝑘|𝐴| ребер до вершин 𝑁𝐺(𝐴), а

в кожну вершину 𝑏 ∈ 𝑁𝐺(𝐴) входить не бiльше нiж 𝑘 ребер з вершин множини 𝐴.

Звiдси маємо, |𝐴|≤ |𝑁𝐺(𝐴)| та за теоремою Холла iснує парування 𝑀 , яке покри-

ває 𝑉1(𝐺). Проте в регулярному двудольному графi |𝑉1(𝐺)|= |𝑉2(𝐺)|. Доведемо це

твердження вiд супротивного, нехай граф 𝐺 регулярний i двудольний, але кiлькiсть

вершин в долях рiзна. Припустимо |𝑉1(𝐺)|= 𝑚, |𝑉2(𝐺)|= 𝑛,𝑚 ̸= 𝑛, а степiнь кожної

вершинки дорiвнює 𝑘. Ми знаємо, що сума степеней вершин в двудольному графi

однакова, так як ребро iнцинденте рiвно двом вершинам з рiзних долей. Сума сте-

пеней вершин 𝑉1(𝐺) = 𝑚𝑘, а сума степеней вершин 𝑉2(𝐺) = 𝑛𝑘. Тодi так як𝑚 ̸= 𝑛,

𝑚𝑘 ̸= 𝑛𝑘, а це неможливо за властивiстю суми степенiв вершин у дводольному графi.

Отже, ми переконались, що в регулярному графi |𝑉1(𝐺)|= |𝑉2(𝐺)|, тодi парування

𝑀 покриває як i множину вершин 𝑉1(𝐺) так i 𝑉2(𝐺). �

Прямокутник 𝑚 ×𝑛, 𝑚 ≤ 𝑛 називається латинським прямокутником, якщо вiн за-

повнений натуральними числами вiд 1 до 𝑛 так, що в кожному рядку i в кожному

стовпчику стоять рiзнi числа. Доведiть, що латинський прямокутник можна допов-

нити до латинського квадрата 𝑛×𝑛.

Наприклад,

⎛⎜⎜⎜⎝
1 3 4 2 5

4 1 5 3 2

2 4 1 5 3

⎞⎟⎟⎟⎠
3 ×5
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𝑟 < 𝑛. Будь-який 𝑟×𝑛 латинський прямокутник може бути розширений до 𝑛×𝑛 ла-

тинського квадрата.

Розглянемо дводольний граф 𝐺, 𝑈 = 𝑐1, ..., 𝑐𝑛 (стовпчики), 𝑉 = 𝑁1, .., 𝑁𝑛 (числа).

З’єднуємо вершини 𝑐𝑖 та 𝑁𝑗 ребром, якщо у вiдповiднiй колонцi 𝑐𝑖 немає вiдповiд-

ного числа 𝑁𝑗.

Матимемо наступний граф.

c1 c2 c3 c4 c5

N1 N2 N3 N4 N5

Потрiбно перевiрити чи є наш граф регулярним. Степiнь будь-якої вершини з долi 𝑈

буде 𝑛 − 𝑟. З iншого боку будь-яке число з долi 𝑉 зустрiчається в 𝑟 рядках латин-

ського прямокутника 𝑟 разiв, значить воно зустрiчається також i в 𝑟 стовпчиках та

вiдсутнє у 𝑛− 𝑟. З цього випливає що степiнь будь-якої вершини з долi 𝑉 дорiвнює

𝑛 − 𝑟. Отже, граф регулярний та розпадається на досконалi парування. Досконале

парування полягає у тому,щоб додати у колонку числа, якого не було, додати 𝑛− 𝑟

рядкiв.

Досконале парування задає рядок, який потрiбно додати {13, 25, 32, 41, 54} та

{15, 22, 33, 44, 51}

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 3 4 2 5

4 1 5 3 2

2 4 1 5 3

3 5 2 1 4

5 2 3 4 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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7 Теорема Менгера

Означення 20. [12]

Зв’язний граф - це граф будь-яка пара вершин якого досяжна один до одного.

Означення 21. [12]

Вершинною зв’язнiстю 𝜅(𝐺) називається мiнiмальна кiлькiсть вершин |𝑆|, 𝑆⊂

𝑉 (𝐺), яку потрiбно видалити, щоб граф 𝐺 − 𝑆 став незв’язним або мав єдину вер-

шину.

Означення 22. [12]

Пiдмножина 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) називається вершинно роздiльною множиною або вер-

шинним розрiзом графа, якшо при видаленнi вершин з множини 𝑆 граф 𝐺− 𝑆

стає незв’язним.

a b c
d

ef

Маємо множину 𝑆 = (𝑒, 𝑐, 𝑏), яка роздiляє вершини 𝑓, 𝑑, тобто вони потрапляють до

рiзних компонент зв’язностi.

Але нас цiкавить саме мiнiмальна кiлькiсть вершин, яку потрiбно видалити, щоб

отримати 𝑓 − 𝑑 роздiльну множину. В нашому випадку це буде множина 𝑆 = 𝑒, 𝑐.

Теорема Менгера (вершинна форма) (1927)[12]

Найменша кiлькiсть вершин, що роздiляють двi несумiжнi вершини 𝑠 та 𝑡 ( тобто пi-

сля видалення цих вершин 𝑠 i 𝑡 опиняютья в рiзних компонентах зв’язностi, дорiвнює

найбiльшiй кiлькостi простих 𝑠−𝑡 ланцюгiв, що попарно не перетинаються.(internally

disjoint paths)

Такi ланцюги мають рiзнi "внутрiшнi"вершини, усi окрiм початкової та кiнцевої.

Наприклад в нашому графi це будуть такi шляхи 𝐴 = 𝑓, 𝑒, 𝑑, 𝐵 = 𝑓, 𝑏, 𝑐, 𝑑.
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8 Задачi

Приклади задач на застосування леми Холла та теореми Кенiга

Задача 1

В кожному рядку та кожному стовпчику шахiвницi стоять по двi тури. Доведiть, що

можна обрати 8 тур так, що вони не битимуть одна одну.

Розв’язання

Розглянемо двочастковий граф, де одна пiдмножина (стовпцi) вiдповiдатиме за юна-

кiв, а iнша (рядки) за дiвчат. Щоб обрати 8 тур, якi не б’ють одна одну, за аналогiєю,

нам потрiбно одружити 8 юнакiв та дiвчат. Доведемо вiд супротивного. Нехай 𝑘 юна-

кiв знайомi менше нiж з 𝑘 дiвчатами, 𝑛 ≤ 𝑘. Тодi множина юнакiв буде мати 2𝑘 ребер

(т.як в кожному стовпцi стоїть 2 тури, а всього їх k), при цьому юнаки знайомi лише з

𝑛 дiвчатами. А множина дiвчат мiстить 2𝑛 ребер, якi зєднуються з всiма юнаками. За

умовою леми Холла має виконуватись така рiвнiсть 2𝑛 ≥ 2𝑘. Але за умовою задачi

ми зазначили, що 𝑛 ≤ 𝑘, тодi 2𝑛 ≤ 2𝑘. Отримали суперечнiсть, тодi юнаки мають

бути знайомi не менше нiж з 𝑘 дiвчатами. Отже, ми можемо обрати 8 тур, так щоб

вони не били одна одну.

Задача 2

Будiвельний пiдрядник шукає муляра, тесляра, сантехнiка i слюсаря i отримує п’ять

претендентiв: одного— на посаду муляра, одного— на тесляра, одного— на муляра

i сантехнiка, двох- на сантехнiка i слюсара.

Розв’язання

Маємо наступний двочастковий граф 𝐺: 𝑉1 — посади, 𝑉2 — кандидати
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Муляр

Тесляр

Сантех.

Слюсар

Микола

Петро

Андрiй

Дмитро

Iван

Всi посади будуть зайнятi кандидатами так як |𝑉1| ≤ |𝑉2|, а це означає, що iснує

парування, яке покриває усi вершини долi 𝑉1. А значить умова леми Холла виконує-

ться.

Задача 3

Компанiя юнакiв та дiвчат складається з 𝑛 осiб. Виявилось, що не можна зробити

𝑛+ 1 одружень. Доведiть, що можна обрати 𝑛 людей так, що з будь-якої пари знайо-

мих один обраний.

Розв’язання

Моделлючи умову задачi на мову графiв, маємо, що мiнiмальне вершинне покриття

двочасткового графа дорiвнює 𝑛. За теоремою Кенiга маємо, що мiнiмальне вер-

шинне покриття дорiвнює максимальному паруванню в двочастковому графi, тобто

в нашому випадку 𝑛. Отже, i максимальне вершинне покриття графа дорiвнює 𝑛, так

як нам потрiбно 𝑛 осiб обирати, що i потрiбно було довести.
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9 Висновки

В роздiлi 2 моєї курсової роботи описанi основнi термiни теорiї графiв (сумiжнiсть,

iнцидентнiсть, степiнь вершини iтд.). В роздiлi 3 наведено означення двочастко-

вого графа, критерiй дводольностi, хроматичного числа, також представленi задачi

на застосування двочасткових графiв. В роздiлi 4 наведено означення парування,

максимально незалежної множини та алгоритм її знаходження. В роздiлi 5 описанi

важливi теореми, а саме: теорема Холла та приклад теореми Кенiга через теорему

Холла. В роздiлi 6 представлена класична задача про доповнення латинського пря-

мокутника до квадрата. В роздiлi 7 сформульована теорема Менгера. В останньому

роздiлi крусової роботи дослiдженi приклади на теорему Холла.

Теорема Холла має своє продовження, а саме узагальненням задачi про весiлля є

симетрична задача про весiлля. В якiй дослiджується особливий випадок парування

максимального зваженого двочасткового графа.[13]
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