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Îñíîâíi òåðìiíè

Îçíà÷åííÿ

Çíàêîâèé ãðàô � öå ïàðà S = (G, σ), äå

G � ãðàô,

σ : E(G) → {+,−}

Ðåáðà çi çíàêîì +(−) íàçèâàþòü ïîçèòèâíèìè (íåãàòèâíèìè)
ðåáðàìè ãðàôà S.

Ïðèêëàä



Îñíîâíi òåðìiíè

Ðîçãëÿíåìî ái¹êöiþ f : V (G) → {1, 2, ..., n}, ÿêà iíäóêó¹
σf : E(G) → {+,−} íàñòóïíèì ÷èíîì:

σf (uv) =

{
+ , ÿêùî f(u) òà f(v) îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi,

− , ÿêùî f(u) òà f(v) ðiçíî¨ ïàðíîñòi.

Îçíà÷åííÿ

Çíàêîâèé ãðàô S = (G, σ) íàçèâà¹òüñÿ ïàðíî-çíàêîâèì ãðàôîì,
ÿêùî iñíó¹ òàêà ái¹êöiÿ f , ùî σ = σf .

Íàäàëi ïàðíî-çíàêîâi ãðàôè ìîæóòü íàçèâàòèñÿ PSG, ç àíãëiéñüêî¨ -
parity signed graphs.



Ïðèêëàä

(à) Çíàêîâèé ãðàô G
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(á) Ïàðíî-çíàêîâèé ãðàô íàä G



Çáàëàíñîâàíiñòü i õàðàêòåðèçàöiÿ PSG

Îçíà÷åííÿ

ßêùî äîáóòîê çíàêiâ áóäü-ÿêîãî öèêëó ãðàôà S äîäàòíèé, òî S
íàçèâàþòü çáàëàíñîâàíèì çíàêîâèì ãðàôîì.

Òåîðåìà

Áóäü-ÿêèé ïàðíî-çíàêîâèé ãðàô ¹ çáàëàíñîâàíèì.



Çáàëàíñîâàíiñòü i õàðàêòåðèçàöiÿ PSG

Òåîðåìà

Íåõàé S - çâ'ÿçíèé çíàêîâèé ãðàô. Òîäi S ¹ çáàëàíñîâàíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà V (S) ìîæíà ðîçäiëèòè íà
äâi ïiäìíîæèíè V1 i V2 òàê, ùîá ðåáðà uv ∈ E(V1, V2) áóëè
íåãàòèâíèìè i ëèøå âîíè.



Òåîðåìà

Íåõàé S - çâ'ÿçíèé çíàêîâèé ãðàô. Òîäi S ¹ ïàðíî-çíàêîâèì ãðàôîì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè V (S) ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâi ïiäìíîæèíè V1 i
V2 òàê, ùîá ðåáðà uv ∈ E(V1, V2) áóëè íåãàòèâíèìè i ëèøå âîíè, à
òàêîæ ùîá ||V1| − |V2|| ≤ 1.

Ïðèêëàä (Ðîçáèòòÿ Õàðàði)
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Àëãîðèòì ïåðåâiðêè, ÷è ¹ çíàêîâèé ãðàô PSG

1 Ïåðåâiðèòè, ÷è S ¹ çáàëàíñîâàíèì. ßêùî íi, òî S íå ¹ PSG.

2 Ñòÿãíóòè êîæíó ïîçèòèâíó êîìïîíåíòó â òî÷êó i ïîìiòèòè ¨¨
÷èñëîì âåðøèí, ÿêi áóëè â êîìïîíåíòi.

3 Êîæíà íåïîìi÷åíà âåðøèíà îòðèìó¹ íîìåð 1.

4 Îòðèìàíèé ãðàô ¹ íåãàòèâíî-îäíîðiäíèì òà çáàëàíñîâàíèì, à
òîìó i äâî÷àñòêîâèì. Çíàéòè äâî÷àñòêîâå ðîçáèòòÿ i
ïðîñóìóâàòè ìiòêè â êîæíié ÷àñòöi. ßêùî ñóìè âiäðiçíÿþòüñÿ
áiëüø, íiæ íà 1, òî S íå ¹ PSG. Iíàêøå - PSG.



Àëãîðèòì ïåðåâiðêè, ÷è ¹ çíàêîâèé ãðàô PSG

Ïðèêëàä

Ïîêàæåìî ÿê äi¹ àëãîðèòì íà äàíîìó ãðàôi G:

1 Óñi öèêëè ãðàôà ¹ äîäàòíiìè, òîìó G ¹ çáàëàíñîâàíèì.

2 Ñòÿãó¹ìî ïîçèòèâíi êîìïîíåíòè òà ïðîñòàâëÿ¹ìî ìiòêè íà
âåðøèíàõ.

3 3

Îñêiëüêè íàÿâíiñòü ïîäâiéíèõ ðåáåð íå âïëèâà¹ íà äâî÷àñòêîâå
ðîçáèòòÿ, òî ïðèáåðåìî ¨õ òà îòðèìà¹ìî:

3 3



Àëãîðèòì ïåðåâiðêè, ÷è ¹ çíàêîâèé ãðàô PSG

Ïðèêëàä

3 Ìàðêó¹ìî îäèíèöåþ íåïîìi÷åíó âåðøèíó:

1 3 3

4 Çíàõîäèìî äâî÷àñòêîâå ðîçáèòòÿ i ñóìó¹ìî ìiòêè â êîæíié
÷àñòöi:

3 3

1

Ó ðåçóëüòàòi ìà¹ìî, ùî ó ïåðøié ÷àñòöi òðè âåðøèíè, ó äðóãié �
÷îòèðè, òîáòî |3− 4| ≤ 1, à îòæå ãðàô S ¹ PSG.



Ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ àëãîðèòìó íà ìîâi Python

Ïðèêëàä

Ïåðåâiðèòè, ÷è çíàêîâèé ãðàô G1 ¹ PSG.



×èñëî `rna'

Îçíà÷åííÿ

Äëÿ ãðàôà G ÷èñëî `rna' � öå íàéìåíøà êiëüêiñòü íåãàòèâíèõ ðåáåð
E−(Sf ) ñåðåä âñiõ ìîæëèâèõ çíàêîâèõ ãðàôiâ Sf íàä G, óòâîðåíèõ
ái¹êöi¹þ f : V (G) → {1, ..., n}. Ïîçíà÷à¹òüñÿ σ−(G).

Íàñëiäîê

Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k iñíó¹ ïàðíî-çíàêîâèé ãðàô S,
òàêèé ùî σ−(S) = k.

Òåîðåìà

Íåõàé G � çâ'ÿçíèé ãðàô. Òîäi σ−(G) = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G
ìà¹ ìiñò, ÿêèé ç'¹äíó¹ äâà ïiäãðàôè, ïîòóæíiñòü ÿêèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ íà 1.



Âåðõíÿ îöiíêà íà `rna' äëÿ äåðåâ

Íåõàé T � äåðåâî. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè x äåðåâà T ðîçãëÿíåìî
êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi T\{x}.

Îçíà÷åííÿ

Âàãîþ w(x) âåðøèíè x íàçèâàþòü ïîòóæíiñòü ìàêñèìàëüíî¨ òàêî¨
êîìïîíåíòè. Ìíîæèíà âåðøèí x iç íàéìåíøîþ âàãîþ íàçèâà¹òüñÿ
öåíòðî¨äîì äåðåâà.

Íàñëiäîê

Öåíòðî¨ä äåðåâà ¹ âåðøèíîþ àáî ðåáðîì.



Âåðõíÿ îöiíêà íà `rna' äëÿ äåðåâ
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(á) Äåðåâî ç öåíòðî¨äîì-ðåáðîì

Ðèñ.: Ïðèêëàäè äåðåâ ç ïîçíà÷åíîþ âàãîþ âåðøèí



Âåðõíÿ îöiíêà íà `rna' äëÿ äåðåâ

Íàñëiäîê

Íåõàé T � äåðåâî iç 1-òî÷êîâèì öåíòðî¨äîì {u}. Òîäi

σ−(T ) ≤
⌊n
2

⌋
− w(u) + 1.
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