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1 Анотація

Метою цієї кваліфікаційної роботи є класифікація декількох графів Костера

відносно індексу 3√
2

У роботі були класифіковані графи типу H1k∞, T1k∞ та граф Tlk∞ відносно

індексу 3√
2
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2 Вступ

Спектральна теорія графів — важливий розділ математики, який вивчає вла-

стивості графів за допомогою теорії матриць і спектральних методів. Історія

спектральної теорії графів сягає середини 20 століття, коли хімік Гастон Ко-

стер вперше використав спектральні властивості графів для дослідження різних

хімічних сполук. Відтоді спектральну теорію графів застосовують у різних га-

лузях, таких як теорія зв’язку, фізика тощо.

У сучасному світі, де графи моделюють взаємодію між різними типами

об’єктів, аналіз їх спектральних властивостей стає актуальним завданням.

Однією з ключових метрик у спектральній теорії графів є власні значення ма-

триці суміжності графа, яка має багато застосувань у різних областях. Зокрема,

індекс обчисленого графа Костера вивчає властивості графа, класифікуючи їх

відповідно до відношення найбільшого власного значення матриці до значення

3√
2
. Це значення є особливо важливим, оскільки воно стосується межі Костера.

Метою даної дипломної роботи є класифікація декількох типів графів згідно їх

індексів зліченних графів Костера.

Мета роботи зумовила наступне наукове завданя:

• Аналіз літератури зі спектральної теорії графів і графів Костера

• Дослідження методів знаходження індексів графів Костера

• Знаходження індексів деяких типів графів Костера

Робота складаєтся з трьох розділів

Перший розділ присвячено висвітленю основних теоретичних відомостей . На-

ведено основні означення теорії графів

Другий розділ присвячено висвітленню основого інструментарію використано-

го при досліджені індекс зліченних графів Костера

Третій розділ присвячений класифікації деяких злічених графів Костера відно-

сно індексу 3√
2
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3 Основні теоретичні відомості

3.1 Основнi означення i твердження

Означення 3.1. ГрафG = (V , E) - це пара множин, які задовольняють E ⊆ V 2,

де V - вершини , а E - ребра [1]

Означення 3.2. Дві вершини v і w графаG є суміжними, якщо їх з’єднує ребро

vw.[2]

Означення 3.3. Дві вершини ребра vw є інцендентними.[2]

Означення 3.4. Степінь вершини v графа G є кількістю ребер, інцидентних v,

і записується deg(v) [2]

Означення 3.5. Вершина степені 1 називається висячою. [2]

Означення 3.6. Вершина степені 0 називається ізольованою. [2]

Означення 3.7. Для графаG = (V,E), порядок графа позначається |V | і визна-

чається як кількість вершин у графі. Іншими словами, це кількість елементів у

вершинній множині V .[2]

Означення 3.8. Підграфом графа G називається граф, кожна вершина якого

належить V(G) і кожна з ребер якого належить E(G).[2] Тоді через операції над

графами

Означення 3.9. Граф Костера G -це сукупнiсть (G, f ), де G – граф, f – вiдо-

браження множини ребер графа G у множину, що складається з натуральних

чисел ≥ 3, та символа∞. Граф G пiдпорядкований графу Костера G = (G, f ).

Граф Костера позначается як : пiдпорядкований граф з позначкою f (e) над

кожним ребром e.Число 3 над ребрами не пишется і такі ребра є непозначеними.

Інші - позначенеми.[3]



Означення 3.10. Нехай G = (G, f ) - граф Костера. Граф G1 = (G1, f1) назива-

ється пiдграфом графа G, якщо G1 пiдграф G, i для всякого ребра e графа G1:

f1(e) ≤ f (e). Позначається як G1 ⊂ G.[3]

Означення 3.11. Матриця суміжності має вигляд A(G) = (aij)
n
i , j = 1, де n -

порядок графа G .

aij = 2co(πk , f(i, j) = k

aij = 2 , f(i, j) = ∞

aij = 0 якщо вершини не з’єднані ребром [3]

Матриця сумiжностi A(G) симетрична, дiйсна та мiстить нулi на головнiй

дiагоналi.

Матриця сумiжностi залежить вiд порядку, в якому розглядаємо вершини.

Якщо граф G скiнченний, |V | < ∞, то A(G) буде квадратною матрицею порядка

|V |.[3]

Означення 3.12. Спектр графаG з матрицею суміжностіA—це набір власних

значень A, що позначається Spec(G) ( або σ(G))[4]

Означення 3.13. Індексом графу G називають найбільше власне значення λ

матриці суміжності A графа G [4]

Означення 3.14. Характеристичним многочленом матриці G називають

det|λI − A(G)| [4]

Означення 3.15. Зліченним графом Костера називають граф зі зліченною мно-

жиною вершин. Для зручності записів позначимо через Fin(Γ) множину всіх

скінченних підграфів графа Γ.

Означення 3.16. Спектром зліченного графуG називають об’єднання спектрів

його скінченних підграфів [5]Fin(Γ)

Означення 3.17. Індексом зліченного графу G Костера називають максималь-

не значення зі спектру графа G
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3.2 Невід’ємні, нерозкладні матриці, теорема Фробеніуса

Означення 3.18. Матриця A називається невід’ємною, якщо всі її елементи є

невід’ємними числами.[6] Позначатимемо A ≥ 0

Означення 3.19. Матриця A називається додатною, якщо всі її елементи є до-

датніми числами.[6] Позначатимемо A>0

Аналогiчно, невiд’ємний та додатнiй вектори – це вектори з невiд’ємними

координатами та додатнiми координатами вiдповiдно. х≥ 0 невiд’ємний вектор

x та x > 0 – додатнiй.

Означення 3.20. Матриця називається розкладною якщо перестановкою рядів

вона може бути приведена до вигляду ( A B
0 D ),де B і D-квадратні матриці. В ін-

шому випадку матриця А називається нерозкладною[6].

Теорема 3.1. Нехай A є дійсною квадратною матрицею розмірностіn×n з по-

зитивними компонентами. Тоді найбільше власне значення r матриці A є про-

стим та відповідає позитивному власному вектору x, тобто всі компоненти

вектора x є позитивними.[7]

.

Теорема 3.2. Нехай G є неорієнтованим зв’язним графом з матрицею сумі-

жності A. Тоді найбільше власне значення λ1 матриці A є простим та відпо-

відає невід’ємному власному вектору x, такому що всі компоненти вектора x

є позитивними.[7]

3.3 Графи Динкіна–Костера

На рис 2.1 зображені графи, які називаются графами Динкіна-Костера Для

кожного з цих графів індекс в позначеннях дорівнює кількості вершин графа.

An
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Bn

Cn

Dn

G2

F4

E6

E7

E8

Рис. 2.1. Графи Динкіна–Костера An, Dn, E6, E7, E8, Bn, F4, G2, H3, H4, I2(p).

Формула визначника матрицi сумiжностi G = (G,w). Формула визна-

чника матриці суміжності G = (V,E) графу G з вагами w може бути виражена

наступним чином: det(G) =
∑

σ∈Sn
sgn(σ)

∏n
i=1wiσ(i), де Sn - симетрична група

порядку n, sgn(σ) - знак перестановки σ,wij - вага ребра між вершинами i та

j.[4]

3.4 Висновок

В цьому розділі були представлені основні означення та твердження, які

є основою для подальшого розгляду.Була розглянута теорема Фробеніуса, яка

має важливе значення в дослідженні невід’ємних, нерозкладних матриць.Та-

кож були розгнлянуті графи Динкіна-Костера, їх властивості.
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4 Індекси зліченних графів Костера

4.1 Операцiї на злiченних графах Костера

а) Видалення вершини.

Зафіксуємо вершину x графа Γ. Так як Fin(Γ− x) ⊂ Fin(Γ), то

ind(Γ− x) = sup
G∈Fin(Γ−x)

indG ≤ sup
G∈Fin(Γ)

indG = indΓ.

б) Видалення ребра. Зафіксуємо ребро e = {u, v} графа Γ. Так як Fin(Γ −

e) ⊂ Fin(Γ), то

ind(Γ− e) = sup
G∈Fin(Γ−e)

indG ≤ sup
G∈Fin(Γ)

indG = indΓ.

в)Зменшення мітки на ребрі. Зафіксуємо ребро e = {u, v} графа Γ, позна-

чимо граф, одержаний з графа Γ зменшенням мітки на ребрі e через Γ1. Так як

Fin(Γ1) ⊂ Fin(Γ), то

ind(Γ1) = sup
G∈Fin(Γ1)

indG ≤ sup
G∈Fin(Γ)

indG = indΓ.

Теорема 4.1. При видаленні вершини або ребра, зменшенні мітки індекс графа

Костера G не збільшується.

Твердження 4.2. Індекс зліченного графа дорівнює супремуму індексів його

компонент зв’язності

Твердження 4.3. Нехай G1, G2 — зліченні графи Костера та G1 ⊆ G2. Тоді

indG1 ≤ indG2.

Твердження 4.4. G – злiченний зв’язний граф. При видаленнi вершини, ребра

або зменшенні мітки графа G iндекс графа G не збiльшується.
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Твердження 4.5. Iндекс злiченного графа дорівнює супремуму iндексiв його

компонент зв’язностi.

Твердження 4.6. НехайG – злiченний граф, {Gn}∞n=1 – послiдовнiсть його скiн-

ченних пiдграфiв, що задовольняє умовам:

1. Gn ⊂ Gn+1∀n ∈ N ;

2. Sn ∈ NGn = G.

Тодi indG = limn→∞Gn. [8]

Твердження 4.7. Нехай Γ1, Γ2 — зліченні графи,
{
Γ1
n

}∞
n=1

,
{
Γ2
n

}∞
n=1

—послідов-

ності скінченних підграфівΓ1 іΓ2 відповідно. Припустимо,що ці послідовності

задовольняють умови:

а) графи Γ1
n та Γ

2
n ізоморфні при кожному n ∈ N;

б) для всіх n ∈ N мають місце включення Γ1
n ⊂ Γ1

n+1, Γ
2
n ⊂ Γ2

n+1;

в)
⋃
n∈N

Γ1
n = Γ1,

⋃
n∈N

Γ2
n = Γ2.

Тоді indΓ1 = indΓ2.[8]

4.2 Iндекси графiв, що складається зi скiнченного графа та

нескiнченного ланцюга[8]

Такі графи складаються зі скінченного графа G, нескінченного ланцюга та

ребра {x, y}, що їх з’єднує. (рис. 4.2.1)

&%
'$
G s s s sx y q q q

Рис. 4.2.1

Граф такого виду можна задати зліченною кількістю пар (G, x).

11



Теорема 4.8. Нехай зліченний граф Костера (G, x) складається зі скінченного

графа G та нескінченного ланцюга. Тоді:

1. Якщо (G, x) ∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(G, x) = 2.

2. Якщо (G, x) /∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(G, x) > 2 та є максимальним коре-

нем рівняння

PG−x(λ)

PG(λ)
=

λ+
√
λ2 − 4

2

Твердження 4.9. Нехай G – скінченний граф, x – його вершина. Тоді
PG−x(λ)
PG(λ)

монотонно спадає при λ > indG.

4.3 ФормулиШвенка для зважених графiв

Теорема 4.10. Нехай v — вершина графа G, через C(v) позначимо множину

циклiв, що мiстять v. Тодi

PG(x) = xPG−v(x)−
∑

u∼v w
2
uvPG−v−u(x)− 2

∑
Z∈C(v)w(Z)PG−V (Z)(x).[8]

Наслідок 4.10.1. (Розклад за висячою вершиною) Якщо v — вершина графа G

та u— вершина сумiжна з v, то

PG(x) = xPG−v(x)− w2
uvPG−v−u(x).[8]

Теорема 4.11. Нехай uv — ребро графа G, через C(uv) позначимо множину

циклiв, що мiстять uv. Тодi

PG(x) = PG−uv(x)− w(uv)2PG−v−u(x)− 2
∑

Z∈C(uv)w(Z)PG−V (Z)(x).[8]

Наслідок 4.11.1. (Розклад за мостом). Нехай ребро e = (v1, v2) — мiст графа

G, який при видаленнi ребра e розпадається на графи G1 та G2, при цьому вва-

жатимемо, що v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2). Характеристичний многочлен графа

G можна знайти за формулою:

PG(x) = PG1
(x)PG2

(x)− w(e)2PG1−v1(x)PG2−v2(x).[8]
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4.4 Висновки

У даному розділі було розглянуто операції на зліченних графах Костера,

що є важливими для їх подальшого аналізу.Були представлені індекси графів,

які складаються зі скінченного графа та нескінченного ланцюга, що відіграють

значну роль у вивченні структури таких графів.Були представлені узагальнені

формули Швенка для зважених графів, які дозволяють враховувати вагу ребер

при аналізі графів Костера.
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5 Класифiкацiя злiченних графiв Костера за

iндексом

5.1 Приклади

Твердження 5.1.

λPD4
k
=

µ+ 1
µ

µ− 1
µ

(
µk − 2µk−2 + 2

1

µk−2
− 1

µk

)

Доведення.

λPD4
k
= λPG−x − 4cos2

π

4
PG−x−y = λPk−1 − 2λPk−3 = λ(Pk−1 − 2Pk−3) =

=

(
µ+

1

µ

)(
µk − 1

µk

µ− 1
µ

)
− 2

µk−2 − 1
µk−2

µ− 1
µ

=
µ+ 1

µ

µ− 1
µ

(
µk − 2µk−2 + 2

1

µk−2
− 1

µk

)

Означення 5.1.

H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 0
4 x

Покладемо граф PG рівним PD4
k+5

І граф PG−x рівним λPD4
k+3

Маємо Наступні співвідношення :

PG−x = λPD4
k+3

= λ
µ+ 1

µ

µ− 1
µ

(
µk+3 − 2µk+1 +

2

µk+1
− 1

µk+3

)
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PG = PD4
k+5

=
µ+ 1

µ

µ− 1
µ

(
µk+5 − 2µk+3 +

2

µk+3
− 1

µk+5

)
Поділимо і прирівняємо до µ. Після деяких перетворень рівняння набуває

вигляду :

µk+4−2µk+2+
2

µk
− 1

µk+2
+µk+2−2µk+

2

µk + 2
− 1

µk+4
= µk+6−2µk+4+

2

µk+2
− 1

µk+4

µk+6 − 3µk+4 + µk+2 + 2µk − 2

µk
+

1

µk+2
= 0

Qk(µ) = µ2k+8 − 3µ2k+6 + µ2k+4 + 2µ2k+2 − 2µ2 + 1

При підстановці µ =
√
2 одержимо:

Qk(
√
2) = −2kk+3 + 2k+3 − 4 + 1 = −3

Це від’ємне значення, а отже, максимальний корінь цього рівняння буде біль-

шим за µ =
√
2. Відповідно λH1,k,∞ > 3√

2
.

Qk ↑,→ µ >
√
2,→ indG >

3√
2

Означення 5.2.

H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 04

x

аналогічно до 4.2

Означення 5.3.
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H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 0 4

x

Маємо наступні співвідношення

PG−x = λPDk+3
= λ2(Pk+2 − Pk)

PG = PDk+5
= λ(Pk+4 − Pk+2)

поділивши отримуємо

λ(µk+2 + 1
µk+2 )

λ
(
µk+3 + 1

µk+3

)
− 2

(
µk+2 + 1

µk+2

) = µ

після перетворень отримаємо рівносильне рівняння:

λ

(
µk+2 +

1

µk+2

)
= λµ

(
µk+2 +

1

µk+2

)
− 2µk+3 − 2

1

µk+1

µk+4 − 3µk+3 + µk+2 − µk+1 − 3
1

µk+1
+

1

µk+2
− 1

µk+3
= 0

домножаємо на 1
µk+3

µ2k+7 − 3µ2k+6 + µ2k+5 − µ2k+4 − 3µ2 + µ− 1 = 0

µ2k(µ7 − 3µ6 + µ5 − µ4)− 3µ2 + µ− 1 = 0

При підстановці µ =
√
2 одержимо:

Qk(
√
2) = (3 ∗

√
2− 7) ∗ 2k+2 − 7 +

√
2

Це від’ємне значення, а отже, максимальний корінь цього рівняння буде біль-
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шим за µ =
√
2. Відповідно λH1,k,∞ > 3√

2
.

Qk(
√
2) < 0

Q ↑,→ µ >
√
2,→ indG >

3√
2

Означення 5.4.

T1,k,l,4
s s s s s s sq q q q q q

sx
k ≥ 1 l ≥ 1

4

Покладмео граф PG−x рівним λPk+l+2 − Pk+1Pl і граф PG рівний

λPk+l+3,4 − Pl+1,4Pk+1

Маємо наступні співвідношення :

PG−x = λPk+l+2 − Pk+1Pl

PG = λPk+l+3,4 − Pl+1,4Pk+1

Поділивши отримуємо :

λ
µk+l+3− 1

µk+l+3

µ− 1
µ

−
(
µk+2− 1

µk+2

)(
µl+1− 1

µl+1

)
(
µ− 1

µ

)2
λ
(
µk+l+3 + 1

µ(k+l+3)

)
−
(
µ+ 1

µl+1

)
µk+2− 1

µk+2

µ− 1
µ

= µ

(
µ2 − 1

µ2

)(
µk+l+3 + 1

µk+l+3

)
−
(
µk+l+3 − µk−l−1 − µl−k−1 + 1

µk+l+3

)
(
µ− 1

µ

)2 (
µ+ 1

µ

)(
µk+l+3 + 1

µk+l+3

)
−
(
µ− 1

µ

)(
µl+1 + 1

µl+1

)(
µk+2 − 1

µk+2

) = µ

Знаменник:

µk+l+6−2µk+l+4+µk+l+µk−l+µl−k−µk−l+2+
1

µk+l+6
−2

1

µk+l+4
+

1

µk+l
−µl−k−2
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Q(µ) = 2µ−5−k−l−µ−3−k−l+µ1−k−l−µ3+k−l−2µl−k−1+µl+1−k+2µ1+k+l−3µ5+k+l+µ7+k+l−µ−1−k−l+µ3+k+l

Пілся деяких перетворень отримуємо рівносильне рівняння

Q(µ) = µ−5−a−b(2−µ2−µ4+µ6−µ8+2a+2µ2(3+a+b)+µ2(4+a+b)−3µ2(5+a+b)+µ2(6+a+b)−2µ4+2b+µ6+2b)

Так як 2− µ2 − µ4 + µ6 ≥ 1, −µ8+2k + µ2(4+k+l) > 0, −2µ4+2k + µ6+2k ≥ −1

то дослідимо:

W (µ) = µ2(k+l+3)(2 + µ6 − 3µ4)

minW (µ) = W (
√
2)

При підстановці µ =
√
2 одержимо :

Q(
√
2) = (1− 2k+2)

√
2
( − k − l − 1)

Значення від’ємне, а отже, максимальний корінь цього рівняння буде більшим

за µ =
√
2. Відповідно λT6

1,k,∞
> 3√

2
. Q(

√
2) < 0,W ↑→ Q ↑→ indG >

√
3
2

Означення 5.5.

T1,k,l,4
s s s s s sq q q q q q

s
4

qqq
s
s

l ≥ 0

k ≥ 1

Покладемо граф PG−x рівним = Pk+1,4Al+1 і граф PG рівним Pk+l+5,4

маємо наступні співвідношення :
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PG−x = Pk+1,4Al+1

PG = Pk+l+5,4

поділивши отримуємо:

PG−x

PG
=

(
µk+1 + 1

µk+1

)(
1

µ− 1
µ

)
µk+l+3 + 1

µk+l+3

= µ

після деяких перетворень отримуємо рівносильне рівняння:

µk+l+3 − 1

µl−k+1
+

1

µk−l−1
− 1

µk+l+3
= −µk+l+3 − 1

µk+l+3
+ µk+l+5 +

1

µk+l+5

µk+l+5 − 2µk+l+3 + µk−l−1 − µl+1−k +
1

µk+l+1

Домножаємо на µk+l+1

µk+l+6 − 2µk+l+4 + µ2k − µ2l+2 + 1

Підставляємо µ =
√
2

Q(
√
2) = −2l+1 + 2k + 1

так як функціяя Q(µ) зростає , то

k ≤ l, indG >
3√
2

k > l, indG <
3√
2

Означення 5.6.
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T 4
1,n+m+1,∞

s s s s s s sq q q q q q
s

n ≥ 0 m ≥ 1
4 s q q q

Покладемо граф PG рівним PnPm+3 − 2Pn−1Pm+2 і граф PG−x рівним

λ (PnPm+1 − 2Pn−1Pm) поділимо і прирівняємо до µ

(µ+
1

µ
)

(
µm+1 − 1

µm+1

µ− 1
µ

− 2
µn − 1

µn

µ− 1
µ

·
µm+1 − 1

µm+1

µ− 1
µ

)
=

= µ ·
µn+1 − 1

µn+1

µ− 1
µ

·
µm+4 − 1

mm+4

µ− 1
µ

− 2
µn − 1

µn

µ− 1
µ

·
µm+3 − 1

µm+3

µ− 1
µ

Домножимо праву і ліву частини на µ− 1µ

(µ+
1

µ
)

(
µm+n+3 − 2µm+n+1 + µm−n+1 + µn−m−1 − 2

1

µm+n+1
+

1

µm+n+3

)
=

= µ

(
µm+n+5 − 2µm+n+3 + µm−n+3 + µn−m−3 − 2

1

µm+n+3
+

1

µm+n+5

)
Після деяких перетворень отримуємо рівносильне рівняння :

Q(µ) = µ−m−n−1
(
µ2
((
(µ6 − 3µ4 + µ2 + 2)µ2m − 1

)
µ2n + (µ4 − µ2 − 1)µ2m + 2

)
− 1
)

При підстановці µ =
√
2 одержимо:

2
√
2
m+n+1 (2

m − 2n + 1.5)

Дослідимо проміжки зростання і спадання функції Q(µ):

так як µ−m−n−1 завжди додатнє - цей множник розглядати не будемо розгляне-

мо випадки :
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• m < n :

Підставимоm = n− k : k 6= n, k ∈ N

(µ4−µ2− 1) ·µ−2k+2n+2+µ2n+2
(
(µ6 − 3µ4 + µ2 + 2) · µ2n−2k − 1

)
+2x2− 1

(µ4 − µ2 − 1) - більше 0 при µ >
√

1+
√
5

2

Розглядатиемо µ >
√
2 бо цей проміжок нас цікавить

µ2n−2k ≥ µ ; 2µ2 − 1 ≥ 3; µ4 − µ2 − 1 ≥ 1 :

µ−2k+2n+2 + µ2n+2(µ7 − 3µ5 + µ3 + 2µ2 − 1) + 3

Очевидно, що після деякого µ функція завжди зростає до нескінченності

• n < m :

Підставимо n = m− k : k 6= n, k ∈ N

((µ6 − 3µ4 + µ2 + 2) · µ2m − 1) · µ−2k+2m+2 + (µ4 − µ2 − 1) · µ2m+2 + 2µ2 − 1

(µ4 − µ2 − 1) - більше 0 при µ >
√

1+
√
5

2

(µ6 − 3µ4 + µ2 + 2) - більше 0 при µ >
√
2

Розглядатиемо µ >
√
2 бо цей проміжок нас цікавить

(µ6 − 3µ4 + µ2 + 2) · µ2m − 1 ≥ −1; 2µ2 − 1 ≥ 3; µ4 − µ2 − 1 ≥ 1

µ2m+2(1− 1

µ2k
) + 3

Очевидно, що при µ >
√
2 функція завжди додатня

Q(µ) зростає, тому: при m < n це від’ємне значення , отже максимальний

корінь рівняння буде більшим за µ =
√
2.Відповідно λ > 3√

2
при m > n це

додатнє значення отже максимальний корінь рівняння буде меншим за µ =
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√
2Відповідно λT6

1,k,∞
< 3√

2

5.2 Теореми

Теорема 5.2. Якщо G —- зліченний зв’язний граф Костера з підпорядкований

графом H1,k,∞, то він не містить позначок, відмінних від 3

1. Якщо indG∈
(√√

5 + 2; 3√
2

]
то G - граф виду

H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 0

Доведення. Якщо маємо граф H1,k,inf Без позначок, то indG =
√√

5 + 2

H1,k,∞
xs s s s s sq q q q q q

s s
k ≥ 0

Якщо маємо граф H1,k,∞ з позначкою з краю то indG > 3√
2

H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 0
4 x

H1,k,∞ s s s s s sq q q q q q
s s

k ≥ 0 4

x

Якщо маємо граф H1,k,∞ з позначкою не з краю , тоді він буде мати у собі

один із графів T1,k,l, indG > 3√
2
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T1,k,l
s s s s s s sq q q q q q

sx
k ≥ 1 l ≥ 1

4

Теорема 5.3. Нехай G - злічений зв’язний граф Костера з підпорядкованими

графами T1k∞, тоді

1. Якщо indG∈
(√√

5 + 2; 3√
2

]
то G - один із графів виду

T 4
1,k,∞

s s s s s sq q q q q q
s

4
k ≥ 1

T 5
1,k,∞

s s s s s sq q q q q q
s

5
k ≥ 2

T 4
1,n+m+1,∞

s s s s s s sq q q q q q
s

n ≥ 1 m ≥ 0
4

m ≥ n

s q q q

Доведення. для графів з позначкою з краю доведення наведено.[9]

Якщо маємо граф T1,k+l+1,∞ з позначкою на ланцюгу, то indG > 3√
2

T1,k,l,4
s s s s s s sq q q q q q

sx
k ≥ 1 l ≥ 1

4

Якщо маємо граф T1,n+m+1,∞ з позначкою зліва вед вершини степеня

3, то indG > 3√
2
при n > m та indG < 3√

2
в інших випадках
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T 4
1,n+m+1,∞

s s s s s s sq q q q q q
s

n ≥ 0 m ≥ 1
4 s q q q

Теорема 5.4. Нехай G - злічений зв’язний граф Костера з підпорядкованими

графами Tlk∞, з позначкою з краю, тоді

1. Якщо indG∈
(√√

5 + 2; 3√
2

]
то G - один із графів виду:

T 4
l,k,∞

s s s s s sq q q q q q
s

4

qqq
s
s

l ≥ 0k > l

k ≥ 1

Доведення. Якщо маємо граф Tlk∞, k ≤ l, indG > 3√
2

інакше - indG < 3√
2

T 4
l,k,∞

s s s s s sq q q q q q
s

4

qqq
s
s

l ≥ 0k > l

k ≥ 1
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5.3 Висновки

В даному розділі були сформульовані теореми, які дозволяють розширити

існуючу класифікацю зліченних графів Костера за їх індексом, їх доведення та

розглянуто приклади за допомогою яких дані теореми були сформовані .

25



6 Висновки

В третьому були представлені основні означення та твердження, розгляну-

та теорема Фробеніуса, яка має важливе значення в дослідженні невід’ємних,

нерозкладних матриць, були розглянуті графи Динкіна-Костера та їх властиво-

сті.

В четвертому розділі було розглянуто операції на зліченних графахКостера, що

є важливими для їх подальшого аналізу, представлені індекси графів, які скла-

даються зі скінченного графа та нескінченного ланцюга, представлені формули

Швенка для зважених графів, які дозволяють враховувати вагу ребер при аналі-

зі графів Костера. В п’ятому розділі були сформульовані теореми, які дозволя-

ють розширити існуючу класифікацю зліченних графів Костера за їх індексом

та їх доведення.
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