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We characterize the structure of in�nitely iterated wreath products of �nite symmetric and
alternating groups. The orders of these groups as pro�nite groups are calculated. A method
of constructing �nite generating systems of metaalternating groups is described. We construct
explicit examples of such generating systems. The normalizer of a metaalternating group in
the corresponding metasymmetric group is characterized. We establish that under a natural
condition the metaalternating group is perfect.
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Èññëåäóåòñÿ ñòðîåíèå áåñêîíå÷íî èòåðèðîâàííûõ ñïëåòåíèé êîíå÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
è çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï � ìåòàñèììåòðè÷åñêèõ è ìåòàïåðåìåííûõ ãðóïï áåñêîíå÷íîãî
ðàíãà. Íàéäåíû èõ ïîðÿäêè, êàê ïðîêîíå÷íûõ ãðóïï. Îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ
ñèñòåì ïîðîæäàþùèõ â ìåòàçíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ è ïîñòðîåíû êîíêðåòíûå òàêèå ñè-
ñòåìû. Îõàðàêòåðèçîâàí íîðìàëèçàòîð ìåòàçíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû â ñîîòâåòñòâóþùåé
ìåòàñèììåòðè÷åñêîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ìåòàçíàêîïåðåìåííûå
ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè.

1. Âñòóï. Ó ñòàòòi [1] ïîáóäîâàíî òàê çâàíi �ìàëi� ñèñòåìè òâiðíèõ ó ìåòàçíàêîçìiííèõ
ãðóïàõ ñêií÷åííîãî ðàíãó � âiíöåâèõ äîáóòêàõ ñêií÷åííèõ çíàêîçìiííèõ ãðóï. Ïðèðî-
äíèì óçàãàëüíåííÿì öüîãî êëàñó ãðóï ¹ ìåòàçíàêîçìiííi ãðóïè íåñêií÷åííîãî ðàíãó �
âiíöåâi äîáóòêè çà íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ñêií÷åííèõ çíàêîçìiííèõ ãðóï. Âîíè
ìàþòü âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíîñòi ùîäî çàíóðåíü â ðiçíèõ ïiäêëàñàõ êëàñó ïðîñêií÷åí-
íèõ ãðóï i òîìó ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi ðiçíîìàíiòíèõ �åêñòðåìàëüíèõ�
ïðèêëàäiâ. Ïðè öüîìó áóâà¹ âàæëèâî çíàòè, ÷è ïîðîäæó¹òüñÿ òàêèé âiíöåâèé äîáó-
òîê ó òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi ñêií÷åííèì ÷èñëîì åëåìåíòiâ, ÷è íi. Òàê âiäîìî (äèâ. [2]),
ùî íåñêií÷åííî iòåðîâàíi âiíöåâi äîáóòêè ñêií÷åííèõ ñèìåòðè÷íèõ ãðóï � òàê çâàíi
ìåòàñèìåòðè÷íi ãðóïè íåñêií÷åííîãî ðàíãó � íå ìîæóòü ïîðîäæóâàòèñÿ ñêií÷åííèìè
ìíîæèíàìè åëåìåíòiâ. Ç iíøîãî áîêó, ÿê âñòàíîâëåíî â [3], ìåòàçíàêîçìiííi ãðóïè íå-
ñêií÷åííîãî ðàíãó â òîìó ðàçi, êîëè ¨õ ìíîæíèêè ¹ ïðîñòèìè ãðóïàìè, òîïîëîãi÷íî
ïîðîäæóþòüñÿ äâîìà åëåìåíòàìè. Ïiçíiøå öåé ðåçóëüòàò áóëî óçàãàëüíåíî ([4], [5]) íà
íåñêií÷åííî iòåðîâàíi âiíöåâi äîáóòêè äîâiëüíèõ íåàáåëåâèõ ïðîñòèõ ãðóï, à â ñòàòòi
[6] âñòàíîâëåíî, ùî òîïîëîãi÷íî 2-ïîðîäæåíèìè ¹ òàêîæ íåñêiííî iòåðîâàíi âiíöåâi äî-
áóòêè öèêëi÷íèõ ãðóï ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ. ßêùî ïðîñêií÷åííà ãðóïà ¹
òîïîëîãi÷íî ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ, òî âèíèêàþòü ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó i äîñëiäæåííÿ
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ðiçíèõ ¨¨ ñêií÷åííèõ ñèñòåì òâiðíèõ. Â àëãåáðà¨÷íîìó ñåíñi òàêi ñèñòåìè ïîðîäæóþòü
ñêðiçü ùiëüíi ïiäãðóïè â äàíié ãðóïi. Öi ïiäãðóïè ìîæóòü ìàòè ðiçíi âëàñòèâîñòi òà
áóòè ïî-ðiçíîìó ðîçòàøîâàíèìè â ñàìié ãðóïi, òîáòî ðiçíèì ÷èíîì âïëèâàòè íà ¨¨ áó-
äîâó. Ðåçóëüòàòè ïðàöü [3]�[5] ñâiä÷àòü, ùî ñêií÷åííi ñèñòåìè òîïîëîãi÷íèõ òâiðíèõ â
ïðîñêií÷åííèõ ãðóïàõ âêàçàíîãî òèïó íå ¹ ðiäêiñòþ, ¨õ ¹ "áàãàòî" ÿê ó iìîâiðíiñíîìó
ñåíñi, òàê i â ñåíñi êàòåãîði¨ Áåðà. À òîìó îãëÿä ðiçíèõ òèïiâ òàêèõ ñèñòåì òâiðíèõ, ¨õ
êîíñòðóêòèâíà õàðàêòåðèçàöiÿ ¹ çìiñòîâíîþ çàäà÷åþ, ÿêà ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïðè
äîñëiäæåííi áóäîâè òà âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé íåñêií÷åííî iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ.

Ó äàíié ñòàòòi ìè ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæåííÿ ìåòàñèìåòðè÷íèõ òà ìåòàçíàêîçìií-
íèõ ãðóï, ðîçïî÷àòi â [1], [2]. Ïðàöÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó i ï'ÿòè ðîçäiëiâ. Ó äðóãîìó
ðîçäiëi ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîñêií÷åííà òîïîëîãiÿ òà âiäïîâiäíà ìåòðèêà íà äîâiëü-
íèõ íåñêií÷åííî iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêàõ ãðóï. Ó òðåòüîìó ðîçäiëi îá÷èñëþþòüñÿ
ñóïåðíàòóðàëüíi ÷èñëà � ïîðÿäêè ìåòàñèìåòðè÷íèõ òà ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï íåñêií-
÷åííîãî ñòåïåíÿ â ðîçóìiííi òåîði¨ ïðîñêií÷åííèõ ãðóï. Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëi-
äæóþòüñÿ ñêií÷åííi ñèñòåìè òâiðíèõ (ó òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi) ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï. Â
ï'ÿòîìó ðîçäiëi îõàðàêòåðèçîâàíî íîðìàëiçàòîðè ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï ó âiäïîâiäíèõ
ìåòàñèìåòðè÷íèõ ãðóïàõ. I, íàðåøòi, â øîñòîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî, ùî ìåòàçíàêîçìií-
íi ãðóïè, êîìïîíåíòè ìåòàñòåïåíÿ ÿêèõ íå ìåíøi íiæ 5, ¹ äîñêîíàëèìè, à â ðàçi, êîëè
ìåòàñòåïiíü ¹ íåîáìåæåííîþ ïîñëiäîâíiñòþ, öi ãðóïè � óíiâåðñàëüíi ùîäî çàíóðåíü â
êëàñi ïðîñêií÷åííèõ ãðóï çëi÷åííî¨ âàãè.
2. Íåñêií÷åííî iòåðîâàíi âiíöåâi äîáóòêè ãðóï ïiäñòàíîâîê ÿê ïðîñêií÷åí-

íi ãðóïè. Íåñêií÷åííî iòåðîâàíi äîáóòêè ãðóï ïiäñòàíîâîê âèçíà÷àþòüñÿ ìàéæå òàê
ñàìî, ÿê i ñêií÷åííî iòåðîâàíi. À ñàìå, íåõàé (G1, X1), (G2, X2),... � íåñêií÷åííà ïîñëi-
äîâíiñòü ãðóï ïiäñòàíîâîê. Íåñêií÷åííî iòåðîâàíèì âiíöåâèì äîáóòêîì ãðóï ïiäñòà-
íîâîê (G1, X1), (G2, X2),... íàçèâà¹òüñÿ ãðóïà G íàéìîæëèâiøèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè

X =
∞∏
i=1

Xi, ÿêi ìàþòü òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

1) äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G òà äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x = (x1, x2, . . .) ∈ X k-à êîîðäèíàòà
yk îáðàçó y = (y1, y2, . . .) = xg çàëåæèòü ëèøå âiä ïåðøèõ k êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xk

ïðîîáðàçó x (i ñàìîãî ïåðåòâîðåííÿ g);
2) ïåðåòâîðåííÿ xk+1 7→ yk+1 ìíîæèíè Xk+1, ÿêå îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåòâîðåí-
íÿì g, ïðè ôiêñîâàíèõ k ïåðøèõ êîîðäèíàòàõ x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k îáðàçó

x = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k, xk+1, . . .),

¹ ïiäñòàíîâêîþ íà Xk+1.
Ïiäñòàíîâêà gk+1 : xk+1 7→ yk+1, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ 2), î÷åâèäíî, çàëåæèòü âiä

âèáîðó åëåìåíòiâ x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k, òîáòî óìîâà 2) âèçíà÷à¹ ïåâíó ôóíêöiþ âèãëÿäó

gk+1 : X1 ×X2 × . . .×Xk → Gk+1.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ïiäñòàíîâöi g ∈ G îäíîçíà÷íî âiäïîâiäà¹ íåñêií÷åííèé íàáið
âèãëÿäó

u = [g1, g2(x1), g3(x2), . . .], (1)

äå gk(xk−1) ∈ GX1×X2×...×Xk−1

k , ÿêèé, â ñâîþ ÷åðãó, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ïiäñòàíîâêó g.
ßê i ó âèïàäêó ñêií÷åííî iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ, ìè íàçèâàòèìåìî òàêi íàáîðè
òàáëèöÿìè. Òàáëèöÿ (1) äi¹ íà äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü x = (x1, x2, . . .) ∈ X çà ïðàâèëîì:

xu = (xg1

1 , x
g2(x1)
2 , x

g3(x1,x2)
3 , . . .). (2)

Òîòîæíié ïiäñòàíîâöi ìíîæèíè X âiäïîâiäà¹ òàáëèöÿ [e, e, . . .], äå ñèìâîë e âæèâà¹-
òüñÿ ÿê äëÿ ïîçíà÷åííÿ íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ó ãðóïàõ, òàê i äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñòàëèõ
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ôóíêöié, òîòîæíî ðiâíèõ e.
Äîáóòêîì òàáëèöü ç i-èìè êîîðäèíàòàìè gi(xi−1) = gi(x1, x2, . . . , xi−1) òà hi(xi−1) =

hi(x1, x2, . . . , xi−1), ¹ òàáëèöÿ, i-òîþ êîîðäèíàòîþ ÿêî¨ ¹ ôóíêöiÿ

gi(xi−1) · hi(x
g1

1 , x
g2(x1)
2 , . . . , x

gi−1(x1,...,xi−2)
i−1 ), (3)

à îáåðíåíîþ äî òàáëèöi ç êîîðäèíàòàìè gi(xi−1) ¹ òàáëèöÿ, i-òà êîîðäèíàòà ÿêî¨ äîðiâíþ¹

g−1
i

(
x

g−1
1

1 , x
g−1
2

(
x

g−1
1

1

)
2 , . . . , x

g−1
i−1

(
x

g−1
1

1 ,...
)

i−1

)
, i ∈ {1, 2, . . .}. (4)

Âiíöåâèé äîáóòîê çà íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ ãðóï ïiäñòàíîâîê (G1, X1), (G2, X2), . . .
ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì o∞i=1(Gi, Xi), àáî, êîðîòøå, o∞i=1Gi.
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âiäîáðàæåííÿ ϕn : on+1

i=1 Gi → oni=1Gi, çàäàíå ðiâíiñòþ

ϕn ([g1, g2(x1), . . . , gn(xn−1), gn+1(xn)]) = [g1, g2(x1), . . . , gn(xn−1)] , (5)

î÷åâèäíî, ¹ åïiìîðôiçìîì. Îòæå, ç âiíöåâèì äîáóòêîì o∞i=1Gi ïðèðîäíî ïîâ'ÿçó¹òüñÿ
çâîðîòíèé ñïåêòð ãðóï

〈
on+1
i=1 Gi, ϕn

〉
n∈N.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ãðóï ïiäñòàíîâîê (G1, X1), (G2, X2),...
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim←−n

( n+1

o
i=1

Gi, ϕn

)
'
∞
o

i=1
Gi. (6)

Çîêðåìà, ÿêùî ãðóïè Gi ¹ ñêií÷åííèìè i äiþòü íà ñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ (i = 1, 2, . . .),
òî âiíöåâèé äîáóòîê o∞i=1Gi ¹ ïðîñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî ïðàâèëüíîþ ¹ ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ. Çãi-
äíî ç âèçíà÷åííÿì (5) åïiìîðôiçìiâ ϕn, êîæåí åëåìåíò ãðóïè ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíî-
øåííÿ (6) � óçãîäæåíà ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ òàáëèöü � îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ äåÿêó
íåñêií÷åííó òàáëèöþ, òîáòî åëåìåíò ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (6). Öÿ âiäïîâiä-
íiñòü i áóäå içîìîðôiçìîì.

Äëÿ âiíöåâèõ äîáóòêiâ çà íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ãðóï ìîæíà ñôîðìóëþâà-
òè êðèòåðié òðàíçèòèâíîñòi, àíàëîãi÷íèé äî êðèòåðiþ, ñôîðìóëþâàíîãî â [1] äëÿ ñêií-
÷åííî iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ ãðóï ïiäñòàíîâîê.

Ëåìà 2. Âiíöåâèé äîáóòîê o∞i=1(Gi, Xi) äi¹ òðàíçèòèâíî íà ìíîæèíi X =
∏∞

i=1Xi òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè êîæíà ç ãðóï ïiäñòàíîâîê (Gi, Xi), i ∈ N, òðàíçèòèâíà.

Íåõàé äëÿ âñiõ i ∈ N ãðóïè ïiäñòàíîâîê (Gi, Xi) ¹ ñêií÷åííèìè. Ïðîñêií÷åííà òî-
ïîëîãiÿ íà âiíöåâîìó äîáóòêó G = o∞i=1Gi ïðèðîäíî çàäà¹òüñÿ áàçîþ îêîëiâ îäèíè-

öi â G. À ñàìå, äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N ìíîæèíà G
(k)

âñåìîæëèâèõ òàáëèöü âèãëÿäó
[e, e, . . . , e, gk+1(xk), gk+2(xk+1), . . .] ç ãðóïè G óòâîðþ¹ íîðìàëüíó ïiäãðóïó â öié ãðóïi
(òàê çâàíó k-òó áàçó âiíöåâîãî äîáóòêó).

Ç çàãàëüíî¨ òåîði¨ ïðîñêií÷åííèõ ãðóï [7] ëåãêî âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3. Ñèñòåìà îêîëiâ îäèíèöi
{
G

(k)}
k∈N â ãðóïi G çàäà¹ íà G òîïîëîãiþ, ÿêà çáiãà-

¹òüñÿ ç ïðîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ íà öié ãðóïi.
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Ïðîñêií÷åííà òîïîëîãiÿ íà ãðóïi G ìîæå áóòè îõàðàêòåðèçîâàíà òàêîæ, ÿêùî íà
G ââåñòè ñòðóêòóðó ìåòðè÷íî¨ ãðóïè. Ôiêñó¹ìî äåÿêå äiéñíå ÷èñëî η, 0 < η < 1. Äëÿ
äîâiëüíèõ òàáëèöü u = [g1, g2(x1), . . .], v = [h1, h2(x1), . . .], u 6= v, ñèìâîëîì k(u, v) ïî-
çíà÷èìî òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî g1 = h1, g2 = h2, ..., gk = hk àëå gk+1 6= hk+1.
Âèçíà÷èìî òåïåð íà ãðóïi G ôóíêöiþ d(u, v) âiä äâîõ çìiííèõ, ïîêëàâøè äëÿ äîâiëüíèõ
u, v ∈ G:

d(u, v) =

{
ηk(u,v), ÿêùî u 6= v,

0, ÿêùî u = v.
(7)

Ëåìà 4. Ôóíêöiÿ d(x, y), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (7), ¹ íåàðõiìåäîâîþ ìåòðèêîþ íà ãðóïi G.
Òîïîëîãiÿ, ÿêó âèçíà÷à¹ íà G ìåòðèêà d, çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ íà öié
ãðóïi.

Äîâåäåííÿ. Óìîâà òîãî, ùî ïî÷àòêè òàáëèöü äîâæèíîþ k çáiãàþòüñÿ ðiâíîñèëüíà äî

óìîâè, ùî u · v−1 ∈ G
(k)
. Òåïåð äîâåäåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïiäãðóïè G

(k)
,

k ∈ N, óòâîðþþòü ñïàäíèé ðÿä íîðìàëüíèõ äiëüíèêiâ ç òðèâiàëüíèì ïåðåòèíîì.

Ïðîñêií÷åííiñòü ãðóïè G îçíà÷à¹, ùî âiäíîñíî òîïîëîãi¨, âèçíà÷åíî¨ íà íié ëåìîþ 3
àáî ëåìîþ 4, öÿ ãðóïà ¹ êîìïàêòíîþ, öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ. Ç îçíà÷åííÿ âiíöåâîãî äîáó-
òêó çà íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ ãðóï ïiäñòàíîâîê i îçíà÷åííÿ ìåòðèêè d íà íüîìó
âèïëèâà¹ òàêîæ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5. Ìåòðè÷íà ãðóïà
(
o∞i=1 Gi, d

)
¹ ïîâíîþ, à ¨¨ äiàìåòð äîðiâíþ¹ 1.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü òàáëèöü u1, u2, . . . ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi åëåìåíòiâ ç
o∞i=1Gi, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ íîìåð N ∈ N òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíèõ k, l > N
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü d(uk, ul) < ε. Ç îçíà÷åííÿ ìåòðèêè d âèïëèâà¹, ùî äîâæèíè ñïiëü-
íèõ ïî÷àòêiâ òàáëèöü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi un, n ≥ 1 çáiëüøóþòüñÿ iç çðîñòàííÿì n. À òîìó
öi ñïiëüíi ïî÷àòêè âèçíà÷àþòü äåÿêó íåñêií÷åííó òàáëèöþ u ç o∞i=1Gi. Ïîñëiäîâíiñòü u i ¹
ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi u1, u2, . . .. Îñêiëüêè ïî÷àòêîâà ïîñëiäîâíiñòü âèáðàíà äîâiëüíî,
òî ãðóïà ¹ ïîâíîþ.

2) Çà îçíà÷åííÿì ìåòðèêà d íàáóâà¹ çíà÷åíü ç iíòåðâàëó [0, 1], ïðè÷îìó âiäñòàíü ìiæ
òàáëèöÿìè, ïåðøi êîîðäèíàòè ÿêèõ ðiçíi, äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òîìó, diam(o∞i=1Gi) = 1.

Âiíöåâèé äîáóòîê o∞i=1Gi ìiñòèòü ïiäãðóïó ìàéæå òðèâiàëüíèõ òàáëèöü, òîáòî òà-
áëèöü, â ÿêèõ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü êîîðäèíàò ¹ íåòðèâiàëüíèìè. Öþ ïiäãðóïó ÷àñòî
ðîçãëÿäàþòü ÿê íåçàëåæíó êîíñòðóêöiþ i íàçèâàþòü ôiíiòàðíèì âiíöåâèì äîáóòêîì
çà ïîñëiäîâíiñòþ ãðóï ïiäñòàíîâîê (G1, X1), (G2, X2),... Ïîçíà÷àòèìåìî ôiíiòàðíèé âií-
öåâèé äîáóòîê ãðóï ñèìâîëîì (F ) o∞i=1 Gi.

Ëåìà 6. Ïiäãðóïà (F ) o∞i=1 Gi ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ â ãðóïi o∞i=1Gi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = [g1, g2(x1), . . .] � äåÿêà òàáëèöÿ ç o∞i=1Gi. Ïîáóäó¹ìî çà íåþ ïî-
ñëiäîâíiñòü òàáëèöü un = [g1, g2(x1), . . . , gn(xn−1), e, e, . . .], n ≥ 1. Öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹
çáiæíîþ i ¨¨ ãðàíèöåþ ¹ òàáëèöÿ u. Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò un öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íàëå-
æèòü äî (F ) o∞i=1 Gi, òî öå îçíà÷à¹, ùî ïiäãðóïà (F ) o∞i=1 Gi ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ â â ãðóïi
o∞i=1Gi.
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Îòæå, êîæíà íåñêií÷åííà òàáëèöÿ ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ìàéæå òðèâiàëüíèõ
òàáëèöü. Âðàõîâóþ÷è öå, ìîæíà áóäóâàòè íåñêií÷åííi òàáëèöi ç ïîòðiáíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè çà ïîñëiäîâíîñòÿìè òàáëèöü iç n-iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ ãðóï (G1, X1),
(G2, X2),...,(Gn, Xn),... ïðè n ∈ N.

Òàáëèöþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðøèõ k êîîðäèíàò òàáëèöi u ∈ oni=1Gi (äå k ≤ n)
ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì u(k), à òàáëèöþ ç (F ) o∞i=1 Gi, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ç òàáëèöi u ∈
o∞i=1Gi äîïèñóâàííÿì òðèâiàëüíèõ êîîðäèíàò, � ñèìâîëîì u.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü òàáëèöü un ∈ oni=1Gi, n = 1, 2, . . ., íàçâåìî óçãîäæåíîþ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ k, n, k < n, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (un)(k) = uk.

Áåçïîñåðåäíüî ç ëåìè 6 îòðèìó¹ìî.

Ëåìà 7. Íåõàé un ∈ oni=1Gi , n = 1, 2, . . . � äåÿêà óçãîäæåíà ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ
òàáëèöü. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü un, n ∈ N ¹ çáiæíîþ ó âiíöåâîìó äîáóòêó o∞i=1Gi.

Îòæå, êîæíà óçãîäæåíà ïîñëiäîâíiñòü un ∈ oni=1Gi, n = 1, 2, . . ., âèçíà÷à¹ äåÿêèé åëå-
ìåíò u ∈ o∞i=1Gi, u = lim

n→∞
un. Äàëi ïèñàòèìåìî ïðîñòî u = lim

n→∞
un, îñêiëüêè çi ñêàçàíîãî

âèùå çðîçóìiëî, ïðî ùî éäå ìîâà.

Ëåìà 8. Íåõàé u1,n, u2,n,..., us,n � òàêi s óçãîäæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ, âèáðàíèõ
ç âiíöåâèõ äîáóòêiâ oni=1Gi, n ∈ N, ùî ïðè êîæíîìó n ∈ N ãðóïà oni=1Gi ïîðîäæó¹òüñÿ
åëåìåíòàìè u1,n, u2,n,. . . , us,n. Òîäi ìíîæèíà åëåìåíòiâ u1, u2,. . . , us, äå ui = lim

n→∞
ui,n,

1 ≤ i ≤ s, ¹ ñèñòåìîþ òîïîëîãi÷íèõ òâiðíèõ âiíöåâîãî äîáóòêó o∞i=1Gi.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ u1, u2,. . . , us ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî ïðè äîâiëüíîìó n
¨õ îáìåæåííÿ u

(n)
1 , u

(n)
2 ,..., u

(n)
s � òàáëèöi äîâæèíè n � ïîðîäæóþòü âiíöåâèé äîáóòîê

oni=1Gi. Îòæå, åëåìåíòè u1, u2,..., us ïîðîäæóþòü (â àëãåáðà¨÷íîìó ñåíñi) òàêó ïiäãðó-
ïó ãðóïè o∞i=1Gi, îáìåæåííÿ òàáëèöü ÿêî¨ íà ïåðøi n êîîðäèíàò çáiãà¹òüñÿ ç âiíöåâèì
äîáóòêîì oni=1Gi. Àëå çàìèêàííÿ òàêî¨ ïiäãðóïè â ïðîñêií÷åííié òîïîëîãi¨ âiíöåâîãî äî-
áóòêó çáiãà¹òüñÿ ç o∞i=1Gi. Öå é îçíà÷à¹, ùî u1, u2,..., us ¹ ñèñòåìîþ òîïîëîãi÷íèõ òâiðíèõ
o∞i=1Gi.

Ëåìà 9. Íåñêií÷åííî iòåðîâàíèé âiíöåâèé äîáóòîê o∞i=1Gi ¹ òîïîëîãi÷íî ñêií÷åííî ïî-
ðîäæåíîþ ãðóïîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå ÷èñëî k ∈ N, ùî êîæíà ãðóïà ç
ïîñëiäîâíîñòi oni=1Gi, n = 1, 2, . . ., ¹ k-ïîðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ ëåìè, â ãðóïàõ oni=1Gi ìîæíà âèáðàòè óçãîäæåíi ïîñëiäîâíîñòi ñè-
ñòåì òâiðíèõ, ÿêi âèçíà÷àòèìóòü äåÿêó ñêií÷åííó ñèñòåìó òâiðíèõ âiíöåâîãî äîáóòêó
o∞i=1Gi. ßêùî æ óìîâè ëåìè íå âèêîíóþòüñÿ, òî o∞i=1Gi íå ìîæå ìiñòèòè ñêií÷åííî¨ ñèñòå-
ìè òîïîëîãi÷íèõ òâiðíèõ, îñêiëüêè ãðóïè oni=1Gi, n = 1, 2, . . ., ¹ ãîìîìîðôíèìè îáðàçàìè
öi¹¨ ãðóïè i êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ñèñòåìàõ òâiðíèõ öèõ ãðóï ¹ íåîáìåæåíîþ.

3. Ïîðÿäêè ìåòàñèìåòðè÷íèõ òà ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï íåñêií÷åííîãî ðàí-

ãó. Ñèìâîëîì Sn, n ∈ N, ïîçíà÷àòèìåìî ñèìåòðè÷íó ãðóïó ñòåïåíÿ n, à ñèìâîëîì An

� ¨¨ çíàêîçìiííó ïiäãðóïó. Íåõàé k̂ = 〈k1, k2, . . .〉 � äåÿêà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òàêà, ùî ki ≥ 2, i = 1, 2, . . ..

Îçíà÷åííÿ 2. Ìåòàñèìåòðè÷íîþ (âiäïîâiäíî, ìåòàçíàêîçìiííîþ) ãðóïîþ íåñêií÷åí-

íîãî ðàíãó ìåòàñòåïåíÿ k̂ íàçâåìî âiíöåâèé äîáóòîê çà íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ ñè-
ìåòðè÷íèõ ãðóï Sk1 , Sk2 ,...(âiäïîâiäíî, çíàêîçìiííèõ ãðóï Ak1 , Ak2 ,...).
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Ìåòàñèìåòðè÷íó ãðóïó ìåòàñòåïåíÿ k̂ ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì S(k̂), à ìåòàçíàêî-

çìiííó ãðóïó ìåòàñòåïåíÿ k̂ � ñèìâîëîì A(k̂). Îòæå, çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî

S(k̂) =
∞
o

i=1
Ski

, A(k̂) =
∞
o

i=1
Aki

.

Ãðóïè S(k̂) òàA(k̂) ¹ ãðóïàìè ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíiX =
∏∞

i=1Xi, äåXi = {1, 2, . . . , ki}
(i ∈ {1, 2, . . .}), ïðè÷îìó A(k̂) î÷åâèäíèì ñïîñîáîì îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïiäãðóïîþ â S(k̂).

Çàóâàæèìî, ùî A(k̂) íå ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì â S(k̂).

Îñêiëüêè ãðóïè S(k̂) òà A(k̂) ¹ ïðîñêií÷åííèìè, òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ¨õíi ïîðÿäêè,
ÿêi ¹ ñóïåðíàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè. Íàãàäà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [7]), ùî ñóïåðíàòóðàëü-
íèì ÷èñëîì àáî ÷èñëîì Ñòåéíiöà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèé âèðàç âèãëÿäó∏

p∈P

pk(p), (8)

äå P � ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë, à k(p) ∈ {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}. Ìíîæèíà S âñiõ ñóïåðíà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïðèðîäíèì ðîçøèðåííÿì ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè
íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç âèðàçàìè (8), â ÿêèõ ëèøå ñêií÷åííà êiëü-
êiñòü ïîêàçíèêiâ ñòåïåíiâ k(p) âiäìiííi âiä íóëÿ, ïðè÷îìó æîäåí ç íèõ íå äîðiâíþ¹ ∞.
Íà ìíîæèíi S ââîäèòüñÿ âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi , ÿêå ¹ ðîçøèðåííÿì âiäíîøåííÿ ïî-
äiëüíîñòi íà N. À ñàìå, äëÿ ñóïåðíàòóðàëüíèõ ÷èñåë a =

∏
p∈P p

k(p) òà b =
∏

p∈P p
l(p)

ïîêëàäåìî a | b òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ P âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
k(p) ≤ l(p). ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (S, | ) ¹ ãðàòêîþ, îñêiëüêè â íié ìîæíà
âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà i íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî
äëÿ ñóïåðíàòóðàëüíèõ ÷èñåë

a) ÍÑÄ(a, b) =
∏
p∈P

pr(p), äå r(p) = min{k(p), l(p)};

b) ÍÑK(a, b) =
∏
p∈P

ps(p), äå s(p) = max{k(p), l(p)} (9)

(äëÿ íàòóðàëüíîãî k i ñèìâîëó ∞ ââàæàþòü, ùî min{k,∞} = k, max{k,∞} =∞).
Ó ãðàòöi ñóïåðíàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíóþòü íàéáiëüøèé i íàéìåíøèé åëåìåíòè � ÷èñëà

A =
∏
p∈P

p∞, 1 =
∏
p∈P

p0.

Êðiì òîãî, öÿ ãðàòêà ¹ ïîâíîþ, òîáòî òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü i òî÷íà íèæíÿ ãðàíü â íié
iñíóþòü äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè åëåìåíòiâ.

Íåõàé òåïåð k̂ = (k1, k2, . . .) � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ñèìâîëîì

p(k̂) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü ïðèíàéìíi îäíî-

ãî ç ÷èñåë ki (i ∈ {1, 2, . . .}). Ìíîæèíà p(k̂) áóäå ñêií÷åííîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

ïîñëiäîâíiñòü k̂ ¹ îáìåæåíîþ. ßêùî æ ïîñëiäîâíiñòü k̂ íåîáìåæåíà, òî p(k̂) = P .

Íåõàé k̂ = 〈k1, k2, . . .〉 � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, i(k̂) � íàéáiëüøå ç ÷èñåë ki, ÿêi

çóñòði÷àþòüñÿ â k̂ íåñêií÷åííî áàãàòî ðàçiâ, f(k̂) � íàéáiëüøå ç ÷èñåë, ÿêi âõîäÿòü â k̂

ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, n(k̂) � íîìåð îñòàííüîãî âõîäæåííÿ f(k̂) â ïîñëiäîâ-

íiñòü k̂. Äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, òàêîãî, ùî p | f(k̂), ñèìâîëîì lk̂(p) ïîçíà÷èìî
ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, ç ÿêèì öå ÷èñëî âõîäèòü äî ðîçêëàäó íà äîáóòîê ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ

ïîðÿäêó âiíöåâîãî äîáóòêó on(k̂)
i=1 Ski

. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå ïðîñòå ÷èñëî p > 2, p | f(k̂), âõî-

äèòü äî ðîçêëàäó ÷èñëà | on(k̂)
i=1 Aki

| ç òèì æå ïîêàçíèêîì lk̂(p), à äëÿ p = 2 öåé ïîêàçíèê
äîðiâíþ¹ lk̂(2)− 1.
Ïîðÿäîê ïðîñêií÷åííî¨ ãðóïè G ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì |G|.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé k̂ � äîâiëüíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íàä ìíîæèíîþ ÷èñåë N\{1},
S(k̂) � ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà ìåòàñòåïåíÿ k̂. Òîäi

1) ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ íåîáìåæåíà, òî |S(k̂)| = A;

2) ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ îáìåæåíà, ïðè÷îìó i(k̂) ≥ f(k̂), òî

|S(k̂)| =
∏

p≤i(k),p∈P

p∞; (10)

3) ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ îáìåæåíà, ïðè÷îìó i(k̂) < f(k̂), òî

|S(k̂)| =
( ∏

p≤i(k),p∈P

p∞
)
·
( ∏

i(k)<p≤f(k̂),p∈P,

pl
k̂
(p)
)
. (11)

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿäîê ïðîñêií÷åííî¨ ãðóïè G, ÿêà ¹ ãðàíèöåþ çðîñòàþ÷îãî ñïåêòðó ãðóï

G1
ϕ1← G2

ϕ2← G3
ϕ3← . . . (12)

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

|G| = |G1| ·
|G2|
|G1|

· |G3|
|G1|

· . . . , (13)

â ÿêié ìîæíà ñêîðîòèòè äîâiëüíó ïî÷àòêîâó êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ i ÿêà ¹ êîðåêòíîþ â
îáëàñòi ñóïåðíàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà S(k̂) içîìîðôíà ãðàíèöi îáåð-
íåíîãî ñïåêòðó (12), äå Gl = oli=1Ski

, (l = 1, 2, . . .), à ϕl : Gl+1 → Gl � ãîìîìîðôiçì, ùî
çàäà¹òüñÿ âèêðåñëþâàííÿì îñòàííüî¨ êîîðäèíàòè òàáëèöü iç Gl+1 = ol+1

i=1Ski
. À òîìó, â

íàøîìó âèïàäêó, ÷àñòêà
Gl+1

Gl

ó äîáóòêó (13) ìà¹ âèãëÿä

Gl+1

Gl

= |Skl+1
|k1k2...kl = (kl+1!)

k1k2...kl , l ∈ N, (14)

i â ¨¨ ðîçêëàä íà äîáóòîê ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ âõîäÿòü òi é ëèøå òi ïðîñòi ÷èñëà p, äëÿ
ÿêèõ p ≤ kl+1, ïðè÷îìó ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, ç ÿêèì âõîäèòü ÷èñëî p â öåé ðîçêëàä íå
ìåíøèé íiæ k1k2 . . . kl. À òîìó ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü k̂ ¹ íåîáìåæåíîþ, ìà¹ìî:

a) ñåðåä ïðîñòèõ äiëüíèêiâ âñiõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë (14) çóñòðiíóòüñÿ âñi ïðî-
ñòi ÷èñëà;

b) êîæíå ïðîñòå ÷èñëî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìiñöÿ, âõîäèòèìå äî ðîçêëàäó âiäïî-
âiäíèõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi çi âñå áiëüøèì òà áiëüøèì ïîêàçíèêîì.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (14) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñóïåðíàòóðàëüíå ÷èñëî∏
p∈P

p∞ = A, ÿêå é áóäå äîðiâíþâàòè ïîðÿäêó ìåòàñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S(k̂).

2) Íåõàé òåïåð ïîñëiäîâíiñòü k̂ ¹ îáìåæåíîþ, ïðè÷îìó i(k̂) ≥ f(k̂). Òîäi iñíó¹ ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi (14), ïðè÷îìó âñi âîíè

áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó p ≤ i(k̂). Îñêiëüêè íåñêií÷åííî áàãàòî ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi

k̂ äîðiâíþþòü i(k̂), òî êîæåí ç ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p âõîäèòü â ðîçêëàä âiäïîâiäíèõ ÷ëåíiâ
ïîñëiäîâíîñòi (14) çi âñå áiëüøèìè ïîêàçíèêàìè, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (10).

3) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ îáìåæåíà, àëå i(k̂) < f(k̂), òî òi ïðîñòi äiëüíèêè p ÷ëåíiâ

ïîñëiäîâíîñòi (14), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü p ≤ i(k̂), âõîäèòèìóòü â ðîçêëàä |S(k̂)|
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ç ïîêàçíèêàìè ñòåïåíÿ ∞, ÿê öå âèïëèâà¹ çi ñêàçàíîãî âèùå, à òi, ùî çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü i(k̂) < p ≤ f(k̂), âõîäèòèìóòü â ðîçêëàä S(k̂) ç íàòóðàëüíèìè ïîêàçíèêàìè.
Ùîá âèçíà÷èòè òàêèé ïîêàçíèê, ïîòðiáíî çíàéòè íàéáiëüøèé íîìåð s, òàêèé, ùî ïðè t >
s â ðîçêëàäi ïîðÿäêó |oti=1Ski

| ñêií÷åííî¨ ìåòàñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè ïîêàçíèê ïðè ïðîñòîìó
÷èñëi p íå çáiëüøó¹òüñÿ. Çà îçíà÷åííÿì, òàêèì ÷èñëîì ¹ ñàìå lk̂(p). Çâiäñè é äiñòà¹ìî,
ùî â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó âèêîíóýòüñÿ ðiâíiñòü (11). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2. Íåõàé k̂ � äîâiëüíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íàä ìíîæèíîþ ÷èñåë N \
{1, 2}, A(k̂) � ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà ìåòàñòåïåíÿ k̂. Òîäi:

1) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ ìà¹ âèãëÿä k̂ = 〈k1, k2, . . . , ks, 3, 3, . . .〉, òî ïîðÿäîê A(k̂) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

|A(k̂)| = m · 3∞, (15)

äå m ¹ ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ ïîðÿäêó ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè A(k1, k2, . . . , ks) íà íàéâè-
ùèé ñòåïiíü ÷èñëà 3, ÿêèé äiëèòü öåé ïîðÿäîê;
2) äëÿ âñiõ iíøèõ ïîñëiäîâíîñòåé k̂, âèçíà÷åíèõ â óìîâi òåîðåìè, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|A(k̂)| = |S(k̂)|; (16)

3) iíäåêñ ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè â ìåòàñèìåòðè÷íié ãðóïi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

[S(k̂) : A(k̂)] = 2∞. (17)

Äîâåäåííÿ. 1) Ïîðÿäîê ñêií÷åííîãî ôàêòîðà A(k1, k2, . . . , ks, 3, 3, . . . , 3), äå ÷èñëî 3 ïî-

âòîðþ¹òüñÿ l ðàç, ãðóï A(k̂) äîðiâíþ¹ m · 3r(l), äå r(l) � ïåâíà ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ,
ÿêà ìîíîòîííî çðîñòà¹ ç ðîñòîì l, ïðè÷îìó (m, 3) = 1. Çâiäñè, çà îçíà÷åííÿì ïîðÿäêó
ïðîñêií÷åííî¨ ãðóïè îòðèìó¹ìî (15).

2) Äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé k̂, ÿêi íå çàêií÷óþòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ < 3, 3, . . . > ìiðêó-

âàííÿ ïðî ïîêàçíèêè ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ ó ðîçêëàäi ñóïåðíàòóðàëüíîãî ÷èñëà |A(k̂)| â
êîæíîìó ç ðîçãëÿíóòèõ ó òåîðåìi 1 âèïàäêiâ, äëÿ ãðóïè A(k̂) ïðîõîäÿòü òî÷íî òàê ñàìî,

ÿê i äëÿ ãðóïè S(k̂). Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (16).

3) Iíäåêñ [S(k̂) : A(k̂)] âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïîñëiäîâíiñòþ iíäåêñiâ
[
oni=1 Ski

: oni=1Aki

]
.

Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà n òàêèé iíäåêñ ¹ ïîêàçíèêîì äâiéêè, ïðè÷îìó çi çðîñòàííÿì n
öåé ïîêàçíèê çðîñòà¹ (äèâ. [1]). Çâiäñè é äiñòà¹ìî (17). Òåîðåìó äîâåäåíî.

4. Ñêií÷åííi òîïîëîãi÷íi ñèñòåìè òâiðíèõ ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï íåñêií÷åí-

íîãî ðàíãó.ßê âæå ïiäêðåñëþâàëîñÿ ó âñòóïi, äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi
k̂ íàä ìíîæèíîþ N \ {1} ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà S(k̂) ¹ íåñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ â òîïî-

ëîãi÷íîìó ñåíñi [2]. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî k̂ ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íàä ìíîæèíîþ N\{1, 2, 3, 4},
òî A(k̂) ¹ òîïîëîãi÷íî 2-ïîðîäæåíîþ [3]. Íàâåäåíi â ðîçäiëi 1 ëåìè 7�9 äàþòü çìîãó
áóäóâàòè ñêií÷åííi ñèñòåìè â íåñêií÷åííî iòåðîâàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêàõ ãðóï çà äîïî-
ìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó, ôîðìàëiçîâàíîãî ó âèãëÿäi ïîíÿòòÿ óçãîäæåíîñòi òàáëèöü.
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ öèìè òâåðäæåííÿìè i ðåçóëüòàòàìè ñòàòòi [2] äëÿ ïîáóäîâè ñêií÷åííèõ

ñèñòåì òâiðíèõ â A(k̂). Ïðè öüîìó, ÿê i â [1], íà ïîñëiäîâíîñòi k̂ íàêëàäà¹òüñÿ òåõíi÷íà

óìîâà η(k̂) ≥ 7, äå η(k̂) � íàéìåíøèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi k̂.
Íåõàé çíàêîçìiííà ãðóïà Aki

äi¹ íà ìíîæèíi {1, 2, . . . , ki}, i = 1, 2, . . .. ßêùî ki �
íåïàðíå ÷èñëî, òî âîíà ïîðîäæó¹òüñÿ ïàðîþ ïiäñòàíîâîê ai = (1, 2, . . . , ki), bi = (1, 2, 3),
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à ÿêùî ki � ïàðíå ÷èñëî, òî òâiðíèìè áóäóòü ai = (1, 2, . . . , ki − 1), bi = (2, 3, . . . , ki) [8].

Âèçíà÷èìî òåïåð òàêi òðè åëåìåíòè ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè A(k̂):
u2 = [e, a2(x1), e, . . .], v1 = [b1, e, e, . . .], v2 = [e, b2(x1), e, . . .],

äå a2(x1) =

{
a2, ÿêùî x1 = 1,
e, â iíøèõ âèïàäêàõ;

b2(x1) =

{
b2, ÿêùî x1 = 1,
e, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Êðiì òîãî, îêðåìî ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ u1, ïîêëàâøè u1 = [c1, e, c2(x2), . . .], äå c1 = a1, à

ïðè i ≥ 3 ôóíêöiþ ci âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ ci(xi−1) =


ai, ÿêùî xi = (5, 4, 4, . . . , 4, 1),
bi, ÿêùî xi = (5, 4, 4, . . . , 4, 2),
e, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi k̂, òàêî¨ ùî η(k̂) ≥ 7, ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà

A(k̂) ïîðîäæó¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi òàáëèöÿìè u1, u2, v1, v2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ N âèçíà÷èìî îáìåæåííÿ òàáëèöü u1, u2, v1, v2 íà ïåðøi l
êîîðäèíàò, òîáòî ïîáóäó¹ìî òàáëèöi u

(l)
1 = [c1, e, c3(x2), . . . , cl(xl−1)], u

(l)
2 = [e, a2(x1), e, . . . ,

e], v
(l)
1 = [b1, e, . . . , e], v

(l)
2 = [e, b2(x1), e, . . . , e]. Êîæíà ç òàê ïîáóäîâàíèõ ÷îòèðüîõ ïîñëi-

äîâíîñòåé u
(l)
1 , u

(l)
2 , v

(l)
1 , v

(l)
2 , l ∈ N, ¹ óçãîäæåíîþ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1, ïðè÷îìó â íàâåäåíèõ

âèùå ñïðîùåíèõ ïîçíà÷åííÿõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi ui = lim
l→∞

u
(l)
i , vi = lim

l→∞
v

(l)
i .

Çà äîâåäåíèì â [1], ïðè äîâiëüíîìó l ∈ N ìíîæèíà åëåìåíòiâ {u(l)
1 , u

(l)
2 , v

(l)
1 , v

(l)
2 } ¹ ñè-

ñòåìîþ òâiðíèõ âiíöåâîãî äîáóòêó oli=1Aki
. Çâiäñè, çà ëåìîþ 8, äiñòà¹ìî, ùî ìíîæè-

íà {u1, u2, v1, v2} ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ âiíöåâîãî äîáóòêó o∞i=1Aki
, òîáòî ìåòàçíàêîçìiííî¨

ãðóïè A(k̂). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Âèçíà÷åíà â òåîðåìi 3 ñèñòåìà òâiðíèõ ¹ íåçâiäíîþ, òîáòî æîäíà ¨¨
âëàñíà ïiäñèñòåìà íå áóäå òîïîëîãi÷íîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ A(k̂).

Öiëêîì ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3, âðàõîâóþ÷è ùå îäèí ðåçóëüòàò ç [1], ìîæíà
äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi k̂ òàêî¨, ùî η(k̂) ≥ 7, i äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà m ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà A(k̂) ìiñòèòü íåçâiäíi m-åëåìåíòíi òîïîëîãi÷íi ñèñòåìè
òâiðíèõ.

Çàçíà÷èìî, ùî íà âiäìiíó âiä ðåçóëüòàòiâ ç [3]�[5], äå âèêîðèñòîâóþòüñÿ éìîâiðíiñíi
ìiðêóâàííÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ôàêòó iñíóâàííÿ ñèñòåì òîïîëîãi÷íèõ òâiðíèõ ó âiíöå-
âèõ äîáóòêàõ âèãëÿäó o∞i=1Aki

, ìè íàâîäèìî ÿâíó êîíñòðóêöiþ òâiðíèõ, ïðè÷îìó äîñèòü
ñïåöiàëüíó � ëèøå îäèí åëåìåíò öi¹¨ ñèñòåìè ¹ "iñòîòíî íåñêií÷åííèì òîáòî ìà¹ íåñêií-
÷åííî áàãàòî íåòðèâiàëüíèõ êîîðäèíàò. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òi òðè åëåìåíòè ñèñòåìè
òâiðíèõ, ÿêi íåòðèâiàëüíî äiþòü ëèøå íà ïåðøèõ äâîõ êîîðäèíàòàõ, ìîæíà âèáèðàòè
áàãàòüìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà w ∈ A(k̂) òðàíñôîðìè

u
(w)
1 , u

(w)
2 , v

(w)
1 , v

(w)
2 òâiðíèõ u1, u2, v1, v2 çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà w çíîâó óòâîðþþòü ñè-

ñòåìó òâiðíèõ A(k̂). Â òàêèé ñïîñiá îòðèìó¹ìî öiëó ìíîæèíó 4-åëåìåíòíèõ ñèñòåì, ÿêà
ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ éìîâiðíiñíèõ îöiíîê ìîæëèâîñòåé âèáîðó òàêèõ ñèñòåì.
5. Íîðìàëiçàòîð ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè â ìåòàñèìåòðè÷íié.

Íåõàé k̂ = 〈k1, k2, . . .〉 � äîâiëüíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íàä ìíîæèíîþ N \ {1, 2, 3},
Xi = {1, 2, . . . , ki}. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèìåòðè÷íà i çíàêîçìiííà ãðóïè Ski

òà Aki

äiþòü íà ìíîæèíi Xi, i = 1, 2, . . .. Òîäi ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà S(k̂) òà ìåòàçíàêîçìiííà



148 Á. Â. Îëiéíèê, Â. Ñ. Ñiêîðà, Â. I. Ñóùàíñüêèé

ãðóïà A(k̂) äiþòü òðàíçèòèâíî àëå iìïðèìiòèâíî íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó X =
∏∞

i=1Xi.

l-òó êîîðäèíàòó òàáëèöi u ∈ S(k̂) ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì [u]l, à ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê
äîâæèíè l öi¹¨ òàáëèöi, òîáòî òàáëèöþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðøèõ l êîîðäèíàò òàáëèöi u
� ñèìâîëîì ul.

Ëåìà 10. Äëÿ äîâiëüíèõ òàáëèöü u, v ∈ S(k̂) ç êîîðäèíàòàìè gl(xl−1) òà hl(xl−1), l =
1, 2, . . ., âiäïîâiäíî, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

a) [u−1]l = g−1
l

(
x

u−1
l−1

l−1

)
; b) [vuv−1]l = hl(xl−1)gl

(
x

vl−1

l−1

)
h−1

l

(
x

vl−1ul−1v−1
l−1

l−1

)
.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé (3), (4).

Ñèìâîëîì
[
S(k̂)

]
l
(âiäïîâiäíî,

[
A(k̂)

]
l
) ïîçíà÷èìî ãðóïó l-òèõ êîîðäèíàò òàáëèöü

ç S(k̂) (âiäïîâiäíî, ç A(k̂)), à ñèìâîëîì
(
S(k̂)

)
l
(âiäïîâiäíî,

(
A(k̂)

)
l
) � ¨¨ îáðàç ïðè

ïðèðîäíîìó çàíóðåííi â S(k̂) (âiäïîâiäíî, â A(k̂)). Ïiäãðóïè
(
S(k̂)

)
l
, l = 1, 2, . . ., ãðóïè

S(k̂) ïîðîäæóþòü ãðóïó (F ) o∞i=1 Ski
, à ïiäãðóïè

(
A(k̂)

)
l
, l = 1, 2, . . ., � ãðóïó (F ) o∞i=1Aki

,

òîáòî ñêðiçü ùiëüíó â ïðîñêií÷åííié òîïîëîãi¨ ïiäãðóïó ìåòàñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S(k̂) ÷è

ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè A(k̂).

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêöiþ g(xl) ∈
[
S(k̂)

]
l+1

íàçèâà¹ìî ñëàáêî àëüòåðíàòèâíîþ ñïðàâà

(çëiâà), ÿêùî iñíó¹ ïiäñòàíîâêà σ ∈ Skl+1
òà ôóíêöiÿ h(xl) ∈

[
A(k̂)

]
l+1

òàêi, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî x
(0)
l ∈ X(l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

g(x
(0)
l ) = h(x

(0)
l ) · σ

(
g(x

(0)
l ) = σ · h(x(0)

l )
)
.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈
[
S(k̂)

]
l+1

ôóíêöiÿ σ−1 · h(xl) · σ ìiñòèòüñÿ â[
A(k̂)

]
l+1

, òî êîæíà ñëàáêî àëüòåðíàòèâíà ñïðàâà ôóíêöiÿ ¹ îäíî÷àñíî ñëàáêî àëüòåð-
íàòèâíîþ çëiâà i íàâïàêè. À òîìó äàëi ìîæíà ãîâîðèòè ïðîñòî ïðî ñëàáêî àëüòåðíàòèâíi
ôóíêöi¨. Íåõàé Hl+1 � ïiäìíîæèíà âñiõ ñëàáêî àëüòåðíàòèâíèõ ôóíêöié ç

[
S(k̂)

]
l+1

.

Ëåìà 11. Ìíîæèíà âñiõ ñëàáêî àëüòåðíàòèâíèõ ôóíêöi¨ Hl+1 ¹ ïiäãðóïîþ â ãðóïi[
S(k̂)

]
l+1

, ïðè÷îìó [[
S(k̂)

]
l+1

: Hl+1

]
= 2. (18)

Äîâåäåííÿ. Äîáóòîê ñëàáêî àëüòåðíàòèâíèõ ôóíêöié ¹ çíîâó ñëàáêî àëüòåðíàòèâíîþ.
Îñêiëüêè |Hl+1| <∞, òî çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî Hl+1 � ïiäãðóïà. Ðiâíiñòü (18) âèïëèâà¹ ç
òîãî, ùî

[
Skl+1

: Akl+1

]
= 2.

Ñèìâîëîì N(k̂) ïîçíà÷èìî íîðìàëiçàòîð ïiäãðóïè A(k̂) â ãðóïi S(k̂).

Òåîðåìà 5. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi k̂ íàä ìíîæèíîþ N \ {1, 2, 3} íîðìàëiçàòîð

N(k̂) ïiäãðóïè A(k̂) â S(k̂) ñêëàäà¹òüñÿ ç íàéìîæëèâiøèõ òàáëèöü âèãëÿäó [g1, g2(x1),
g3(x2), . . .] òàêèõ, ùî g1 ∈ Ak1 òà gl(xl−1) ∈ Hl ïðè l > 1. Ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü[

N(k̂) : A(k̂)
]

= 2∞. (19)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî íîðìàëiçàòîð N(k̂) ¹ ðîçùiïëþâàíîþ ïiäãðóïîþ â S(k̂) ó
òîìó ñåíñi, ùî ðàçîì ç êîæíîþ òàáëèöåþ [g1, g2(x1), g3(x2), . . .] âií ìiñòèòü òàêîæ âñi
¨¨ êîîðäèíàòíi òàáëèöi, òîáòî òàáëèöi âèãëÿäó [e, . . . e, gi(xi−1), e, . . .] (i ∈ {1, 2, . . .}). À
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êîæíà ðîçùiïëþâàëüíà ïiäãðóïà â S(k̂) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ ïîñëi-

äîâíiñòþ ñâî¨õ êîîðäèíàòíèõ ïiäãðóï � ïiäãðóï ôóíêöié ç
[
S(k̂)

]
l
, l = 1, 2, . . ., äëÿ ÿêèõ

âiäïîâiäíi êîîðäèíàòíi òàáëèöi ìiñòÿòüñÿ â öié ïiäãðóïi.

Îòæå, äîñèòü äîâåñòè, ùî íîðìàëiçàòîð N(k̂) âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ êîîðäè-
íàòíèõ ïiäãðóï M1 = Ak1 , M2, M3,. . . .

Ïåðåñâiä÷èìîñü, ùî êîæíà òàáëèöÿ, ÿêà íàëåæèòü äî ïiäãðóïè M , âèçíà÷åíî¨ ïî-
ñëiäîâíiñòþ M1, M2, M3,. . . , ìiñòèòüñÿ â íîðìàëiçàòîði N(k̂). Íåõàé u � òàáëèöÿ ç

êîîðäèíàòàìè gl(xl−1), l ≥ 1, ç öi¹¨ ïiäãðóïè, à v = [h1, h2(x1), h3(x2), . . .] ∈ A(k̂), òîäi

l-òà êîîðäèíàòà òàáëèöi uvu−1 ìà¹ âèãëÿä Fl = gl(xl−1) · h(xu
l−1) · g−1

l

(
xuvu−1

l−1

)
.

Çà îçíà÷åííÿì ïiäãðóïè M, ôóíêöiÿ gl(xl−1) ìà¹ âèãëÿä gl(xl−1) = σg
′

l(xl−1). Çâiäñè
äiñòà¹ìî

Fl = σ · g′l(xl−1) · h(xu
l−1) ·

(
σ · g′l

(
xuvu−1

l−1

))−1

= σ ·
(
g
′

l(xl−1) · h(xu
l−1) ·

(
g
′

l

(
xuvu−1

l−1

))−1
)
· σ−1.

Äîáóòîê g
′

l(xl−1) · h(xu
l−1) ·

(
g
′

l

(
xuvu−1

l−1

))−1

ìiñòèòüñÿ â [A(k̂)]l. À òîìó é Fl ∈ [A(k̂)]l.

Îñêiëüêè ïðè äîâiëüíîìó l êîîðäèíàòà [uvu−1]l òàáëèöi uvu
−1 ìiñòèòüñÿ â [A(k̂)]l, òî

uvu−1 ∈ M , ùî é âèìàãàëîñÿ. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ M ⊆ N(k̂). Ïåðåâiðêà
âêëþ÷åííÿ â iíøèé áiê çäiéñíþ¹òüñÿ ïîäiáíî, òîìó ìè ¨¨ íå íàâîäèìî. Òåîðåìó äîâåäåíî.

6. Äîñêîíàëiñòü òà óíiâåðñàëüíiñòü ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðó-
ïà G íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëîþ, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ çi ñâî¨ì êîìóòàíòîì (òîáòî G = G′),
à ¨¨ öåíòð òðèâiàëüíèé.

Òåîðåìà 6. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k̂ òàêî¨, ùî
η(k̂) ≥ 5, ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà A(k̂) ¹ äîñêîíàëîþ.

Äîâåäåííÿ. Âiíöåâèé äîáóòîê äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåòðèâiàëüíèõ ãðóï
G1, G2, . . . ìà¹ òðèâiàëüíèé öåíòð. À òîìó äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ
òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü A(k̂) = A′(k̂). Îñêiëüêè ãðóïà A(k̂) ¹ ñêií÷åííî ïîðî-
äæåíîþ ÿê ïðîñêií÷åííà ãðóïà, òî ¨¨ êîìóòàíò ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ, à, îòæå, çái-
ãà¹òüñÿ iç çàìèêàííÿì êîìóòàíòà ïiäãðóïè (F ) o∞i=1 Aki

� ôiíiòàðíî¨ ÷àñòèíè âiíöåâîãî
äîáóòêó o∞i=1Aki

. Êîìóòàíò (F ) o∞i=1Aki
¹ ðîçùiïëþâàíîþ ïiäãðóïîþ, à òîìó âèçíà÷à¹òüñÿ

ïîñëiäîâíiñòþ ñâî¨õ êîîðäèíàòíèõ ãðóï G1 = Ak1 , G2, G3,... Êîæíà ç ãðóï Gi (i ≥ 2) ¹
ïiäãðóïîþ ïðÿìîãî ñòåïåíÿ (Aki

)mi äëÿ âiäïîâiäíîãî çíà÷åííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà mi.
Îñêiëüêè ãðóïè Gi âèçíà÷àþòü êîìóòàíò ãðóïè (F ) o∞i=1Aki

, òî äëÿ äîâiëüíîãî i ïiäãðóïà

Gi ≤ (Aki
)mi ìiñòèòü êîìóòàíò ïðÿìîãî ñòåïåíÿ (Aki

)mi . Âðàõîâóþ÷è, ùî η(k̂) ≥ 5, êî-
æíà ç ãðóï Aki

¹ ïðîñòîþ, à òîìó êîìóòàíò (Aki
)mi çáiãà¹òüñÿ ç (Aki

)mi . Çâiäñè äiñòà¹ìî,
ùî Gi = (Aki

)mi , òîáòî êîìóòàíò ãðóïè (F ) o∞i=1 Aki
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ êîîð-

äèíàòíèõ ïiäãðóï [A(k̂)]1, [A(k̂)]2, [A(k̂)]3, à îòæå çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ ãðóïîþ. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Òåîðåìà 7. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ íåîáìåæåíà, òî ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà A(k̂) ¹ óíi-
âåðñàëüíîþ ùîäî çàíóðåííÿ â êëàñi âñiõ ïðîñêií÷åííèõ ãðóï çëi÷åííî¨ âàãè. Iíøèìè
ñëîâàìè, êîæíà ïðîñêií÷åííà ãðóïà çi çëi÷åííîþ áàçîþ îêîëiâ îäèíèöi içîìîðôíî çà-
íóðþ¹òüñÿ â A(k̂). Ïðè öüîìó îáðàç öi¹¨ ãðóïè ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ â A(k̂).
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Äîâåäåííÿ. ßê äîâåäåíî â [9] (äèâ. òàêîæ [7], ñòîð. 56), äåêàðòiâ äîáóòîê çíàêîçìiííèõ
ãðóï

∏∞
n=1An ¹ óíiâåðñàëüíèì ùîäî çàíóðåíü â êëàñi ïðîñêií÷åííèõ ãðóï çëi÷åííî¨ âà-

ãè. Äëÿ äîâiëüíîãî l ≥ 1 êîîðäèíàòíà ãðóïà [A(k̂)]l ìiñòèòü çíàêîçìiííó ãðóïó Akl
ÿê

ïiäãðóïó ñòàëèõ ôóíêöié. Âñi òàêi ïiäãðóïè ïîðîäæóþòü â A(k̂) ãðóïó, ÿêà içîìîðôíà

äî äåêàðòîâîãî äîáóòêó
∏∞

i=1Aki
. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü k̂ íåîáìåæåíà, òî ç íå¨ ìîæíà

âèáðàòè ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïiäïîñëiäîâíiñòü kr1 , kr2 ,.... Äåêàðòiâ äîáóòîê
∏∞

i=1Akri
ìi-

ñòèòü ïiäãðóïó, ÿêà içîìîðôíà ç
∏∞

n=3An òà ìiñòèòüñÿ â
∏∞

i=1Aki
. Çâiäñè é îòðèìó¹ìî

ïîòðiáíå çàíóðåííÿ. Çàìêíåíiñòü îáðàçó äàíî¨ ïðîñêií÷åííî¨ ãðóïè ïðè òàêîìó çàíó-
ðåííi âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî, ÿê âñòàíîâëåíî â [9], çàìêíåíèì ¹ îáðàç öi¹¨ ãðóïè ïðè ¨¨
çàíóðåííi â

∏∞
n=3An. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü k̂ ¹ îáìåæåíîþ, òî ãðóïà A(k̂) î÷åâèäíî íå óíi-
âåðñàëüíà ùîäî çàíóðåíü äëÿ êëàñó ïðîñêií÷åííèõ ãðóï ñêií÷åííî¨ âàãè. Öå îçíà÷à¹,
ùî óìîâà íåîáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi k̂ ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíîþ äëÿ óíiâåðñàëüíî-
ñòi A(k̂).
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