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1 Вступ
Графiчнiсть мультимножини є фундаментальним поняттям теорiї графiв,
що застосовується в багатьох її роздiлах. Проблема визначення властиво-
стей, що вказують на графiчнiсть мультимножини, полягає у тому, щоб
якомога точнiше дати певнi явнi ознаки графiчностi мультимножини для
всiх можливих класiв графiв.

Ця проблема є багатою на дослiдження темою. Серед людей, якi зробили
свiй внесок у цю тему, були Пiтер Хаммер, Бруно Сiмеоне, Сейфолла Луi
Хакiмi та багато iнших.

Метою дослiдження є розробка та реалiзацiя алгоритму перевiрки муль-
тимножини на графiчнiсть та її побудова у виглядi графа. Мета роботи
зумовила наступнi науковi завдання:

1. Дослiдити графiчну реалiзацiю мультимножин на простих графах.

2. Дослiдити графiчну реалiзацiю мультимножин на мультиграфах гра-
фах.

3. Реалiзувати алгоритм перевiрки мультимножини на графiчнiсть.

4. Реалiзувати алгоритм побудови графiчної мультимножини на графi.

Робота складається з трьох частин. В 2 роздiлi ми дослiджуємо згаданi
ранiше поняття в рiзних класах графiв. Також, ми описали центр та пери-
ферiю певних класiв графiв.

В 3 роздiлi ми описали алгоритм перевiрки мультимножини на графi-
чнiсть та її зображення на графi, навели пояснення до програмної реалiзацiї
алгоритму та показали роботу алгоритму на прикладi.
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2 Основнi означення та попереднi результати

2.1 Означення
Граф — один iз базових термiнiв теорiї графiв, що включає в себе множину
вершин i ребер.

Вершина — один iз базових термiнiв теорiї графiв, що є точкою, з якої
можуть виходити ребра в iншi вершини графа.

Ребро — один iз базових термiнiв теорiї графiв, що з’єднує вершини графа
мiж собою.

Сумiжнi вершини — вершини, якi з’єднанi одним спiльним ребром.

Компонента зв’язностi — деяка пiдмножина вершин графа. Для будь-якої
вершини iз цiєї пiдмножини iснує шлях до iншої будь-якої вершини iз цiєї
ж пiдмножини та не iснує шляхiв до вершин iз iнших множин.

Зв’язний граф — тип графа, у якому всi вершини мiстяться в однiй компо-
нентi зв’язностi.

Скiнченний граф — граф, який мiстить в собi скiнченну кiлькiсть вершин.

Двочастковий грaф — граф, множину вершин V якого можна розбити на
двi пiдмножини V1 та V2 таким чином, що будь-яке ребро цього графа буде
iнцидентне вершинi iз V1 та V2.

Цикл — замкнений ланцюг вершин графа.

Простий цикл — цикл, що не проходить двiчi через одну i ту саму вершину.

Зв’язна множина вершин — множина вершин графа, яка породжує зв’язний
пiдграф.

Точка з’єднання — вершина графа, видалення якої призведе до збiльшення
кiлькостi компонент зв’язностi цього графа.

Блок в графi — пiдграф без точок з’єднання.

Iзоморфнi графи — графи, в яких iснує взаємооднозначна вiдповiднiсть мiж
їх вершинами i ребрами, при яких зберiгається сумiжнiсть та iнцидентнiсть.

Висяча вершина — вершина, яка є сумiжною лише iз однiєї iншою верши-
ною.

Двозв’язний граф — граф без точок з’єднання.
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Iзометричний пiдграф — це зв’язний пiдграфH зв’язного графаG, метрика
якого спiвпадає iз метрикою G на множинi вершин V (H).

Дерево — зв’язний граф, який не мiстить циклiв.

Повний граф Kn — граф iз n вершинами, кожнi двi вершини якого є сумi-
жними.

Шлях — послiдовнiсть вершин i ребер, кожен елемент якої є iнцидентним
iз сусiднiми елементами.

Простий шлях — шлях, в якому жодна вершина не зустрiчається двiчi.

Split-граф – граф, мультимножину вершин якого можна розбити на пов-
ний пiдграф i сукупнiсть незв’язних вершин. На split-графах є визначеною
функцiя m(d) = max{k : 1 ≤ k ≤ n, dk ≥ k − 1}, де 1 ≤ k < n.

Мультимножина – пара X, f , де X – впорядкована множина; f : X → N .

Розщеплення σ(G) – мiнiмальна кiлькiсть ребер, якi потрiбно додати або
вiдняти вiд довiльного графа G, щоб отримати в результатi split-граф.
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2.2 Попереднi результати
Теорема 1. Теорема Ердеша-Галлаi.Мультимножина

∏
= (d1, d2, ..., dp)

числа 2q на p частин, (d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dp) є графiчним тодi i тiльки тодi,

коли для будь-якого цiлого числа p ≥ r ≥ 1,
r∑

i=1

di ≤ r(r−1)+
p∑

i=r+1

min{r, di}

Доведення. Необхiднiсть. Доведення необхiдностi є тривiальним: кожне ре-
бро враховується двiчi, тому їх сума є парною, права ж частина – це вклад
в суму перших k степенiв вiд ребер, iндукованих вiдповiдними вершинами
i ребрами, у вершини, що залишилися.
Достатнiсть. Нехай субреалiзацiя неспадної мультимножини

∏
= (d1, d2, ..., dp)

є графом iз вершинами v1, v2, ..., vp, такими, що d(vi) ≤ di ≤ p, де d(vi визна-
чає степiнь vi. Також дана мультимножина

∏
= (d1, d2, ..., dp) задовiльняє

початковим умовам.
Враховуючи цi початковi умови, будуємо реалiзацiю через послiдовнi су-
бреалiзацiї. Початкова субреалiзацiя має p вершин i не мiстить ребер.
В цiй субреалiзацiї маємо критичний iндекс r – найбiльший iндекс такий,
що d(vi) = di для 1 ≤ i ≤ r. Вiд самого початку r може дорiвнювати нулю
лише в тому випадку, коли мультимножина мiстить лише нулi. В такому
випадку алгоритм є закiнченим. Поки r ≤ p, ми отримуємо нову субреалi-
зацiю з меншою рiзницею dr−d(vr при вершинi vr, не змiнюючи при цьому
степiнь будь-якої вершини vi таких, що i < r. Цей алгоритм зупиниться
лише в тому випадку, коли поточна субреалiзацiя буде являти собою реа-
лiзацiю

∏
.

Нехай S = vr+1, ..., vn. Ми зберiгаємо умову, що S – незалежна множина,
що початково виконується. Записуємо vi ↔ vj, якщо vivj ∈ E(G); iнакше
vi = vj.
Випадок 1. vr = vi для деякої вершини такої, що d(vi < di). Додаємо ребро
vrvi.
Випадок 2. vr = vi для деякого i такого, що i < r. Оскiльки d(vi) = di ≥
dr > d(vr)), iснує u ∈ N(vi)− (N(vr) ∪ {vr}), де N(z) = {y : z ↔ y}. Якщо
dr − d(vr) ≥ 2, то замiнюємо uvi на {uvr, vivr}. Якщо dr − d(vr) = 1, то,
оскiльки

∑
di −

∑
d(vi) – парна, то iснує деякий iндекс k, де k > r такий,

що d(vk) < dk. Випадок 1 застосовується лише тодi, коли vr ↔ vk; замiню-
ємо {vrvk, uvi} на {uvr, vivr}.
Випадок 3. v1, ..., vr−1 ∈ N(vr), i d(vk) 6= min r, dk для деяких k, таких, що
k > r. В субреалiзацiї d(vk) ≤ dk. Оскiльки S є незалежною, d(vk ≤ r).
Отже d(vk) < min{r, dk}, i Випадок 1 виконується, лише тодi, коли vk ↔ vr.
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Оскiльки d(vk) < r, iснує деяке i таке, що i < r, при чому vk = vi. Оскiль-
ки d(vi) > d(vk), iснує деяке u ∈ N(vi) − (N(vr) ∪ {vr}) Замiнюємо uvi на
{uvr, vivk}.
Випадок 4. v1, ..., vr−1 ∈ N(vr), i vi = vj для деяких i та j, при цьо-
му i < j < r. Випадок 2 виконується, лише тодi, коли vi, vj ∈ N(vr).
Оскiльки d(vi) ≥ d(vj) > d(vr), iснує деяке u ∈ N(vi) − (N(vr) ∪ {vr}) i
w ∈ N(vj)− (N(vr)∪{vr}). Оскiльки u,w /∈ N(vr), Випадок 2 виконується,
лише тодi, коли u,w ∈ S. Замiнюємо {uvi, wvj} на {vivj, uvr}.
Якщо жоден iз зазначених випадкiв не виконується, то v1, ..., vr є попар-
но сумiжними i d(vk) = min{r, dk} для k > r. Оскiльки S є незалежною,
n∑

i=1

d(vi) = r(r − 1) +
n∑

k=r+1

min{r, dk}. Згiдно з умовою,
r∑

i=1

di є обмежений

правою частиною. Отже ми уже маємо недостачу у вершинi r. Збiльшуємо
r на 1 i продовжуємо алгоритм.

Твердження 1.

1. G – split-граф, тодi i тiльки тодi, якщо σ(G) = 0

2. Для всiх графiв G, σ(G) = σ(G)

3. Якщо G1, ..., Gr – зв’язнi компоненти зв’язностi G, то

σ(G) ≥ σ(G1) + ...+ σ(Gn)

Доведення. Пункти 1 та 2 є очевидними. Третiй пункт слiдує iз спостере-
ження, що будь-яке додавання або видалення ребер в G для отримання
split-графа також призводить до отримання split-графiв G1, ..., Gr.

Для отримання явної формули в наступнiй теоремi, потрiбна лема, яка
говорить: Для кожного S ⊆ V , мультимножина

s(S) = 1
2|S|(|S| − 1)− |E(G(S))|+ |E(G(V − S))|

.
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3 Основнi результати
Твердження 2. Мультимножина (d1, d2, ..., dp) реалiзується псевдографом

тодi i тiльки тодi, коли число
p∑

i=1

di – є парним числом.

Доведення. Необхiднiсть. Згiдно з лемою про рукостискання, сума всiх сте-

пеней графа є парним числом. Кратнi ребра не впливають на парнiсть
p∑

i=1

di,

оскiльки додають 2 до суми стенеiв вершин графа, власне, як i петлi, що

говорить про те, що
p∑

i=1

di завжди буде парним числом.

Достатнiсть. Розiб’ємо елементи мультимножини на двi групи згiдно з їх
парнiстю. Розглянемо парнi елементи мультимножини: їхню графiчнiсть
можна зобразити шляхом додавання петель до кожної вершини, доки не
буде досягнуто потрiбної кiлькостi ребер при кожнiй вершинi. Розгляне-
мо непарнi елементи мультимножини. Згiдно з лемою про рукостискання,
ми маємо непарну кiлькiсть непарних вершин в графi. Зв’язуючи елемент
мультимножини найбiльшого степеня кратними ребрами iз наступним еле-
ментом мультимножини, рухаючись далi по елементам незростаючої муль-
тимножини, ми можемо досягнути повного графiчного зображення нашої
мультимножини.

Теорема 2. Мультимножина
∏

= (d1, d2, ..., dp) реалiзується мульти-
графом, тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

1.
∑n

i=1 di = 2q, де q ∈ N

2.
∑n−1

i=1 di ≥ dn.

Доведення. Необхiднiсть умови
∑n

i=1 di = 2q, виконується внаслiдок того,
що q – кiлькiсть вершин графа G.
Щоб довести умову

∑n−1
i=1 di ≥ dn, припустимо супротивне: нехай iснує граф

G такий, що
∑n−1

i=1 di < dn. Нехай dn – степiнь вершини vn графа G. Iз нерiв-
ностi

∑n
i=1−1di < dn випливає, що iснує хоча б одна вершина iз графа G,

яка є сумiжної тiльки з vn. Це суперечить умовi, оскiльки
∑n

i=1−1di ≥ dn.
Достатнiсть. Достатнiсть доводиться за iндукцiєю. Якщо n = 2, то з дру-
гої умови випливає, що d1 = d2. Така мультимножина реалiзується графом
з двома вершинами, якi є сумiжними. Для n = 3 маємо мультимножину
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(d1, d2, d3), яка задовiльняє першу i другу умови, i нам потрiбно знайти
граф з трьома вершинами, який реалiзує цю мультимножину.
Розглянемо графи з трьома вершинами. Нехай nij = n + ji позначає кiль-
кiсть ребер мiж вершинами vi та vj, де i, j = 1, 2, 3, i 6= j. З цього маємо:

d1 = n12 + n13 = n21 + n31,
d2 = n23 + n21 = n32 + n12,
d3 = n31 + n32 = n13 + n23.

З цiєї системи рiвнянь, отримуємо

n12 =
(d1+d2+d3)−2d3

2 ,
n13 =

(d1+d2+d2)−2d3
2 ,

n22 =
(d1+d2+d1)−2d3

2 .

Iснування шуканого графа є доведеним, якщо показати, що n12, n13, n23 –
невiд’ємнi числа. З другої умови випливає, що сума будь-яких n− 1 цiлих
чисел є не меншою нiж число, що залишилося, з чого слiдує , що n12, n13, n23
– невiд’ємними. З першої умови слiдує, що

∑n
i=1 di− 2dj, (1 ≤ j ≤ n) є пар-

ною, з чого слiдує, що n12, n13, n23 – цiлi числа.
Щоб завершити доведення за iндукцiєю, припустимо, що твердження ви-
конується для n < k, де k > 3, з чого ми покажемо, що воно виконується
i для n = k. Нехай d1, d2, ..., dk, де k натуральних чисел, якi задовiльня-
ють початковим умовам. Розглянемо мультимножину натуральних чисел
d2, d3, ..., dk−1, dk − d1. Припустимо, що dk − d1 6= 0. Потрiбно, щоб ця нова
мультимножина задовiльняла початковi умови. Сума елементiв мультимно-
жини рiвна

∑k
i=1 di − 2d1, яка є парним числом, з чого слiдує, що

∑n
i=1 di

також є парною, оскiльки задовiльняється перша умова. Залишається до-
вести, що нова мультимножина задовiльняє другу умову.
Маємо

∑k−1
i=1 di ≥ dk, з чого виплива

∑k−1
i=2 di ≥ dk − d1. Якщо dk − d1 –

найбiльше число мультимножини, то це задовiльняє другiй умовi, якщо ж
нi, то dk−1 є найбiльшим числом мультимножини i нам потрiбно показати,
що (d2 + d3 + ... + dk−2 + (dk − d1)) ≥ dk−1. Ця нерiвнiсть виконується для
k > 3, оскiльки dk ≥ d2k−1 i d2 ≥ d1.
Згiдно з гiпотезою будь-яка мультимножина iз n < k натуральних чисел,
яка задовiльняє початковим умовам, є графiчною, тобто iснує граф G1,
який реалiзує мультимножину степеней вершин графа (d2, d3, ..., dk−1, dk −
d1).
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До графа G1 додаємо вершину v1 i з’єднуємо з нею d1 вершин iз G1, якi вiд-
повiдають цiлому числу dk−d1. Побудований таким чином граф вiдповiдає
початковiй мультимножинi. Якщо dk−d1 = 0, то нова мультимножина ста-
новить собою (d2, d3, ..., dk−1), яка також задовiльняє початковим умовам,
а, вiдповiдно, реалiзується графом G1. Крiм того нам потрiбно додати двi
вершини до G1 i з’єднати з ними d1 = dk вершин. Цей крок є останнiм в
доведеннi теореми, оскiльки ми отримуємо початковий граф.

З цiєї теореми випливає наслiдок
Наслiдок 1. Для будь-якої трьохелементної мультимножини (d1, d2, d3)
iснує лише один граф, який реалiзує цю мультимножину, вершини якого
мають степенi d1, d2, d3.

d-iнварiантне перетворення. Припустимо, що граф G реалiзує муль-
тимножину (d1, d2, d3). Розглянемо пару пiдграфiв e(vi, vj) i e(vk, v0) iз гра-
фа G, якi є зв’язними i вiдповiдно мiстять вершини vi, vj та vk, v0. Щоб не
втратити загальностi, припустимо, що вершини vi, vj, vk, v0 є попарно рiзни-
ми. Перетворимо граф G в граф G1, шляхом видалення з нього пiдграфiв
e(vi, vj) i e(vk, v0) i додання до нього пiдграфiв e(vi, vk) та e(vj, v0), якi вiд-
повiдно мiстять вершини vi, vk та vj, v0, або додання до нього пiдграфiв
e(vi, v0) та e(vj, vk), якi вiдповiдно мiстять вершини vi, v0 та vk. Потрiбно за-
значити, що при такому перетвореннi степенi вершин графа залишаються
незмiнними. Таке перетворення називається елементарним d-iнварiантним
перетворенням. Сукупнiсть всiх графiв, якi реалiзують одну i ту ж саму
мультимножину називається сукупнiстю d−iнварiантних графiв.

Лема 1. Нехай g1, g2, ..., gr; r > 1, – компоненти зв’язностi G, при цьому
не кожен з них є деревом. Тодi iснує граф G1, який є d-iнварiантним для
графа G iз r − 1 компонент зв’язностi.

Доведення. Нехай gi – компонента зв’язностi графа G, яка мiстить цикл.
Нехай evi,v1 – пiдграф, який мiстить цикл gi. Вiзьмемо довiльний evj ,v1 –
пiдграф gi, при цьому i 6= j. Завдяки елементарному d−перетворенню, що
включає evi,v1 i evj ,v1, ми отримуємо новий граф G1, в якому пiдграфи gi
та gj знаходяться в однiй компонентi зв’язностi, тобто кiлькiсть компонент
початкового графа була зменшена на одну.

Потрiбно зазначити, що таким чином ми можемо зменшувати кiлькiсть
компонент зв’язностi, доки в початковому графi G iснують компоненти
зв’язностi, що мiстять цикл.

Теорема 3Достатнi i необхiднi умови для мультимножини (d1, d2, ..., dn)
для її реалiзацiї у виглядi зв’язного графа:
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1. Мультимножина (d1, d2, ..., dn) є графiчною, тобто вона задовiльняє
умовам Теореми 2.

2.
∑n

i=1 di ≥ 2(n− 1).

Доведення. Необхiднiсть. Необхiднiсть першої умови уже є доведеним. Для
того, щоб довести необхiднiсть другої умови, розглянемо зв’язний граф G.
В зв’язному графi з n вершин, кiлькiсть елементiв мультимножини q при-
наймнi рiвне n − 1. Вiдомо, що

∑n
i=1 di ≥ 2q, з чого випливає

∑n
i=1 di ≥

2(n− 1).
Достатнiсть. Щоб довести достатнiсть, припустимо, що мультимножина
(d1, d2, ..., dn) задовiльняє початковi умови. Доведемо, що серед усiх d−iнварiантних
графiв, якi реалiзують мультимножину (d1, d2, ..., dn) iснує хоча б один зв’язний.
Оскiльки мультимножина (d1, d2, ..., dn) задовiльняє першу умову, то iснує
граф G, який реалiзує цю мультимножину. Якщо G – зв’язний, то дове-
дення є завершеним, тому припустимо, що G – не є зв’язним. Позначимо
компоненти зв’язностi графа G через g1, g2, ..., gr, де r > 1. Припустимо, що
g1, g2, ..., gr – компоненти зв’язностi без циклiв. У випадку, якщо компонен-
та зв’язностi gi мiстить цикл, то згiдно з Лемою 1, ми можемо її об’єднати
з iншою компонентою зв’язностi gj, зменшивши при цьому загальну кiль-
кiсть компонент зв’язностi. Ми можемо продовжувати цю операцiю, доки
всi компоненти зв’язностi не будуть мiстити циклiв. Якщо g1, g2, ..., gr – не
мiстять циклiв, то кiлькiсть компонент зв’язностi становить n − r. З цьо-
го випливає

∑n
i=1 di = 2(n − 1), тобто виконується друга умова теореми i

теорема є доведеною.

Наступний наслiдок легко виводиться як наслiдок попередньї теореми:
Наслiдок 2. Мультимножина (d1, d2, ..., dn) реалiзується деревом тодi i
тiльки тодi, коли виконується наступна умова:∑n

i=1 di = 2(n− 1).

Теорема 4 [7]. Мультимножина
∏

= (d1, d2, ..., dp), p − 1 ≥ d1 ≥ d2 ≥
... ≥ dp, є графiчною тодi i тiльки тодi, коли графiчною є модифiкована
мультимножина

∏′ = (d2 − 1, d3 − 1, ..., dd1+1, dd2+1, ..., dp).
Наслiдок 3. Мультимножина

∏
= (d1, d2, ..., dp), де

p− 1 ≥ (d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dp),

є графiчною тодi i тiльки тодi, коли наступний алгоритм приводить до
мультимножини, в якiй кожен елемент дорiвнює нулю:
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1. Знайти модифiковану мультимножину
∏′, визначену в формулюваннi

Теореми 4.

2. Розташувати елементи мультимножини
∏′ в порядку незростання i

позначити нову мультимножину через
∏

1.

3. Для
∏

1 знайти модифiковану мультимножину
∏′′ так само, як i на

кроцi 1, i отримати впорядковану мультимножину
∏

2

4. Продовжувати цю процедуру до отримання хоча б одного вiд’ємного
елементу мультимножини або ж до отримання мультимножини, ко-
жен елемент якої буде дорiвнювати нулю.

Приклад 1. Маємо мультимножину∏
= (5, 5, 3, 3, 2, 2, 2).

Згiдно з алгоритмом маємо:∏′ = (4, 2, 2, 1, 1, 2)∏
1 = (4, 2, 2, 2, 1, 1)∏′′ = (1, 1, 1, 0, 1)

Iз
∏′′ можна побачити, що вона є графiчною, тому

∏
також є графiчним.

Лема 2. Нехай
∏

– мультимножина iз n натуральних чисел. Тодi
∏

є
мультимножиною степенiв дерева тодi i тiльки тодi, коли

∑∏
= 2n − 2.

Бiльш того, якщо
∑
D = 2n − 2, то для будь-яких l, k ∈

∏
,
∏

може бути
реалiзованим, як дерево, в якому вершина степеня l є сумiжною вершинi
степеня k, лише тодi, коли n > 2 i l = k = 1.

Доведення. Кожне дерево на n вершинах має n − 1 ребро, таким чином,
сума його степенiв дорiвнює 2n− 2.

Припустимо, що
∏

– мультимножина натуральних чисел, сума якої до-
рiвнює 2n− 2. Припустимо, що n ≥ 3, оскiльки для n ≤ 2 доведення леми
є тривiальним.

За iндукцiєю доведемо, що
∏

є мультимножиною степеней вершин де-
рева. При iндукцiйному кроцi, потрiбно зазначити, що при

∑∏
= 2n − 2
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i при n ≥ 3, iснує хоча б одна одиниця в
∏

i, принаймнi, один елемент x,
який бiльший за одиницю в

∏
. Утворимо нову мультимножину

∏′ iз ∏
шляхом видалення iз неї одиницi i зменшення x на 1.

∏′ складається iз
n−1 натуральних чисел, сума яких дорiвнює 2(n−1)−2. За припущенням
iндукцiї, iснує дерево T ′, яке реалiзує

∏′. Додання вершини до T ′, яка є
сумiжною до вершини степеня x − 1, утворює дерево T на n веринах, що
реалiзує

∏
.

Доведемо бiльш сильне твердження. Припустимо без втрати загально-
стi, що l ≤ k. Нехай T – дерево, що реалiзує

∏
. Нехай y – вершина степеня

l i r – вершина степеня k в T . Якщо iснує ребро ry, то доведення закiн-
чене. В iншому випадку r є коренем дерева T . Оскiльки n > 2, k ≥ 2, i r
має, принаймнi, двох дiтей. Позначимо Ty – пiддерево T , коренем якого є
y, i p – батько y в T . Позначимо Tx – пiддерево T , коренем якого є дитина
вершини r вершина x, при цьому y /∈ V (Tx). Тепер помiняємо мiсцями Tx
i Ty, видалимо ребра rx, ry, додамо ребра px, py. В результатi отримаємо
граф, що є деревом i реалiзує

∏
, має вершину степеня l, яка є сумiжною

до вершини степеня k.

Теорема 5. Мультимножина V = {v1, v2, ..., vn} графа G мiстить незро-
стаючу послiдовнiсть степенiв d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn, χ(G) ≤ maxi min{di+1, i}.

Доведення. Застосуємо метод послiдовного пошуку, щоб зафарбувати вер-
шини iз заданим порядком вершин. Якщо вершина vi уже є зафарбованою,
то кiлькiсть уже розфарбованих вершин не може перевищувати як мiнiмум
(i − 1) i його степiнь di для кожного i. Тому для того, щоб розфарбувати
цю вершину i вершини iз меншими iндексами, кiлькiсть необхiдних кольо-
рiв повинна не перевищувати 1+min{i− 1, di}. З цього слiдує, що χ(G) не
може перевищувати цих n чисел. Тому χ(G) ≤ 1 + max{di, i − 1} ≤ maxi
min{di + 1, i}.

Теорема 6 . [2] Граф G iз мультимножиною вершин
∏

є split-графом
тодi i тiльки тодi, коли

m∑
i=1

di = m(m− 1) +
n∑

i=m+1

di

де m = m(d).
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Потрiбно зазначити, що за означенням m виконується умова di ≤ m− 1

для всiх i > m таких, що
n∑

i=m+1

di =
n∑

i=m+1

min{m, di}. Тобто ця теорема

може бути перефразованою: граф G є split-графом тодi i тiльки тодi, коли
мультимножина задовiльняє нерiвностi Ердеша-Галлаi iз строгою рiвнiстю.

Наслiдок 4. Якщо граф є split-графом, то кожен граф з такою ж муль-
тимножиною степенiв вершин також є split-графом.

Теорема 7. Якщо G – split-граф iз мультимножиною степенiв вершин
d, то виконується наступне:

1. ω(G) = m(d)

2. χ(G) = m(d).

Доведення. 1. Згiдно з умови завжди має виконуватися нерiвнiсть ω(G) ≤
m(d). Якщо V – множина вершин графа G, то нехай виконується умо-
ва S ⊆ V така, що |S| > m = m(d). Якщо вершини графа G прону-
мерованi вiд 1 до n таким чином, що d1 ≥ ... ≥ dn, S має мiстити
в собi вершину k > m. Згiдно з означення m граф має задовiльняти
нерiвнiсть dk ≤ m − 1 < |S| − 1 i з цього слiдує, що S не може бути
клiкою. Розглянемо конкретний набiр вершин Sm = {1, ...,m}. При
цьому виконуються наступнi рiвностi:

0 = {m(m− 1)−
m∑
i=1

di +
n∑

i=m+1

di} = 2s(Sm) =

= {m(m− 1)− |E(G(Sm))|}+ |E(G(V − Sm));

Оскiльки в дужках мiстяться невiд’ємнi числа, виконуються рiвностi
E(G(Sm)) = m(m − 1) i E(G(V − Sm)) = 0. З цього слiдує, що Sm є
повним пiдграфом, V −S є незалежною частиною, а отже перша теза
теореми є доведеною.

2. Нам потрiбно рiвно m кольорiв, для вершин в Sm. Кожна вершина
k в V − Sm є несумiжною iз вершинами Sm, iнакше це суперечило
першiй умовi теореми. З цього слiдує , що k може бути пофарбованою
одним iз m кольорiв. Отже V − S є незалежною i друга теза теореми
є доведеною.
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Мультимножина (d1, d2, ..., dp) називається гамiльтоновою, якщо будь-
який граф, що реалiзує цю мультимножину, є гамiльтоновим.

Теорема 8.[5] Якщо di ≤ i =⇒ dn−1 ≥ n− i виконується для будь-якого
i < n/2, то мультимножина (d1, d2, ..., dp) є гамiльтоновою.
Легко побачити, що ця теорема включає не всi гамiльтоновi мультимно-
жини: мультимножини (2, 2, 2, 2, 2) реалiзується єдиним графом – циклом
довжини 5, який є гамiльтоновим, що суперечить умовi теореми при i = 2.
При цьому ми можемо сказати, що теорема описує типовi гамiльтоновi
графи. Щоб бути бiльш точними, будемо називати сильногамiльтонови-
ми, якщо будь-який граф, який реалiзує деяку задану мультимножину, є
гамiльтоновим, при чому елементи мультимножини поточково якого є рiв-
ними або бiльшими за елементи заданої мультимножини.
Також потрiбно зазначити, що мультимножина є сильногамiльтоновою тодi
i тiльки тодi, коли вона задовiльняє умовi теореми. Щоб показати це, введе-
мо два графи G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2), множини вершин яких не пере-
тинаються. Позначимо об’єднання графiв через G1∪G2 = (V1∪V2, E1∪E2).
Позначимо з’єднання графiв через G1 ∨G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪E2 ∪ (V1 × V2)).
Якщо мультимножина (d1, d2, ..., dp) суперечить умовам теореми di ≤ i та
dn−1 < n− 1 для деяких i < n/2, тодi легко довести, що

Hi = (Ki ∪Kn−2i) ∨Ki

є негамiльтоновим графом, елементи мультимножини якого поточково бiль-
шi або рiвнi за елементи мультимножини (d1, d2, ..., dp).

Теорема 9. Для будь-якого графа G,

σ(G) = σm(d)

де d – мультимножина степенiв вершин графа G

Доведення. Для будь-якого S ⊆ V , виконується∑
x∈S

d(x) = 2|E(G(S))|+ |δS|

, де d(x) – степiнь вершини x.
З цього слiдує

s(S) = 1
2{|S|(|S| − 1)−

∑
x∈S

d(x) +
∑

x∈V−S
d(x)}

Оскiльки мультимножина d – незростаюча, позначивши k = |S|, маємо
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∑
x⊆S

d(x) ≤
k∑

i=1

di,
∑

x∈V−S
d(x) ≥

n∑
i=k+1

di;

З того, що |S| = k, слiдує

s(S) ≥ 1
2 [|S|(|S| − 1)−

k∑
i=1

di +
n∑

i=k+1

di] = σk(d).

З iншої сторони, можна помiтити, що для кожно k iснує хоча б одна
мультимножина S, а саме Sk ≡ {1, ..., k} для якого попередня нерiвнiсть
виконується як рiвнiсть, з чого маємо

σ(G) = minS⊆V s(S) = min1≤k<nmin|S|=k s(S) = min1≤k<n σk(d).
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4 Програмна реалiзацiя
Для реалiзацiї алгоритму була застосована мова програмування Java та
бiблiотеки acm, awt, util.

4.1 Опис класiв
Клас Point

Репрезентацiя точки на площинi.

Поля:

• serial – порядковий номер точки в мультимножинi.

• degreeNumber – степiнь точки в мультимножинi.

• x – координата точки на вiсi абсцис.

• y – координата точки на вiсi ординат.

Статичнi методи:

Point decrement(Point p)
Зменшення значення степеню точки на 1 для подальшого виконання
алгоритму.

Аргументи:

• p – об’єкт точки, значення степеню якої потрiбно змiнити.

Повертає:
Об’єкт точки iз змiненим значенням степеню точки.

Вiдкритi методи:

getSerial()
Отримання порядкового номеру певної точки.

Повертає:
Порядковий номер певної точки.
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getDegreeNumber()
Отримання степеню певної точки.

Повертає:
Степiнь певної точки.

decrement(Point p)
Зменшення значення степеню певної точки на 1.

Аргументи:

• p – деяка точка.

Повертає:
Об’єкт точки iз змiненим значенням степеню.

compareTo(Point o)
Метод для порiвняння значень степенiв точок мiж собою для подальшо-
го їх сортування.

Аргументи:

• o – деяка точка, яку потрiбно порiвняти з iншою точкою.

Повертає:
Значення в межах [−1, 1]. Якщо значення 1, то вважаємо, що степiнь
початкової точки – бiльший, якщо 0, то вважаємо, що степенi точок
рiвнi, iнакше – степiнь початкової точки – менший.
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4.2 Опис методiв

addPoint(Point p)
Додання точки iз заданими параметрами на екран програми.

Аргументи:

• p – точка, яку потрiбно додати.

Повертає:
Зображення точки на екранi програми.

addLine(Point p1, Point p2)
Додання ребра мiж заданими точками на екран програми.

Аргументи:

• p1 – деяка точка, яка слугує початковою точкою ребра.

• p2 – деяка точка, яка слугує кiнцевою точкою ребра.

Повертає:
Зображення ребра на екранi програми.

run()
Метод що запускає програму i створює вiкно для зображення елементiв.

4.3 Робота алгоритму на прикладi
Наведемо результат роботи алгоритму для масиву точок: (5, 5, 3, 3, 2, 2, 2)
Зобразимо початковий граф без ребер:
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Запустимо алгоритм Хавела-Хакiмi на данiй мультимножинi:
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Отримали один iз можливих варiантiв графу, який реалiзує дану муль-
тимножину:

Запустимо частину коду, яка показує висновок, чи є дана мультимно-
жина графiчною:
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Отримали граф, який реалiзує дану мультимножину, iз висновком гра-
фiчностi даної мультимножини:
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