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Пропонується огляд проблем, пов’язаних iз оборотними полiномiальними вiдображеннями.
Ключовi слова : аффiнна група Кремони, полiномiальне перетворення, ручнi та дикi перетворення,
локально-нiльпотентнi диференцiювання, нескiнченновимiрнi алгебраїчнi групи, нескiнченновимiрнi алге-
бри Лi.

Перетворення F — афiнного алгебраїчного мно-
говиду X називається бiрегулярним або полiномi-
альним оборотним, якщо F є регулярним i iснує
регулярний морфiзм G: X → X такий, що F ◦G =
G ◦ F = Id — тотожне перетворення. Якщо

X = An(F) = {x = (x1, . . . , xn)|xi ∈ F}
афiнний простiр над полем F, то F можна отото-
жнити з набором полiномiв [F ]i = fi:

F =< f1(x1, x2, ..., xn), . . . , fn(x1, x2, ..., xn) > .
(1)

Iнколи ми будемо вживати iншу форму:

F =
n∑

i=1

fi(x1, x2, ..., xn)~ei, (2)

де ~ei — вектор, i-та координата якого дорiвнює
1 ∈ F, а решта нулю. Бiрегулярнi перетворення
афiнного простору часом називають афiнними пе-
ретвореннями Кремони, а якщо F, G — рацiональ-
нi, то F називають бiрацiональним перетворення-
ми Кремони. Умови оборотностi ∃G : F (G) = Id
мають наслiдком умову якобiана:

det
(

∂fi

∂xj

)
= const 6= 0. (3)

Питання про те, чи випливає з умови якобiана по-
лiномiальна оборотнiсть F , складає змiст вiдомої
гiпотези якобiана, яка не розв’язана досi навiть у
розмiрностi 2. У роботi [1] запропонована редукцiя
цiєї проблеми до кубiчних полiномiальних вiдобра-
жень, що задовольняють умову якобiана, в просто-
рах довiльної розмiрностi.

Будь-яке бiрегулярне перетворення F афiнно-
го простору визначає автоморфiзм алгебри полi-
номiв F[x1, x2, . . . , xn], який визначається таким
чином xi → fi, при цьому F[x1, x2, . . . , xn] =
F[f1, f2, . . . , fn]. Найпростiшими прикладами бiре-
гулярних перетворень є лiнiйнi: fi =

∑n
j=1 αijxj +

ci, де det(αi,j) 6= 0. Такi перетворення утворюють
групу, яку називають афiнною групою — напiвпря-
мий добуток загальної лiнiйної групи GLn(F) на

групу трансляцiй афiнного простору. В розмiрно-
стi 1 всi афiннi перетворення Кремони є лiнiйними
i мають вигляд x1 → αx1 + c. Це випливає з порiв-
няння степенiв полiномiв у лiвiй та правiй частинi
тотожностi F (G(x)) = x. Звернемо увагу на те, що
регулярне вiдображення x → x3 не є бiрегулярним.
Нелiнiйнi афiннi перетворення з’являються вже в
розмiрностi 2, наприклад < x1, x2 + x2

1 >, яке є
прикладом елементарного бiрегулярного перетво-
рення. Елементарнi перетворення є найпростiши-
ми прикладами нелiнiйних бiрегулярних автомор-
фiзмiв афiнного простору. Отже, при n > 1 група
GAn бiрегулярних перетворень афiнного простору,
яку часом називають афiнною групою Кремони, мi-
стить афiнну пiдгрупу AGLn як власну пiдгрупу.

Означення 1. Перетворення афiнного простору
виду

Id + a(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)~ei

називається елементарним.

Неважко переконатися, що унiтрикутнi перетво-
рення виду

t = x +
n∑

i=1

hi(x1, x2, ..., xi−1)~ei (4)

мають оберненi для будь-яких полiномiв ai. Для
їх обчислення можна скористатися iндуктивними
формулами

[t]1 =x1 − h1,

[t]i =x1 − ht−1

i (x1, . . . , xi−1),
(5)

i = 2, . . . , n. Оскiльки полiном ai не залежить вiд
змiнних з номером бiльшим за i− 1, то дiя на ньо-
го унiтрикутного перетворенням t−1 визначається
тiльки першими i−1 координатами цього перетво-
рення. Отже, ця формула дiйсно iндуктивна.

Легко переконатися, що такi перетворення утво-
рюють пiдгрупу Un унiтрикутних перетворень

1Робота пiдтримана Державним фондом фундаментальних дослiджень Ф 25./157-2008 № ДР 0107U010499.
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афiнного простору An, яку природно розгляда-
ти як iтерований алгебраїчний вiнцевий степiнь
адитивної групи F+. Неважко помiтити, що будь-
який елемент Un є композицiєю елементарних унi-
трикутних перетворень x + hi(x1, . . . , xi−1)~ei. З
iншого боку, будь-яке елементарне перетворення
спряжене до унiтрикутного x + a(x1, . . . , xn−1)~en

за допомогою транспозицiї (xi, xn). Легко отри-
мати, що трикутнi перетворення, для яких fi =
fi(x1, x2, . . . , xi) мають вигляд:

t =
n∑

i=1

(αixi + hi(x1, x2, ..., xi−1))~ei, (6)

де αiF∗.

Означення 2. Перетворення q ∈ GAn називає-
ться ручним, якщо його можна подати як iте-
ровану композицiю елементарних та лiнiйних пе-
ретворень.

Ручнi перетворення утворюють пiдгрупу
TGAn ⊆ GAn i складають найбiльш простий клас
нелiнiйних оборотних полiномiальних перетво-
рень. Для вiльної асоцiативної алгебри F < x >,
тобто алгебри некомутативних полiномiв, поня-
ття ручного та дикого автоморфiзму вводиться
аналогiчним чином. При цьому довiльний авто-
морфiзм F < x1, . . . , xn > iндукує автомор-
фiзм F[x1, . . . , xn], а довiльний ручний автомор-
фiзм F[x1, . . . , xn] можна пiдняти до автоморфiзму
F < x1, . . . , xn >.

В розмiрностi n = 2 добре вiдома

Теорема 1 ([2]). GA2 = AGL2 ∗ B2, де * — озна-
чає амальгамований добуток, а група трикутних
афiнних перетворень є перетином спiвмножникiв.

Як наслiдок, отримуємо TGA2 = GA2. Питан-
ня про те, чи iснують дикi автоморфiзми у вищих
розмiрностях, залишалось вiдкритим до останньо-
го часу, доки I. Шестаков та У. Умiрбаєв не довели
гiпотезу Нагати (див. [3]), яка стверджувала, що
автоморфiзм

< x1 − 2x2(x2
2 + x3x1)− x3(x2

2 + x3x1)2,

x2 + x3(x2
2 + x3x1), x3 > (7)

афiнного простору не є ручним.
У той же час залишається актуальним питання

поставлене в роботi [8] — чи пiднiмається автомор-
фiзм Нагати до автоморфiзму вiльної асоцiативної
алгебри F < x1, x2, . . . , xn >? Як вiдмiчено в ро-
ботi [4], полiном x2

2 + x3x1 є iнварiантним при дiї
автоморфiзму Нагати i вказаний автоморфiзм може
розглядатись як лiнiйне вiдображення з коефiцiєн-
тами в кiльцi полiномiв F[x1x3 + x2

2]. У вказанiй
роботi таку властивiсть називають квазiлiнiйнiстю.

Як показано в роботi [5], природне продовже-
ння автоморфiзму Нагати до автоморфiзму афiн-
ного простору бiльшої розмiрностi призводить до
ручного автоморфiзму. Автоморфiзми з такою вла-
стивiстю називають стабiльно ручними.

Iснує гiпотеза про те, що всi бiрегулярнi авто-
морфiзми є стабiльно ручними.

Одночасно виникає природне питання про про-
мiжнi пiдгрупи AGLn <? < TGAn. Розглянемо
найпростiшi елементарнi нелiнiйнi перетворення
афiнного простору:

τ (m)
n = x + xm+1

1 ~en,m = 1, 2, ...

i покладемо

Qm
n =< AGLn, τm

n > .

Зокрема, можна запитати: чи має мiсце рiвнiсть
TGAn = Qm

n для якого-небудь m? В розмiрностi 2
такого m не iснує, про що свiдчить

Лема 1. В розмiрностi n = 2 пiдгрупи Qm
2 , m =

0, 1, 2, . . . утворюють строго зростаючий ланцюг
пiдгруп

AGL2 = Q0
2 ⊂ Q1

2 ⊂ Q2
2 ⊂ · · · ⊂ Qm

2 ⊂ . . . ,

причому ∪+∞
m=0Q

m
2 = GA2.

Доведення. Скориставшись комутаторами трансля-
цiй < x1 + 1, x2 >∈ B2 ∩AGL2, з елементiв τ

(m)
2 ,

можна отримати всi трикутнi елементи степеня
меншого m. З iншого боку, трикутнi елементи бiль-
шого степеня отримати неможливо, бо це б супе-
речило однозначностi розкладу елемента в амаль-
гамованому добутку. Зокрема, трикутний елемент
має амальгамовану довжину 1 i його представле-
ння як композицiї iншого трикутного та афiнних
перетворень, можливе лише коли цi афiннi пере-
творення є лiнiйно-трикутними. Але множення на
цi елементи також призводять до трикутних еле-
ментiв i не пiдвищують степiнь елемента. Отже,
елемент τ

(m+1)
2 неможливо представити як компо-

зицiю трикутних елементiв меншого степеня та лi-
нiйних перетворень. Легко помiтити, що всi три-
кутнi елементи будуть належати об’єднанню пiд-
груп Qm+1

2 , звiдки i випливає, що воно збiгається
з GA2.

У розмiрностях вищих за 2, ситуацiя значно
складнiша. Добре вiдомо, що вже група GA3 не
розкладається в амальгамований добуток вказано-
го типу. Зокрема, легко отримати рiвнiсть:

(τ (1)
3 )(1,2) · (τ (1)

3 )(2,3) =

=< x1, x2 + x2
1, x3 + (x2 + x2

1)
2 >,
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тут (i, j) означає перетворення що переставляє вiд-
повiднi змiннi. Ця рiвнiсть означає, що за допомо-
гою лiнiйних перетворень (у даному випадку пере-
становок) можна з трикутних перетворень отриму-
вати трикутнi перетворення вищого степеня. Крiм
того, як вiдмiчено в [6], наявнiсть прикладу Ба-
са нетриангульованої F+ дiї має наслiдком немо-
жливiсть розкладу GA3 в амальгамований добуток
AGL3 з якою-небудь пiдгрупою B3. Бiльше того
має мiсце

Теорема 2 ([10]). При n ≥ 3 для будь-якого
t ∈ Un \AGLn має мiсце

TGAn =< AGLn, t > .

Пiсля цiєї теореми природно поставити запита-
ння: чи не буде AGLn при n ≥ 3 максимальною
пiдгрупою у групi ручних перетворень? На цьому
шляху вводяться певнi класи полiномiальних пе-
ретворень q, для яких має мiсце < AGLn, q >=
TGAn.

Означення 3. Перетворення q ∈ TGAn назвемо
k-трикутним, якщо його можна подати у виглядi

q = C0 · t1 · C1 · t2 · C2·, . . . , ·Ck−1 · tk · Ck,

де Ci ∈ AGLn, ti ∈ Bn i бiльш короткий запис
цього елемента у вказаному виглядi є неможливим
(тобто вiн не є k− 1–трикутним ). При цьому чи-
сло k будемо називати композицiйно-трикутною
довжиною.

Отже, елементи AGLn та Bn мають
композицiйно-трикутну довжину 0 та 1 вiдповiд-
но. Елементи, що мають композицiйно-трикутну
довжину рiвну 2 будемо називати бiтрикутними.

Теорема 3 ([11]). Нехай q довiльне бiтрикутне пе-
ретворення афiнного простору, тодi:

TGAn =< q, AGLn >,

для всiх n ≥ 3.

Основна iдея доведення полягає в тому, що ко-
мутатор бiтрикутного перетворення з вiдповiдною
трансляцiєю дає трикутний елемент i, якщо вiн ви-
явився нелiнiйним, то можна застосувати теорему
2. Розбiр випадкiв, коли цей комутатор є лiнiйним
i застосування теореми 2 суттєво ускладнює дове-
дення. Для доведення аналогiчної теореми для 3-
трикутних перетворень виду q = tA1

1 · tA2
2 · tA3

3 ∈ G
можна також скористатися описаним прийомом.
Трансляцiю c ∈ A+

n завжди можна вибрати такою,
щоби вона комутувала з tA1

1 i тодi вiдповiдний ко-
мутатор буде мати вигляд:

[c, q] = q−c · q =

=
(
t−A3
3 · t−A2

2 · t−A1
1

)c

tA1
1 · tA2

2 · tA3
3 =

= t−A3·c
3 ·

(
t−c′
2 t2

)A2 · tA3
3 ,

(c′ = A2 · c ·A−1
2 ) ∈ A+

n ), а отже має трикутну дов-
жину не бiльше трьох, при цьому висота промiжно-
го трикутного елемента в дужках знизилася порiв-
няно з t2 в елементi q. Продовжуючи цю процедуру,
можна отримати елемент такого виду, у якого про-
мiжний елемент буде лiнiйним, а сам елемент бу-
де бiтрикутним, i в такий спосiб звести доведення
до попередньої теореми. «Бiльшiсть» 3-трикутних
елементiв пiдпадають пiд цю схему, але знову iсну-
ють особливi випадки, коли [c, q] ∈ AGLn, i вони
вимагають особливих пiдходiв. Повний огляд усiх
цих випадкiв вдалося зробити тiльки в розмiрностi
3.

Теорема 4. Нехай q ∈ GA3 довiльний 3-трикутний
елемент GA3 тодi

TGA3 =< AGL3, q > .

Неважко переконатися, що елементи виду

k∑

i=1

mi∑

j=mi−1+1

fj(x1, x2, . . . , xmi)~ej (8)

утворюють пiдгрупу, яка буде позначатися
P (n1, n2, . . . , nk). Всi такi групи мiстять пiдгру-
пу трикутних перетворень P (1, 1, . . . , 1) = Bn i
лежать в пiдгрупi P (n−1, 1), елементи якої мають
вигляд

n−1∑

i=1

fi~ei + (αxn + h(x1, . . . , xn−1))~en. (9)

Надалi перетворення такого типу будуть називати-
ся 1-параболiчного типу (за кiлькiстю координат,
що залежать вiд усiх змiнних).

Теорема 5. Нехай p ∈ P (n − 1, 1) — нелiнiйний
параболiчний елемент виду (9), тодi

TGAn =< AGLn, p >

Доведення. Не втрачаючи загальностi, можна вва-
жати, що α = 1 для елемента p. Легко порахува-
ти комутатор елемента p з трансвекцiєю Ani =<
x1, . . . , xn−1, xn + xi > .

t1 = [p,Ani] = x + (fi(x1, . . . , xn−1)−xi)~en ∈ Bn,

який є трикутним перетворенням. Для того, щоб
цей елемент був нелiнiйним, треба обрати та-
ке значення i, щоб fi(x1, . . . , xn−1) був нелiнiй-
ним полiномом. Якщо такого значення не iснує,
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то h(x1, . . . , xn−1) є нелiнiйним i p є нелiнiйним
трикутним перетворенням. В обох випадках твер-
дження випливає з попередньої теореми. Перетво-
рення виду q = Ap1Bp2, де A,B ∈ AGLn, а
p1, p2 ∈ P (n − 1, 1) будемо називати бiпараболi-
чним.

Теорема 6 ([11]). Нехай q довiльне нелiнiйне бiпа-
раболiчне перетворення афiнного простору, тодi:

TGAn =< q, AGLn >,

для всiх n ≥ 3.

Доведення цiєї теореми також проводиться
шляхом обчислення комутаторiв з трансляцiями та
трансвекцiями й зведенням до попереднiх теорем
i також вимагає окремого розбору випадкiв, коли
цей комутатор виявляється лiнiйним.

Застосування в криптографiї
Композицiйнi властивостi полiномiальних пере-

творень знайшли своє застосування в криптографiї.
Афiннi шифри використовують афiннi перетворен-
ня блокiв вiдкритих текстiв, що ототожнюються з
векторами, координати яких або належать кiльцю
лишкiв, або належать скiнченному полю. Їх власти-
востi описанi в бiльшостi пiдручникiв з криптогра-
фiї. Використання оборотних полiномiальних пе-
ретворень для створення криптографiчних прото-
колiв розпочалося з роботи [12] i отримало назву
TTM (tame transformation method). Спочатку вико-
ристовували перетворення 1-трикутнi, якi мали ви-
гляд: q = AtB, t ∈ Un, A, B ∈ AGLn. Супро-
тивник знає вигляд полiномiв [q]i, i = 1, 2, . . . , n,
але не знає факторизацiї цього елемента, зокре-
ма лiнiйних перетворень A,B, що, як здавалося,
не дає можливостi знайти обернений за розумний
час. Швидко з’ясувалося, що таку криптосистему
легко зламати. Дiйсно, якщо maxi deg[q]i = N, то
матриця складена з коефiцiєнтiв старших форм сте-
пеня N має ранг менший за n. Цю властивiсть
має як невiдоме перетворення t (у якого принаймнi
один рядок цiєї матрицi є нульовим) так i вiдоме q.
Елементарнi перетворення рядкiв, при яких буде-
мо отримувати нульовий рядок, дадуть нам лiнiйну
комбiнацiю yk =

∑
i αixi, вздовж якої вiдбувається

трансляцiя. Далi можна перейти до перетворення
q′, яке залишає нерухомою змiнну yk, зафiксувати
її i продовжити вказаний процес для перетворення
q′, що дiє в просторi меншої розмiрностi. На цьому
шляху ми отримаємо подання елемента q у виглядi
q = Ct′, C ∈ AGLn, t′ ∈ Un, де i C i t′ будуть уже
вiдомi, а отже за допомогою формул (5) ми легко
знайдемо обернений до t′, а оскiльки матриця C
буде отримана як добуток елементарних, то i C−1

буде вiдома. Тому для TTM стали використовувати
бiтрикутнi перетворення, див [13].

Полiномiальнi диференцiювання

Локально нiльпотентнi диференцiювання алге-
бри полiномiв є джерелом нетривiальних автомор-
фiзмiв алгебри полiномiв. Зокрема, згаданий вище
автоморфiзм Нагати є експонентою вiдповiдного
локально нiльпотентного диференцiювання. Бiль-
ше того, iснує гiпотеза, що всi автоморфiзми алге-
бри полiномiв, якi утворюють афiнну групу Кре-
мони, є iтерованими композицiями афiнних (лiнiй-
них) та експонент локально нiльпотентних дифе-
ренцiювань цiєї алгебри. Характеризацiя та побу-
дова критерiю локальної нiльпотентностi полiномi-
альних диференцiювань є вiдомими дуже складни-
ми проблемами. Для полiномiв вiд двох змiнних
теорема Ронтщлера, наведена нижче, дає в цьому
випадку певну характеризацiю. Iснує також оцiнка
степеня нiльпотентностi локально нiльпотентного
диференцiювання алгебри полiномiв вiд двох змiн-
них, яка дає такий критерiй. Центральне мiсце тут
займає проблема ядра диференцiювання, яке є пiд-
алгеброю алгебри полiномiв вiд n змiнних i може
бути нескiнченно породженою, а отже є джерелом
контрприкладiв до 14-ї проблеми Гiльберта, яка на-
ведена в [14]. З iншого боку, добре вiдомо, що не-
скiнченновимiрнi алгебри Лi Картанiвського типу,
див. [15], реалiзуються як алгебри полiномiальних
диференцiювань. Цi алгебри допускають корене-
вий розклад вiдносно стандартного тору.

Нехай A = F[x1, x2, . . . , xn] — полiномiаль-
на алгебра над полем нульової характеристики F.
Полiномiальнi диференцiювання алгебри A мають
форму лiнiйних диференцiальних операторiв:

D =
n∑

i=1

ai(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂xi
. (10)

Означення 4. Диференцiювання (10) називається
локально нiльпотентним, якщо для довiльного по-
лiному f ∈ A iснує натуральне число m = m(f),
для якого Dm(f) = 0.

Прикладами локально нiльпотентних диферен-
цiювань є елементарнi диференцiювання:

a(x1 . . . xi−1xi+1 . . . xn)
∂

∂xi
, (11)

а також трикутнi диференцiювання, якi мають ви-
гляд:

n−1∑

j=1

aj(xj+1, xj+2, . . . , xn)
∂

∂xj
+ an

∂

∂xn
, (12)

an ∈ F. Одним iз способiв побудови нетривiальних
локально нiльпотентних диференцiювань є множе-
ння елементарного або трикутного диференцiюва-
ння на певний елемент його ядра. Таке диференцi-
ювання має вигляд φ ·D, де D має вигляд (11) або
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(12), а u ∈ KerD. Прикладом, отриманим у такий
спосiб, є таке диференцiювання алгебри полiномiв
вiд трьох змiнних:

(
x3x1 + x2

2

) (
−2x2

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2

)
, (13)

експонента якого є як раз автоморфiзмом Нагати
(7). Iншим прикладом такого типу є диференцiю-
вання

(x3x1 + x2x4)
(
−x4

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2

)
, (14)

експонента якого — автоморфiзм Анiка, є кандида-
том до класу диких автоморфiзмiв алгебри полiно-
мiв вiд чотирьох змiнних.

Наведемо формулювання вищезгаданої теореми
Ронтщлера.

Теорема 7 (Rentscler, [16]). Якщо D — локально
нiльпотентне диференцiювання алгебри полiномiв
F[x1, x2], то iснують полiноми P, Q ∈ F[x1, x2] та-
кi, що:

1. KerD = F[P ];

2. F[P,Q] = F[x1, x2];

3. iснує полiном α = α(t) такий, що для довiль-
ного h ∈ F[x1, x2]:

D(h) = α(P ) det
( ∂P

∂x1

∂P
∂x2

∂h
∂x1

∂h
∂x2

)
. (15)

Наступна теорема дає алгоритм перевiрки того,
чи є диференцiювання алгебри полiномiв вiд двох
змiнних локально нiльпотентним.

Теорема 8 ([17]). Диференцiювання

D = a1(x1, x2)
∂

∂x1
+ a2(x1, x2)

∂

∂x2

є локально нiльпотентним тодi i тiльки тодi, коли
Dd∗+2(xi) = 0, i = 1, 2, де

d∗ = maxi,j degxi
aj(x1, x2).

Розглянемо тепер нескiнченновимiрний вектор-
ний простiр усiх полiномiальних диференцiювань.
Вiн має природний базис, що складається з моно-
мiальних диференцiювань:

ei(k) = xk1
1 xk2

2 . . . xkn
n · ∂

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n. (16)

Вектор k = (k1, k2, . . . , kn) будемо називати муль-
тистепенем (mdeg) монома xk = xk1

1 xk2
2 . . . xkn

n ,
а мультистепiнь мономiального диференцiювання
визначимо таким чином mdeg(ei(k)) = k − 1i, де
1i означає вектор, i-та координата якого дорiвнює
1, а всi iншi нульовi.

Означення 5. Диференцiювання називається мо-
ногенним, якщо всi мономiальнi диференцiювання,
що входять в його розклад, мають однаковий муль-
тистепiнь.

Очевидно, шо моногеннi диференцiювання, якi
не є елементарними, мають форму

Dk = xk
n∑

i=1

αixi
∂

∂xi
, αi ∈ F,

а їх дiя, як i дiя мономiальних диференцiювань (16),
на довiльний моном xm дає або моном мультисте-
пеня

mdeg(Dk (xm)) = k + m, (17)

або нуль, внаслiдок рiвностi нулю коефiцiєнта∑n
i=1 αimi, зокрема для мономiальних диференцi-

ювань (16), це можливо лише коли mi = 0. Для
довiльної скiнченної сукупностi K мультистепенiв
мономiальних диференцiювань — векторiв з цiлими
коефiцiєнтами, у яких може бути не бiльше однiєї
вiд’ємної координати i вона має дорiвнювати −1,
розглянемо iтеровану композицiю L диференцiю-
вань виду ei(k) або виду Dk, k ∈ K, взятих у
довiльному порядку, де диференцiювання мульти-
степеня k застосовується sk разiв. Незалежно вiд
порядку застосування будемо мати

mdeg(L(xm)) =
∑

k∈K

skk + m, (18)

зокрема, якщо вектор у правiй частинi рiвностi мi-
стить вiд’ємну координату, то L(xm) = 0. Формули
(17),(18) будемо називати адитивним законом для
мультистепенiв.

Структура алгебри Лi на просторi полiномiаль-
них диференцiювань визначається стандартним чи-
ном:

[D1, D2] =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

a1
k

∂a2
j

∂xk
− a2

k

∂a1
j

∂xk

)
∂

∂xj
, (19)

де a1
k, a2

k коефiцiєнти D1, D2 в зображеннi (10). Ди-
ференцiювання (10), що задовольняють умову:

n∑

i=1

∂ai

∂xi
= const, (20)

утворюють пiдалгебру gan, а тi, для яких const =
0, утворюють iдеал san в gan. Цi алгебри мають
природне градуювання, m-однорiднi компоненти
якого складаються з диференцiювань (10), коефiцi-
єнти якого є однорiдними формами степеня m + 1.
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Приймаючи до уваги умову (20), де const = 0, по-
будуємо мономiальний базис алгебри san :

εi(k) = ei(k)− ki

kn + 1
en(k − 1i + 1n), (21)

(якщо ki = 0, то εi(k) = ei(k)). До цих елемен-
тiв базису слiд додати ще елементарнi мономiальнi
диференцiювання:

ξ(t) = en(t1, . . . , tn−1, 0) = xt1
1 xt2

2 . . . x
tn−1
n−1

∂

∂xn
.

(22)
Звернемо увагу на те, що для даного мультистепеня
k лiнiйнi комбiнацiї

Dk =
n−1∑
r=1

αrε
r(k + 1r) (23)

є моногенними диференцiюваннями мультистепе-
ня k, зокрема для них має мiсце формула (17), а ко-
ефiцiєнти при мономах отримуються прямими об-
численнями. Пiдалгебра Лi стандартного алгебраї-
чного тору τn−1 = Lie(Tn−1) складається з дифе-
ренцiювань

∑n
i=1 αixi

∂
∂xi

, де αi ∈ F :
∑n

i=1 αi =
0. Елементи

εi(1i) = xi
∂

∂xi
− xn

∂

∂xn
, i = 1, 2, . . . , n− 1,

утворюють базис цiєї алгебри. Опис кореневого
розкладу gan та san з використанням цього базису
було отримано в [18], [19].

Теорема 9. Має мiсце кореневий розклад:

san =
⊕

λ∈Zn−1

Wλ,

причому, всi кореневi пiдпростори Wλ є ненульови-
ми, бо породжуються диференцiюваннями:

εr(k + 1r), де kn − ki = λi, r = 1, 2, . . . , n− 1,

i можливо ще одним елементарним диференцiю-
ванням, що має одну з форм: або εp(l), де lp =
0, li = λp − λi − 1, i < n, i 6= p, ln = λp − 1, або
ξ(t) де ti = −(λi + 1), i = 1, . . . , n− 1.

Зазначимо, що якщо ∆(a) = (a, a, . . . , a), a ∈ Z
i εr(k + 1r) ∈ Wλ, то для довiльного a:

εr(k + ∆(a) + 1r) ∈ Wλ,

i вiдтак Wλ є нескiнченновимiрним векторним про-
стором. Зауважимо також, що диференцiювання
виду (23) є кореневими.

Кореневi локально нiльпотентнi
диференцiювання

Легко помiтити, що елементарнi диференцiю-
вання є кореневими тодi i тiльки тодi, коли вони є
мономiальними, тобто пропорцiйними:

xk1
1 . . . x

ki−1
i−1 x

ki+1
i+1 . . . xkn

n

∂

∂xi
, (24)

зауважимо, що вони є базисними елементами видiв
εi(k), ki = 0, ξ(t). Наступна теорема дає вiдповiдь
на запитання, поставлене В.Л. Поповим у роботi
[20].

Теорема 10. Усi кореневi локально нiльпотентнi
диференцiювання з san є елементарними.

Згiдно теореми 9, кореневе диференцiювання
має вигляд

D = Dk + . . . + βεp(l) + γξ(t),

де . . . позначенi доданки вигляду Dk−∆(a), a ∈ N.
З адитивного закону для мультистепенiв одразу ви-
пливає, що D може бути локально нiльпотентним
лише якщо таким є Dk Те, що диференцiювання
(23) не можуть бути локально нiльпотентними, мо-
жна вивести i з теорiї слайсiв (див. [17]), одним з
наслiдкiв якої є:

Лема 2. Якщо iснує полiном f ∈ F[x1, . . . , xn], та-
кий, що для даного локально нiльпотентного ди-
ференцiювання D елемент D(f) дiлиться на f, то
D(f) = 0.

Звiдси випливає, що Dk не може бути локально
нiльпотентним нi для якого k, адже якщо αj 6= 0,
то Dk(xj) = αjx

k+1j дiлиться на xj .
З теореми 10 отримуємо наслiдки для диферен-

цiювань, що є сумами декiлькох кореневих.

Наслiдок 1. Довiльне двокореневе локально нiльпо-
тентне диференцiювання D пiсля вiдповiдної пе-
рестановки координат є трикутним i має одну з
форм:

(
α1x

k + α2x
l
) ∂

∂x1
, k1 = l1 = 0; (25)

α1x
k ∂

∂x1
+ α2x

l ∂

∂x2
, k1 = l1 = l2 = 0. (26)

Наслiдок 2. Трикореневе локально нiльпотентне
диференцiювання D може мiстити не бiльше
одного моногенного не елементарного кореневого
диференцiювання Dk виду (23), в цьому випадку во-
но повинно мати вигляд:

D = Dk + Du + Dv, (27)
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де Du, Dv є елементарними локально нiльпотен-
тними, причому мультистепенi мають бути зв’я-
занi лiнiйним зв’язком з натуральними коефiцiєн-
тами:

a ·mdeg(Dk) = b ·mdeg(Du) + (a− b) ·mdeg(Dv),
(28)

a, b ∈ N, a > b.

Перейдемо до опису локально нiльпотентних
диференцiювань алгебри полiномiв вiд трьох змiн-
них виду (27). Будемо вважати, що елементарнi ди-
ференцiювання мають вигляд:

Du = βxu2
2 xu3

3

∂

∂x1
, Dv = γxv1

1 xv3
3

∂

∂x2
, β, γ ∈ F,

(29)
адже можна зробити перейменування змiнних. То-
дi, згiдно з формулами (21), (23), при n = 3 отри-
муємо:

D(x3) = Dk(x3) =

= α1ε
1(k + 11)(x3) + α1ε

2(k + 12)(x3) =

= −α1(k1 + 1) + α2(k2 + 1)
k3 + 1

xk+13
3 .

Оскiльки D(x3) дiлиться на x3, то за лемою 2 має-
мо — α1(k1 +1)+α2(k2 +1) = 0. Отже, з точнiстю
до сталого множника, можна вважати, що

Dk = (k2 + 1)xk1+1
1 xk2

2 xk3
3

∂

∂x1
−

− (k1 + 1)xk1
1 xk2+1

2 xk3
3

∂

∂x2
. (30)

Оскiльки x3 належить ядру диференцiювання Dk+
Du + Dv , то воно буде локально нiльпотентним
тодi i тiльки тодi, коли таким буде диференцiю-
вання алгебри полiномiв вiд двох змiнних D =
Dk + Du + Dv:

Dk = (k2+1)xk1+1
1 xk2

2

∂

∂x1
−(k1+1)xk1

1 xk2+1
2

∂

∂x2
;

Du = xu2
2

∂

∂x1
, Dv = xv1

1

∂

∂x2
.

Для характеризацiї локально нiльпотентних ди-
ференцiювань такого виду скористаємося теоре-
мою 7. Якщо покласти h = x1, а потiм h = x2

у формулi (15), то отримаємо:

D(x1) = −α(P )
∂P

∂x2
; D(x2) = α(P )

∂P

∂x1
.

Нехай u(t) — первiсна до функцiї α(t), тодi отри-
муємо

D(x1) = −∂u(P )
∂x2

; D(x2) =
∂u(P )
∂x1

.

Якщо D є локально нiльпотентним, то для ньо-
го має iснувати вказане зображення, а отже ма-
ють iснувати функцiя u(t) та координатний полi-
ном P = P (x1, x2) такi, що виконуються рiвностi

−∂u(P )
∂x2

= (k2 + 1)xk1+1
1 xk2

2 + βxu2
2 ;

∂u(P )
∂x1

= −(k1 + 1)xk1
1 xk2+1

2 + γxv1
1 .

Легко побачити, що з точнiстю до константи, єди-
ним розв’язком системи є функцiя:

u(P ) = ψ(x1, x2) =

= −xk1+1
1 xk2+1

2 +
γ

v1 + 1
xv1+1

1 − β

u2 + 1
xu2+1

2 .

(31)

Полiном u(P ) може бути сумою трьох мономiв
лише за таких умов:

1. P є мономом, а u(t) є сумою трьох мономiв
ненульового степеня;

2. P є сумою двох мономiв, а u(t) = At2;

3. P є сумою трьох мономiв, а u(t) = At,

де A ∈ F.
У першому випадку, кожен моном u(P ) має дi-

литися на моном P , що, очевидно, не виконується
в правiй частинi (31). У третьому випадку, з то-
чнiстю до сталого множника, P повинно мати ви-
гляд правої частини (31). Згiдно з формулою (28),
ak1 = −b + (a − b)u2, ak2 = bv1 − (a − b), а отже
u2, v1 > 0. Тодi точка (0, 0) є спiльним нулем ча-
стинних похiдних ∂P

∂x1
, ∂P

∂x2
, а отже P не може бути

координатним.
У другому випадку для того, щоб виконува-

лось (31), полiном P повинен мати вигляд P =
p1x

m1
1 + p2x

m2
2 , звiдки 2m1 = v1 + 1, 2m2 =

u2 + 1,m1 = k1 + 1,m2 = k2 + 1. Отже, спiв-
вiдношення (28) набуває вигляду:

2k1 = −1 + v1, 2k2 = u2 − 1. (32)

Крiм того, щоб вказанi частиннi похiднi не обер-
талися одночасно в нуль, очевидно, що або m1

або m2 мають дорiвнювати 1. Не втрачаючи за-
гальностi, вважаємо, що m1 = 1, тодi k1 = 0,
а полiном P = x1 + xm2

2 є, очевидно, координа-
тним. При цьому iз спiввiдношення (32) отримуємо
v1 = 1, u2 = 2k2 + 1 i ми приходимо до диферен-
цiювання D, що є сумою трьох кореневих:

Dk = (k2 + 1)x1x
k2
2

∂

∂x1
− xk2+1

2

∂

∂x2
;

Du = βx2k2+1
2

∂

∂x1
, Dv = γx1

∂

∂x2
.
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Лема 3. Диференцiювання D = Dk + Du + Dv є
локально нiльпотентним тодi i тiльки тодi, коли
βγ = −(k2 + 1).

Доведення. Застосуємо лему 8. Для диференцiюва-
ння D маємо d∗ = 2k2 + 1. Оскiльки

D
2
(x2) = (k2 + 1 + γβ)x2k2+1

2 ,

то згiдно цiєї леми, якщо D локально нiльпотен-

тне, то D
d∗

(x2k2+1
2 ) = 0. Якщо D

2
(x2) 6= 0, то по-

лiном
(
Dk + Du + Dv

)2k2+1
(x2k2+1

2 ) буде мiстити
моном

D
2k2+1

v (x2k2+1
2 ) = (2k2 + 1)!γ2k2+1x2k2+1

1 .

При цьому, оскiльки друга координата
mdeg(Dv) = v дорiвнює−1, а k2, u2 = 2k2+1 ≥ 0,
то мультистепiнь (2k2 + 1)v не можна подати iн-
шим способом як лiнiйну комбiнацiю з натураль-
ними коефiцiєнтами мультистепенiв k, u, v. Отже,
D може бути локально нiльпотентним лише, коли

D
2
(x2) = 0, тобто, коли βγ + k2 + 1 = 0. Але

тодi диференцiювання D можна подати наступним
чином

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

)(
xk2

2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
.

(33)
Тепер локальна нiльпотентнiсть D випливає з то-
го, що полiном (k2 + 1)x1 + βxk2+1

2 належить ядру
трикутного диференцiювання:

xk2
2

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2
.

Наступна теорема була отримана разом з аспi-
рантом кафедри математики П. Прокоф’євим, i уза-
гальнює результати, анонсованi в [21], [22].

Теорема 11. Трикореневi локально нiльпотентнi
диференцiювання алгебри полiномiв вiд трьох змiн-
них пiсля вiдповiдного перейменування змiнних з
точнiстю до сталого множника мають одну з
форм:

(
(k2 + 1)x1x

m
3 + βxk2+1

2

)
xl

3

(
xk2

2

∂

∂x1
− xm

3

β

∂

∂x2

)
,

(34)

(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2 xm
3

)
xl

3

(
xk2

2 xm
3

∂

∂x1
− 1

β

∂

∂x2

)
,

(35)
де m, l, k2 = 0, 1, 2, . . . , β ∈ F∗, або є трикутним

однiєї з форм:

xk2
2 xk3

3

∂

∂x1
+ λxl

3

∂

∂x2
+ µ

∂

∂x3
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3

) ∂

∂x1
+ µxm

3

∂

∂x2
,

(
xk2

2 xk3
3 + λxl2

2 xl3
3 + µxm2

2 xm3
3

) ∂

∂x1
.

Доведення. Як уже зазначалося, трикореневе ло-
кально нiльпотентне диференцiювання може мiсти-
ти не бiльше одного кореневого, що не є елементар-
ним. У цьому випадку маємо D = Dk + Du + Dv,
де доданки мають вигляд (29),(30), причому спiв-
вiдношення (32) має виконуватися для мультисте-
пенiв мономiв вiд трьох змiнних, зокрема має мiсце
2k3 = u3 + v3. З iншого боку, з (33) отримуємо ви-
гляд диференцiювання алгебри полiномiв вiд трьох
змiнних D = Dk + Du + Dv:

Dk = (k2 + 1)x1x
k2
2 xk3

3

∂

∂x1
− xk2+1

2

∂

∂x2
;

Du = βx2k2+1
2 xu3

3

∂

∂x1
; Dv =

k2 + 1
β

x1x
v3
3

∂

∂x2
.

Якщо k3 ≥ u3, то отримуємо (34), де m = k3 −
u3, l = u3, а якщо k3 < u3, то k3 > v3, оскiльки
2k3 = u3 + v3, i ми приходимо до формули (35), де
m = u3 − k3 = k3 − v3, l = v3.

У випадку, коли всi три кореневi диференцiюва-
ння Dk, Du, Dv є локально нiльпотентними, а отже
елементарними, слiд розглянути систему лiнiйних

рiвнянь

{
xk + yu +zv = 0
x + y +z = 0 , де k, u, v —

вектор-стовпчики (k1 = −1). Додавання останньо-
го рядка до решти дає пiдматрицю розмiрностi 3
в лiвому верхньому кутi, у якої нульова дiагональ,
а решта додатнi числа. Оскiльки цей мiнор вiд-
мiнний вiд нуля, то система має лише нульовий
розв’язок, а отже подання мультистепеня у виглядi
s1k +s2u+s3v можна зробити не бiльше як одним
способом. При всiх перестановках Dk, Du, Dv у
кiлькостях s1, s2, s3 ми будемо отримувати в полi-
номi Ds0(xj) мономи xs1k+s2u+s3v з рiзними кое-
фiцiєнти (залежно вiд порядку застосування), але
одного знаку, а отже їх сума буде вiдмiнна вiд
нуля. Таким чином, для локальної нiльпотентно-
стi D необхiдно, щоб для всiх s1, s2, s3 таких, що
s0 = s1 +s2 +s3, мультистепiнь s1k+s2u+s3v мi-
стив вiд’ємну координату. Зокрема, рiвнiсть s3 = 0
означає, що Dk + Du є локально нiльпотентним, а
отже має трикутний вигляд. Так само i для Dk+Dv

i для Du+Dv. Застосування для них наслiдку 1 дає
потрiбнi трикутнi форми.
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Дикi автоморфiзми Нагатiвського типу.

Для дослiдження дикостi автоморфiзмiв алге-
бри полiномiв вiд трьох змiнних, якi є експонен-
тами диференцiювань (34),(35), ми скористаємося
технiкою Шестакова та Умiрбiєва [3].

Означення 6. 1. Перетворення автоморфiзму
Кремони F =< f1, f2, f3 > виду
F → H ◦F, де H є елементарним автоморфiзмом
xi → xi + a(xj , xk), xj → xj , xk → xk, {i, j, k} =
{1, 2, 3}, називається елементарним.

2. Якщо в результатi перетворення повний сте-
пiнь вiдповiдної координати понизився, то гово-
рять, що автоморфiзм F допускає елементарну
редукцiю, а сама вона є допустимою для нього.

Надалi, через f̄ ми будемо позначати старшу
однорiдну форму полiнома f . Якщо f — координа-
тний полiном i допускає елементарну редукцiю, то
пiсля її виконання, старша форма має бути знище-
на. В роботi [3] було введено ще чотири типи реду-
кцiй, за допомогою яких охарактеризованi всi ру-
чнi автоморфiзми алгебри полiномiв вiд трьох змiн-
них. Для автоморфiзмiв, що фiксують одну змiнну,
зокрема для автоморфiзма Нагати, цiлком досить
такого результату.

Теорема 12 ([3]). Автоморфiзм виду

F =< f1, f2, x3 >,

є ручним тодi i тiльки тодi, коли скiнченною по-
слiдовнiстю допустимих елементарних редукцiй,
вiн може бути приведений до одиничного виду
Id =< x1, x2, x3 >.

Теорема 13. Нехай D диференцiювання виду (34),
тодi автоморфiзм
< exp(D)(x1), exp(D)(x2), x3 > є диким, тодi i
тiльки тодi, коли m > 0, i k2 > 0.

Доведення. Для випадку диференцiювання D виду
(34) покладемо

g =
(
(k2 + 1)x1x

m
3 + βxk2+1

2

)
xl

3 ∈ KerD,

тодi для f1 = exp(D)(x1), f2 = exp(D)(x2) будемо
мати наступнi формули:

f1 = x1 + gxk2
2 +

k2+1∑

j=2

(−1)j−1 gj

j!βj−1

k2!
(k2 − j + 1)!

xk2−j+1
2 x

m(j−1)
3

= x1 + gxk2
2 −

− β

k2 + 1
x−m

3

k2+1∑

j=2

Cj
k2+1

(−gxm
3

β

)j

xk2+1−j
2 =

= x1− β

k2 + 1
x−m

3

((
x2 − 1

β
gxm

3

)k2+1

− xk2+1
2

)
.

f2 = x2 − gxm
3

1
β

.

При m > 0 маємо:

f̄1 = (−1)k2(k2 + 1)−1β−k2 ḡk2+1xmk2
3 ;

degx3
f̄1 = k2m + (degx3

ḡ)(k2 + 1).

У той же час f̄k2+1
2 має степiнь по x3 рiвний

(k2 + 1)(m + degx3
ḡ), який при m > 0 перевищує

degx3
f̄1, а отже редукцiя f1 неможлива. Редукцiя

полiнома f2 очевидно можлива лише при k2 = 0,
коли f1 = x1 + g. За допомогою елементарного пе-
ретворення x2 → x2 + 1

β x1x
m
3 отримуємо елемент

< x1 + g, x2 +
1
β

x1x
m
3 , x3 > .

Оскiльки в цьому випадку g = (x1x
m
3 + βx2)xl

3, то
редукцiєю x1 → x1−βx2x

l
3, приходимо до елемен-

та < x1, x2 + 1
β x1x

m
3 , x3 >, який є ручним.

У випадку m = 0 маємо:

f1 = x1 − β

k2 + 1

((
x2 − 1

β
g

)k2+1

− xk2+1
2

)
,

f2 = x2 − g
1
β

, g =
(
(k2 + 1)x1 + βxk2+1

2

)
xl

3.

Виконаємо елементарну редукцiю x1 → x1 +
β

k2+1xk2+1
2 i отримаємо елемент

F =< x1 +
β

k2 + 1
xk2+1

2 , x2 − g
1
β

, x3 >,

пiсля чого редукцiєю x2 → x2 + k2+1
β x1x

l
3 отриму-

ємо елементарний автоморфiзм
< x1 + β

k2+1xk2+1
2 , x2, x3 > . Отже, експоненти ди-

ференцiювань виду (34) є дикими автоморфiзмами
тодi i тiльки тодi, коли i m > 0 i k2 > 0.

Нескiнченновимiрнi алгебраїчнi групи

Згiдно з [23], [24], нескiнченновимiрнi алгебра-
їчнi многовиди будуються як iндукованi границi
скiнченновимiрних, у зв’язку з чим їх iнодi нази-
вають Ind-многовидами (Ind-varieties).

Означення 7. Ind-многовидом називають множи-
ну X разом з фiльтрацiєю

X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . .

такою, що X = ∪iXi, де кожне Xn є Ньотеровим
алгебраїчним многовидом i занурення Xn ⊂ Xn+1

є замкненим.
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Запис X = lim−→Xn буде вживатися в сенсi цього
означення. При цьому X має структуру тополо-
гiчного простору, в якому пiдмножина U ⊂ X є
вiдкритою тодi i тiльки тодi, коли для будь-якого
n множина U ∩ Xn є вiдкритою в Xn. Пучок ре-
гулярних функцiй на X є проективною границею
OX = lim←−OXn регулярних функцiй на Xn. Много-
вид X називають афiнним, якщо всi Xn є такими.

Морфiзм Ind-многовидiв X = lim−→Xn та Y =
lim−→Yn визначається як вiдображення φ : X → Y

таке, що для будь-якого n ≥ 0 обмеження φ|Xn

є морфiзмом Xn на деякий Ym,m = m(n). Iзо-
морфiзм, як звичайно, є морфiзм, для якого iснує
обернене вiдображення, що також є морфiзмом.

Ind-пiдмноговидом Z ⊂ X називають пiдмно-
жину, для якої Z ∩ Xn є пiдмноговидом для всiх
n. Ind-многовид є зв’язним (незвiдним), якщо вiн є
зв’язним (незвiдним), як топологiчний простiр.

Означення 8. Дотичний простiр Tanx(X) до Ind-
многовиду X в замкненiй точцi x ∈ X є iн-
дукована границя вiдповiдних дотичних просто-
рiв lim−→Tx(Xn), починаючи з номера n, при якому
x ∈ Xm для всiх m ≥ n.

При цьому, як i в скiнченновимiрному випад-
ку кожен морфiзм Ind-многовидiв φ : X → Y
iндукує лiнiйне вiдображення dφx : Tanx(X) →
Tanφ(x)(Y ) — диференцiал φ.

Приклад 1. F∞ = lim−→F
n = {(a0, a1, a2, ...)}, де

тiльки скiнченна кiлькiсть значень ai ∈ F вiдмiнна
вiд нуля.

Приклад 2. Довiльний векторний простiр злiчен-
ної розмiрностi з базисом e1, e2, . . . , en, . . . .

Приклад 3. Для векторного простору злiченної
розмiрностi зафiксуємо натуральне k i розглянемо
грасманiан — множину Gr(k, V ) усiх k-вимiрних
пiдпросторiв V. Фiльтрацiя

0 ⊂ Vk ⊂ Vk+1 ⊂ · · · ⊂ V = ∪r≥kVr,

dim Vr = r iндукує фiльтрацiю

Gr(k, Vk) ⊂ Gr(k, Vk+1) ⊂ · · · ⊂ Gr(k, V ),

причому отримана структура Ind-многовиду не за-
лежить вiд способу обрання фiльтрацiї на V. При
k = 1 маємо проективний Ind-простiр, визначений
за допомогою V.

Приклад 4. Нехай

F(r)[x] = F[x]⊕ . . .⊕ F[x],

x = x1, x2, . . . , xn. Набори полiномiв <
f1, f2, . . . , fr >, для яких deg fi ≤ m, утворюють

фiльтруючий скiнченновимiрний афiнний простiр
F(r)

m [x1, x2, . . . , xn], де коефiцiєнти полiномiв утво-
рюють набiр афiнних координат. Оскiльки,

F(r)[x1, x2, . . . , xn] =
+∞⋃
m=0

F(r)
m [x1, x2, . . . , xn],

то F(r)[x1, x2, . . . , xn] є Ind-афiнним простором.

Декартiв добуток Ind-многовидiв визначається
таким чином:

Означення 9. Алгебраїчна нескiнченновимiрна гру-
па, (Ind-група або ∞ — вимiрна група) є ind-
многовид оздоблений структурою групи так, що
вiдображення

G×G → G (g1, g2) → g1 · g−1
2

є морфiзмом ind-многовидiв.

Подiбним чином вводяться поняття Ind-
гомоморфiзму та ind-пiдгрупи.

Приклад 5. Занурення GLn(Vn) →
GLn+1(Vn+1), A →

(
A 0
0 1

)
визначає нескiн-

ченновимiрну групу GL(V ).

Приклад 6. Нехай An є n-вимiрний афiнний про-
стiр, який розглядається як алгебраїчний многовид
i AutAn = GAn — група бiрегулярних перетворень
афiнного простору. Як уже зазначалося у прикла-
дi 4, простiр F(2n)[x] (r = n) можна розглядати
як нескiнченновимiрний афiнний простiр, в якому
коефiцiєнти полiномiв утворюють набiр афiнних
координат. Елементами цього простору є набори
полiномiв

< f1, f2, . . . , fn, g1, g2, . . . , gn > .

Для кожного m розглянемо афiнний многовид:

Wm ⊂ F(2n)
m [x1, x2, . . . , xn],

який визначається системою спiввiдношень мiж
коефiцiєнтами, якi випливають з умови iснування
оберненого елемента:





f1(g1, g2, . . . , gn) = x1

f2(g1, g2, . . . , gn) = x2

...
...

fn(g1, g2, . . . , gn) = xn,

або у векторнiй формi: F (G)(x)) =< x1, . . . , xn >.
Таким чином, для групи GAn маємо фiльтрацiю
скiнченновимiрними афiнними многовидами:

W1 ⊂ W2 ⊂ · · · ⊂ Wm ⊂ · · · ⊂ GAn,
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GAn =
⋃

m Wm. Оскiльки коефiцiєнти композицiї
наборiв полiномiв є полiномiальними функцiями вiд
коефiцiєнтiв спiвмножникiв, то GAn є нескiнчен-
новимiрною алгебраїчною групою ( Ind-групою) в
сенсi означення 9. Зауважимо, що у цьому прикла-
дi, на вiдмiну вiд попереднього, фiльтруючi много-
види не є групами.

Як i в скiнченновимiрному випадку для Ind-
груп поняття зв’язностi та незвiдностi збiгаються.

Теорема 14 ([24]). Зв’язна нескiнченновимiрна ал-
гебраїчна група є незвiдною.

Зокрема, в роботi [24], була доведена зв’язнiсть,
а отже i незвiднiсть групи GAn.

Дотичний простiр Tane(G) можна ототожни-
ти з простором iнварiантних диференцiювань ал-
гебри функцiй F[G] = lim←−F[Xn], або з простором

неперервних гомоморфiзмiв Hom(M/M2,F), де
замкнений iдеал M визначається як ядро гомомор-
фiзму «значення в одиницi» F[G] = lim←−F[Xn] 7→ F,
який визначається вiдповiдними гомоморфiзмами
F[Xn] → F. Пiсля цього структура алгебри Лi
Lie(G) вводиться на Tane(G) в звичайний спосiб.
При такому пiдходi на нескiнченновимiрнi групи
переносяться наступнi результати.

Теорема 15 ([24]). Нескiнченновимiрна алгебраї-
чна група є гладким многовидом.

Звичайно, тут слiд уточнити поняття гладкої то-
чки. Це робиться шляхом розгляду S̃n(M/M2) —
поповненого n-симетричного добутку M/M2, як
топологiчного векторного простору та епiморфi-
зму S̃n(M/M2) →Mn/Mn+1, який є проектив-
ною границею гомоморфiзмiв S̃n(MXi/M2

Xi
) →

Mn
Xi

/Mn+1
Xi

. Якщо для будь-якого n вказанi гомо-
морфiзми є iзоморфiзмами, то вiдповiдна «точка»
(в даному випадку це одиниця) називається про-
стою.

Теорема 16 ([24]). Якщо f : X → Y — за-
мкнене занурення Ind-многовидiв, причому точка
x ∈ X є простою, а Y є незвiдним, i гомоморфiзм
dfx : Tanx(X) → Tanf(x)(Y ) є iзоморфiзмом, то
i f є iзоморфiзмом.

Прямим наслiдком теорем 2, 3 є:

Теорема 17 ([24]). Нехай G є зв’язною алгебраї-
чною групою, а H — її замкнена пiдгрупа i f : H →
G вiдповiдне занурення. Якщо dfe : Tane(H) →
Tane(G) є iзоморфiзмом, то i f — iзоморфiзм.

Застосуванням цiєї теореми до GAn, у [24], бу-
ло показано, що GAn як Ind-група породжується
групою лiнiйних перетворень та групою трикутних

перетворень. З використанням цiєї теореми в робо-
тi [25] було показано, що всi регулярнi автоморфi-
зми GAn є ручними.

Тобто замикання будь-якої пiдгрупи GAn, що
мiстить вказанi пiдгрупи, збiгається з GAn. Оче-
видними прикладами замкнених пiдгруп GAn є
афiнна група AGLn, групи Un, Bn унiтрикутних
(4) та трикутних (6) перетворень вiдповiдно. Регу-
лярнi автоморфiзми груп Un, Bn та їх узагальнень
(як нескiнченновимiрних алгебраїчних груп) були
описанi в роботах [26], [27], [28].

Видiлимо деякi iншi замкненi пiдгрупи GAn.
Умова якобiану означає, що дiя перетворень (1) на
елемент об’єму dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn зводиться до
множення його на константу:

F : dx1 ∧ . . . ∧ dxn 7→ j(F ) · dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

де j(F ) — якобiан. Пiдгрупа SAn < GAn пере-
творень, якi зберiгають елемент об’єму, складає-
ться з перетворень (1), якi задовольняють умовi
DetJ(F ) = 1. Ця умова визначає SAn як замкнену
пiдгрупу. В тiй же роботi I.Р. Шафаревича [24] (Те-
орема 5) доведено, що SAn є простою як алгебраї-
чна група, тобто не мiстить замкнених нормальних
дiльникiв. Що стосується опису нормальних дiль-
никiв цiєї групи як абстрактної групи, то ця задача
виявилася дуже складною. Вiдомо тiльки, що SA2

не є простою.

Розглянемо стабiлiзатор GA
(0)
n початку коорди-

нат 0 = (0, . . . , 0) в GAn, який складається з еле-
ментiв (1), для яких fi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n. Ця
пiдгрупа природним чином занурюється в групу,
елементами якої є набори формальних степеневих
рядiв без вiльних членiв виду (1). Для таких на-
борiв визначена операцiя суперпозицiї й iснує ряд
формул для їх формального обертання. Наведемо
формулу Абхiанкара (Abhyankar див. [1])

[F−1]i =
∑

p∈N̄n

Dp

p!
(xi · j(F ) · (x− F )p) . (36)

Нагадаємо, що тут p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ N̄n, p! =
p1!p2! . . . pn!,

(x− F )p =
n∏

i=1

(xi − fi)pi ,

Dp =
∂|p|

∂xp1
1 ∂xp2

2 . . . ∂xpn
n
−

диференцiальний оператор. Якщо F ∈ GAn, то
j(F ) ≡ const 6= 0, а оскiльки має мiсце факто-

ризацiя GAn = A+
n · GA

(0)
n , то наведену формулу

можна використовувати для обчислення обернених
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елементiв у групi GAn. Елементи з GA
(0)
n будуть

мати такий вигляд у формi (2):

∑

l

H(l)(x) =
n∑

i=1

(∑

l

h
(l)
i (x1, . . . , xn)

)
~ei,

де H(l)(x) = (h(1)(x), h(2)(x), . . . , h(n)(x)) — одно-
рiднi вектор-форми степеня l, l ≥ 1.

Лема 4. Нехай M ⊆ N̄+ пiднапiвгрупа за дода-
ванням i елементи q1, q2 ∈ GA

(0)
n мають такий

вигляд:

qi =
∑

m∈M

H
(m+1)
i (x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2,

тодi таку ж форму
∑

m∈M

H
(m+1)
3 (x1, x2, . . . , xn)

будуть мати їх добуток q1 ·q2 i оберненi елементи
q−1
1 , q−1

2 .

Доведення. Дiйсно, для добутку елементiв будемо
мати q1 · q2 =

=
∑

m∈M

H
(m+1)
1

( ∑

m∈M

H
(m+1)
2 (x1, x2, . . . , xn)

)
.

Нехай h =
∑

u:|u|=m∗+1 cuxu1
1 · xu2

2 · . . . · xun
n є не-

нульова координата вектор-форми H
(m+1)
1 для де-

якого m∗ ∈ M. Тодi ця координата добутку q1 · q2

буде сумою доданкiв вигляду:

cu ·
n∏

i=1

( ∑

m∈M

g
(m+1)
i

)ui

,

де g
(m+1)
i — однорiднi форми степеня

m + 1 : H
(m+1)
2 = (g(m+1)

1 , g
(m+1)
2 , . . . , g(m+1)

n ).

У свою чергу наведений вираз є лiнiйною комбiна-
цiєю виразiв:

n∏

i=1

(
g
(mi+1)
i

)ui

, m1,m2, . . . , mn ∈ M,

кожен з яких є однорiдною формою степеня∑n
i=1(mi + 1)ui =

∑n
i=1 miui + m∗ + 1. Оскiльки∑n

i=1 miui + m∗ ∈ M, то це доводить твердження.
Для q−1

1 можна скористатися формулою Абхiанкара
(36). Вираз у дужках у правiй частинi цiєї форму-
ли, до якого застосовується диференцiальний опе-
ратор, є лiнiйною комбiнацiєю однорiдних форм
виду

xi ·h(m1+1)·p1
1 ·h(m2+1)·p2

2 ·. . .·h(mn+1)·pn
n , mi ∈ M,

якi мають степiнь однорiдностi 1+
∑n

i=1(mi+1)pi.
Оскiльки диференцiювання однорiдної форми дає
або однорiдну форму, степiнь якої менший на оди-
ницю, або тотожний нуль, то пiсля застосування
оператора Du(p) отримаємо або форму степеня:

1 +
n∑

i=1

(mi + 1)pi −
∑

i

pi = 1 +
n∑

i=1

mipi,

або тотожний нуль. Оскiльки
∑n

i=1 mipi ∈ M, то
лема доведена.

Неважко отримати розклад у напiвпрямий до-
буток

GA(0)
n = GLn nGA(1)

n , (37)

де елементи нормального дiльника GA
(1)
n мають

вигляд:

g = x +
∑

l>1

H(l)(x1, . . . , xn). (38)

При цьому дiя лiнiйної групи на GA
(1)
n задає-

ться таким чином:

gA = x +
∑

l>1

A−1 ·H(l)(A · x∗), (39)

де A ∈ GLn, «·» — множення матрицi на вектор,
x∗ — вектор-стовпчик змiнних.

Нехай q = x + H(k+1) + . . . ∈ GA
(1)
n , H(k+1) =

(h(k+1)
1 , h

(k+1)
2 , . . . , h

(k+1)
n ) — ненульова вектор-

форма степеня k + 1 i + . . . означають доданки
вищого степеня. Тодi вiдповiдна якобiєва матриця
буде мати вигляд:

E +

(
∂h

(k+1)
i

∂xj
+ . . .

)
.

Якобiан цього перетворення має вигляд:

1 +
n∑

i=1

∂h
(k+1)
i

∂xi
+ . . . ,

i з умови якобiану (3) отримуємо:

Div
(
H(k+1)

)
≡ 0 (40)

для довiльного q = x + H(k+1) + . . . ∈ GA
(1)
n .

Таким чином, для афiнної групи Кремони має-
мо такий розклад

GAn = A+
n ·

(
GLn nGA(1)

n

)
(41)
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Для добутку елементiв q1 = x + H(k+1) + . . . , q2 =
x + G(l+1) + . . . ∈ GA

(1)
n будемо мати:

q1·q2 =





x + H(k+1) + . . . при k < l,

x + G(l+1) + . . . при k > l,

x + H(k+1) + uG(k+1) + . . . при k = l
(42)

Зокрема, якщо M пiднапiвгрупа, що складається
з нуля та чисел, що перевищують деяке наперед
обране k, то елементи виду
x+

∑
l: l>k H(l)(x1, x2, . . . , xn) утворюють пiдгру-

пу, яку надалi будемо позначати як GA
(k)
n . Крiм

того, неважко переконатися, що пiдгрупи GA
(k)
n є

замкненими нормальними дiльниками в GA
(0)
n , от-

же, маємо нескiнченний спадний ланцюг нормаль-
них дiльникiв

GA(0)
n ¤GA(1)

n ¤GA(2)
n ¤· · ·¤GA(k)

n ¤GA(k+1)
n ¤. . .

групи GA
(0)
n , причому

∀k
⋂

l:l>k

GA(l)
n = (e),

а фактор-групи

GA(0)
n /GA(k)

n
∼= GLn n

(
GA(1)

n /GA(k)
n

)

є скiнченновимiрними алгебраїчними групами.
Зокрема,

GA(k)
n /GA(k+1)

n ≈ K+ ⊕K+ ⊕ · · · ⊕K+

︸ ︷︷ ︸
( k+n

n−1 )

, (43)

а фактор-групи GA
(1)
n /GA

(k)
n , є унiпотентними. Че-

рез φk будемо позначати природнi гомоморфiзми

φk : GA(0)
n → GA(0)

n /GA(k)
n .

У цьому сенсi групу GA
(0)
n можна вважати про-

скiнченновимiрною.
Теорема 16 дає можливiсть застосувати класи-

чний Лiєвський метод: звести задачу в групах до
вiдповiдної задачi в алгебрi Лi gan, san. З вико-
ристанням описаної кореневої структури, в роботi
[19] отримана:

Теорема 18. Нехай L — промiжна алгебра Лi та-
ка, що sln ⊂ L ⊆ gan, тодi L одна з алгебр:
asln, agln, glnnL(M), slnnL(M), для деякої пiд-
напiвгрупи M ⊆ N+.

Тут L(M) породжується m-однорiдними ком-
понентами, m ∈ M .

Наслiдок 3. Однорiднi компоненти gak
n, k =

1, 2, . . . є незвiдними sln-модулями.

Наслiдок 4. Iдеалами L(M) ⊆ L(N) вичерпую-
ться всi пiдалгебри iнварiантнi вiдносно приєдна-
ної дiї елементiв алгебри sln.

Наслiдок 5. Решiтка пiдалгебр L : gln ⊂ L ⊆ gan

iзоморфна решiтцi пiднапiвгруп напiвгрупи N+.

Наслiдок 6. agln, asln максимальнi пiдалгебри в
gan, та, san, вiдповiдно.

Для встановлення вiдповiдностi мiж описаними
в попередньому роздiлi пiдалгебрами Лi та замкне-
ними пiдгрупами GAn, згiдно теореми 17 треба
мати опис вiдповiдних незвiдних пiдгруп.

Лема 5. Замкнена пiдгрупа G < GA
(1)
n , яка є iнва-

рiантною вiдносно дiї спряженням групи гомоте-
тiй є незвiдною.

Доведення. Доведення незвiдностi групи GA
(1)
n ,

наведене в [24], дослiвно переноситься на групи
G, iнварiантнi вiдносно дiї спряженням гомотетiй

λ = (λx1, λx2, . . . , λxn) ∈ Z(GLn).

Дiйсно, довiльний елемент з GA
(1)
n має форму:

g = x +
∑

r:r>m

H(r)(x1, . . . , xn),

де H(r)(x1, . . . , xn) — однорiднi форми степеня r,
причому ∀λ gλ ∈ G. Оскiльки

gλ = x +
1
λ

∑
r:r>m

H(r)(λx1, λx2 . . . , λxn) =

= x +
∑

r:r>m

λr−1H(r)(x1, x2 . . . , xn),

то ми маємо неперервну криву, що з’єднує елемент
g, λ = 1 та Id =< x1, . . . , xn >, λ = 0. Цим
доведена зв’язнiсть, а беручи до уваги теорему 14,
i незвiднiсть G.

Наслiдок 7. Нормальнi дiльники GA
(k)
n E GA

(1)
n є

замкненими незвiдними пiдгрупами.

Для опису замкнених надгруп SLn скористає-
мося локально нiльпотентними диференцiювання-
ми алгебри полiномiв ξ(um). Оскiльки

det J(< 0, 0, . . . , 0, xm1
1 xm2

2 . . . x
mn−1
n−1 >) ≡ 0,

то маємо елементарний автоморфiзм

exp(ξ(m)) = x + txm1
1 xm2

2 . . . x
mn−1
n−1 ~en,

який належить пiдгрупi GA
(m−1)
n ,m =

∑
i mi. Ця

пiдгрупа мiстить однопараметричну пiдгрупу:

σ(m)(t) =< x1, x2, . . . , xn−1, xn + tx
(m)
1 >,
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t ∈ F. За допомогою цих пiдгруп та гомоморфiзмiв

φk : GA0
n → GA(0)

n /GA(k)
n

у скiнченновимiрнi алгебраїчнi групи ми визначи-
мо пiдгрупи GA

(1)
n , алгебри Лi яких є типу L(M).

Для довiльної пiднапiвгрупи M ⊂ N+ i довiльного
k розглянемо групи

Ĝk(M) =< φk(σ(m)(t))A|A ∈ SLn,m ∈ M >,

якi породжуються однопараметричними пiдгрупа-
ми, спряженими мiж собою за допомогою елемен-
тiв з SLn. Покладемо

G(M) =
+∞⋂

k=1

φ−1
k (Ĝk(M)).

Лема 6.

1) Групи G(M),M ⊂ N є замкненими незвiдними

пiдгрупами GA
(1)
n ;

2) Всi неодиничнi елементи груп G(M) мають
вигляд x + Hm + . . . , де Hm — ненульова
однорiдна вектор-форма степеня m ∈ M, а
+ . . . означає доданки, якi не мiстять моно-
мiв степеня, що не перевищує m;

3) Lie(G(M)) = L(M), зокрема групами ти-
пу G(M) вичерпуються всi замкненi незвi-

днi пiдгрупи GA
(1)
n , iнварiантнi вiдносно дiї

спряженням групи SLn;

4) Для довiльної вектор-форми Hm, m ∈ M , та-
кої що Div(Hm) ≡ 0, iснує елемент g ∈
G(M) : g = x + Hm + . . . ;

5) Якщо замкнена пiдгрупа G < GA
(1)
n та-

ка що G 6= G(M), то iснують елемент
g ∈ G \ G(M) i число k0 6∈ M такi, що
g = x + Hk0 + . . . .

Доведення. Для скiнченновимiрних алгебраїчних
груп добре вiдома (див. [29] стор. 112) теорема,
в якiй доводиться, що група, породжена довiль-
ною сукупнiстю незвiдних алгебраїчних пiдгруп,
є незвiдною алгебраїчною пiдгрупою. Оскiльки всi
групи φk(σ(m)(t))A є однопараметричними i iзо-
морфнi K+, то iз цiєї теореми випливає замкне-
нiсть i незвiднiсть Ĝk(M), як пiдгрупи скiнченно-

вимiрної групи GA
(0)
n /GA

(k)
n . Тодi групи G(M) є

перетинами прообразiв замкнених пiдгруп i отже є
замкненими.

Очевидно, що для довiльного A ∈ SLn, одно-
параметрична група (σ(m)(t))A є iнварiантною вiд-
носно дiї спряженням групи гомотетiй, звiдки ви-
пливає, що i групи G(M) є такими i їх незвiднiсть
випливає з леми 5.

Перейдемо до п. 2). Для довiльного g ∈
G(M), g 6= e, iснує k : φk(g) 6= (e). За означенням

груп G(M) елемент φk(g) ∈ GA
(1)
n �GA

(k)
n є ком-

позицiєю елементiв φk(σ(m)(t))A, A ∈ SLn,m ∈
M, m < k + 1. Очевидно, що елементи σ(m)(t))A i
(σ(m)(t))A мають форму x + Hm + . . ., i за лемою
(4) таку ж форму будуть мати i елементи φk(g) i g.

У п. 3) будемо мати:

(∀m ∈ M,A ∈ GLn exp(ξ(m))A ∈ G(M)
) ⇒

⇒ L(M) ⊆ Lie(G(M)).

Оскiльки G(M) є незвiдною, то за теоремою 17
їй однозначно має вiдповiдати алгебра Лi. Оскiль-
ки всi промiжнi пiдалгебри описанi в теоремi 18,
то має iснувати пiднапiвгрупа M1 : Lie(G(M)) =
L(M1), M ⊆ M1. Нехай m1 ∈ M1 \ M, тодi
exp(ξ(1m1)) = σ(m1)(t) ∈ G(M). Але оскiльки
σ(m1)(t) = x + xm1

1 ~en, m1 6∈ M, а це суперечить
п. 2). Отже, M = M1 i Lie(G(M)) = L(M). Вра-
ховуючи взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж не-
звiдними замкненими групами та їх алгебрами Лi,
з наслiдку 4 отримуємо п. 3).

Для доведення п. 4) зауважимо, що вектор фор-
ми H(m), з умовою Div(H(m)) ≡ 0 можна отото-

жнювати з елементами алгебри Лi ga
(m−1)
n :

Hm ↔
n∑

i=1

[Hm]i
∂

∂xi
.

За наслiдком 3, ga
(m−1)
n , як векторний простiр,

породжується елементами виду ξ(um)A, um =
(m1,m2, . . . , mn−1, 0), |um| = m,A ∈ SLn. Отже,

n∑

i=1

[Hm]i
∂

∂xi
=

∑
α

ξ(umα)Aα ,

де ∀α |umα| = m. Тодi, за формулою (39) будемо
мати

∏
α

(
σ(umα)

)Aα

=

= x +
∑
α

A−1
α ·




0
...
0

(Aα · x∗)um


+

+ . . . = x + H(m) + . . . ∈ G(M),

тут Aαx∗− добуток матрицi на вектор-стовпчик
змiнних. Цим твердження п. 4) доведено.

Перейдемо тепер до доведення останнього пун-
кту леми. З означення груп G(M) випливає, що
якщо ∀k φk(G) = Ĝk(M) для деякої пiдгрупи
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G < GA
(1)
n , то G = G(M). Таким чином, якщо

замкнена пiдгрупа G < GA
(1)
n вiдмiнна вiд G(M),

то має iснувати k0 : ∀k > k0 φk(G) 6= Ĝk(M). Се-
ред усiх можливих значень k0 оберемо найменше
значення. Тодi для вiдповiдного цьому k0 елемента
g ∈ G \ G(M) : φk0(g) 6∈ Ĝk0(M), iснує елемент
g0 ∈ G(M):

g = x +
k0−1∑

j=m

H(j) + R(k0) modGA(k0)
n

g0 = x +
k0−1∑

j=m

H(j) + H(k0) modGA(k0)
n ,

де H(j), R(k0) однорiднi вектор-форми, що мають
степенi j, k0 вiдповiдно, причому R(k0) 6= H(k0).
Нехай

g−1
0 = x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j) modGA(k0)
n ,

тодi

x−H(m) +
k0∑

j=m+1

G(j)+

+
k0−1∑

j=m

H(j)


x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j)


 +

+ H(k0)


x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j)


 ∈ GA(k0)

n .

Використовуючи це, отримаємо

g · g−1
0 ≡

≡

x +

k0−1∑

j=m

H(j) + H(k0) +
(
R(k0) −H(k0)

)

 ◦

◦

x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j)


 ≡ x+

+ R(k0)


x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j)


−

−H(k0)


x−H(m) +

k0∑

j=m+1

G(j)


 ≡

≡ x + R(k0) −H(k0) modGA(k0)
n .

За умовою (40) маємо Div(R(k0) − H(k0)) = 0.
Припустимо, що k0 ∈ M, тодi згiдно п. 2), iснує

елемент q ∈ G(M) :

q ≡ x +
(
R(k0) −H(k0)

)
modGA(k0)

n ,

звiдки g · g−1
0 ≡ q modGA

(k0)
n i

g ≡ q · g0 modGA(k0)
n .

Оскiльки q · g0 ∈ G(M), то це суперечить умо-
вi φk0(g) 6∈ Ĝk0(M), за якою обирався елемент g.
Отже, k0 6∈ M i елемент g · g−1

0 є шуканим.

Теорема 19. Будь-яка замкнена пiдгрупа G :
GLn < G < GAn є або AGLn, або GLn n G(M)
для деякої пiднапiвгрупи M < N+.

Доведення. Як многовид, група G занурюється
в декартiв добуток своїх замкнених проекцiй на
AGLn та GA

(1)
n . Оскiльки G мiстить GLn, то її

проекцiя на AGLn або збiгається з нею, або є GLn.
Обидвi пiдгрупи AGLn, GLn є незвiдними, як го-
ловнi вiдкритi множини вiдповiдних афiнних про-
сторiв. Проекцiя G на GA

(1)
n є замкненою пiдгру-

пою, iнварiантною вiдносно дiї спряженням GLn,
а отже i групи гомотетiй. За лемою 5 вона є не-
звiдною, а отже за лемою 6 п.3), G = G(M) для
деякої пiднапiвгрупи M ⊂ N+. Таким чином, G
є незвiдною i результат випливає з теореми 17 та
наслiдкiв 4,5.

Наслiдок 8. Решiтка замкнених пiдгруп G :
GLn < G ≤ GA

(0)
n iзоморфна решiтцi пiднапiв-

груп напiвгрупи N+.

Наслiдок 9. AGLn є максимальною замкненою
пiдгрупою GAn.

Перейдемо до опису замкнених пiдгруп, що мi-
стять SLn.

Теорема 20. Нехай G — замкнена пiдгрупа: SLn ≤
G < GAn. Має мiсце одне з двох:

1) група G мiстить трансляцiю з A+
n i є однi-

єю з груп G = AGLn, SAn, AΩLn, де
ΩLn < GLn− пiдгрупа матриць, визна-
чник яких належить скiнченнiй пiдгрупi Ω <
K∗, AΩLn = ΩLn nA+

n < AGLn;

2) група G не мiстить трансляцiй, тодi iснує
пiднапiвгрупа з нулем M ⊂ N+: або G =
GLn nG(M), або G = ΩLn nG(M) для де-
якої скiнченної пiдгрупи Ω < K∗.
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Доведення. Як нескiнченновимiрний алгебраїчний
многовид групу G можна занурити в декартiв до-
буток GLn × A+

n × GA1
n. Нехай G0 £ G зв’язна (i

незвiдна) компонента одиницi. Її проекцiї на спiв-
множники декартового добутку також мають бути
незвiдними. Отже, проекцiя G0 на перший спiв-
множник може дорiвнювати GLn або SLn. Оскiль-
ки SLn ⊂ G0, то проекцiя на другий спiвмножник
можуть бути тiльки {0} або An. Проекцiї на третiй
спiвмножник згiдно п.3) леми 6 можуть бути тiль-
ки групи типу G(M). Опис можливих незвiдних
компонент G0 ми отримуємо з опису вiдповiдних
алгебр Лi: AGLn, SAn, ASLn, GLnnG(M), SLnn
G(M). Нехай g ∈ G\G0. Покажемо, що якщо g має
нетривiальну проекцiю на A+

n , то A+
n < G. Дiйсно,

для g = g0 · c, g0 ∈ GA
(0)
n , c ∈ A+

n , S ∈ SLn < G0

маємо Sg = (Sg0)c ∈ G0. Якщо елементам g, g−1

вiдповiдають вектор-полiноми F (x), G(x), то пере-
творенню Sg0 буде вiдповiдати вектор-полiном

G(S · F (x)),

а перетворенню Sg вектор-полiном

G(S · F (x + uc))− uc,

де c = x + uc ∈ A+
n . Тодi проекцiя елемента Sg на

A+
n дорiвнює

G(S ·F (uc))−uc. Якщо F (uc) = 0, то проекцiя до-
рiвнює x−uc . Для F (uc) 6= 0 завжди можна обрати
матрицю S таким чином, щоб S · F (uc) 6= F (uc),
тодi

G(S · F (uc)) 6= G(F (uc)) = uc.

Отже, проекцiя елемента Sg ∈ G0 на A+
n є не-

тривiальною, а оскiльки SLn дiє транзитивно на
ненульових векторах, то A+

n < G0. Пiдгрупами
ASLn, AGLn, SAn вичерпуються всi замкненi не-
звiднi пiдгрупи, що мiстять групу трансляцiй, тобто
в цьому випадку для G0 маємо три можливостi.

Покажемо, що проекцiї G та G0 на GA
(1)
n збi-

гаються. Припустимо, що це не так, тодi, оскiльки
проекцiя G0 на GA

(1)
n збiгається з деякою пiдгру-

пою G(M), за лемою 6, п. 5), iснує елемент:

q = A · g ∈ G \G0 : A ∈ GLn, g ∈ GA(1)
n \G(M),

g = x + Hk + . . . , k 6∈ M.

Оскiльки SLn ⊂ G0, то ∀S ∈ SLn

q · S · q−1 = S · qS · q−1 ∈ G0.

Звiдки,

∀S ∈ SLn qSq−1 = AS ·A−1·gS ·g−1 ∈ GLnnG(M),

а оскiльки AS ·A−1 ∈ SLn, то

∀S ∈ SLn, gS · g−1 ∈ G(M).

Як випливає з наслiдку 3, приєднана дiя sln
на однорiдних компонентах ga

(k)
n є невиродженою,

тобто:

∩s∈slnKer(ad s) = {0}.
Скориставшись властивостями оператора exp для
скiнченновимiрних алгебраїчних груп, отримуємо,
що для довiльного g ∈ GA

(k)
n /GA

(k+1)
n iснує S ∈

SLn : gS · g−1 6= (e). Зокрема iснує S ∈ SLn:

φk(g)S · φk(g)−1 6= (e).

Для такого S отримуємо

gS · g−1 = x + uR(k) + . . . ∈ G(M), k 6∈ M,

що суперечить п.1) леми 6. Отже, проекцiя G на

GA
(1)
n збiгається з G(M).
Пiдсумовуючи все попереднє, приходимо до ви-

сновку, що проекцiї груп G та G0 на A+
n та GA

(1)
n

збiгаються. Крiм того, якщо G мiстить трансля-
цiї, то її проекцiєю на GA

(1)
n може бути лише або

одинична пiдгрупа або сама GA
(1)
n . Що стосується

проекцiй G на GLn, то це можуть бути лише пiд-
групи типу ΩLn або вся GLn, якими вичерпуються
усi замкненi пiдгрупи GLn, що мiстять SLn. Це за-
вершує доведення теореми.

Наслiдок 10. ASLn є максимальною замкненою
пiдгрупою SAn.

Нерозв’язанi проблеми.
Наведемо ряд давнiх проблем комутативної ал-

гебри, алгебраїчної геометрiї та теорiї iнварiантiв
безпосередньо пов’язаних з афiнною групою Кре-
мони. Першою серед них є, безумовно, гiпотеза
якобiана.

1) Проблема якобiана: якщо F набiр з n полi-
номiв fi вiд n змiнних має якобiан, що є кон-
стантою, вiдмiнною вiд нуля, то чи випливає
з цього iснування оберненого полiномiально-
го перетворення G: F (G) = G(F ) = Id? Це
можна подати таким чином:

j(F ) = const 6= 0 ?⇒ F ∈ GAn.

2) Пiсля розв’язання гiпотези Нагати, можна
поставити запитання: чи iснують дикi авто-
морфiзми в просторах розмiрностей бiльших
за 3?

3) Чи всi бiрегулярнi перетворення афiнного про-
стору є стабiльно ручними?
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4) Чи є афiнна група максимальною пiдгрупою в
групi ручних перетворень афiнного простору
розмiрностi бiльше двох?

5) Характеризацiя локально нiльпотентних полi-
номiальних диференцiювань та побудова ал-
горитму перевiрки локальної нiльпотентностi
даного полiномiального диференцiювання.

6) Чи породжується афiнна група Кремони своєю
афiнною пiдгрупою та експонентами локаль-
но нiльпотентних полiномiальних диферен-
цiювань?

7) Cкiнченна породжуванiсть алгебри iнварiан-
тiв. Якщо G — алгебраїчна група i X є
G-многовидом, то визначена дiя групи G
на алгебрi функцiй O(X). Питання про те,
чи є алгебра iнварiантiв O(X)G скiнченно-
породженою часто називають 14-ю пробле-
мою Д. Гiлберта. Насправдi, в оригiналi її
формулювання було iншим: нехай L є пiдпо-
ле рацiональних функцiй C(x1, x2, . . . , xn),
що мiстить C; чи є L ∩ C[x1, x2, . . . , xn]
скiнченно-породженою C — алгеброю? По-
зитивне вирiшення цiєї проблеми мало б на-
слiдком скiнченну породжуванiсть алгебри
O(Cn)G. Але у 1958 роцi М.Нагата побуду-
вав контрприклади до обох проблем. Прикла-
ди [14], що згадувалися ранiше, F+ — дiї з не-
скiнченно породженою алгеброю iнварiантiв
були побудованi пiзнiше.

У той же час, для широкого класу алге-
браїчних груп — редуктивних груп, пробле-
ма скiнченно породжуваностi має позитивне

вирiшення, тобто якщо задана дiя лiнiйно-
редуктивної алгебраїчної групи G на афiн-
ному многовидi X, то алгебра iнварiантiв
O(X)G є скiнченно породженою (див. [30]).
Вивчення дiй алгебраїчних груп на афiнно-
му просторi Cn призводить до певних класiв
автоморфiзмiв алгебри C[x1, x2, . . . , xn] =
O(Cn), а знання будови групи GAn(C) =
AutCC[x1, x2, . . . , xn] дає можливiсть вивча-
ти дiї вказаних груп. Наступнi проблеми по-
в’язанi саме з проблемами класифiкацiї таких
дiй.

8) Гiпотеза лiнеаризацiї. Чи будь-яка алгебраїчна
дiя довiльної редуктивної алгебраїчної групи
еквiвалентна лiнiйнiй? Iнше формулювання
цiєї проблеми — чи будь-яка редуктивна алге-
браїчна пiдгрупа GAn спряжена з пiдгрупою
групи GLn < GAn? В 1989 роцi Г. Шварц
(G. Schvarz, [31]) побудував приклади нелiнi-
аризованих дiй груп O2, SL2, SO3.

9) Проблема випрямлення афiнного простору.
Чи будь-який замкнений пiдмноговид An, що
iзоморфний афiнному простору Ak, може бу-
ти переведений за допомогою елемента гру-
пи GAn у стандартний координатний пiдпро-
стiр, точок з координатами:
(x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0)?

10) Проблема Зарисського (скорочення). Для до-
вiльного многовиду Y, чи означає iзоморфiзм
Y ×Cm

∼= Cn для деяких n, m наявнiсть iзо-
морфiзму Y ∼= Cn−m?
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FAIRYLAND OF POLINOMIAL TRANSFORMATIONS

The survey of the problems connected with invertible polynomial maps is proposed.
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