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ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВИНЕНЬ В РЯДИ ДIРIХЛЕ АНАЛIТИЧНИХ
ФУНКЦIЙ ЗА ДОПОМОГОЮ ОПЕРАТОРНОГО ПIДХОДУ

Роботу присвячено побудовi Гiльбертового простору H i заданого в ньому оператора A таких, що
розвинення в ряд Дiрiхле функцiй аналiтичних всерединi квадрата буде розкладом за власним базисом
оператора A; визначення явних формул для обрахунку коефiцiєнтiв розвинення у ряд Дiрiхле i встанов-
лення зв’язку мiж гладкiстю функцiї на сторонах квадрата та швидкiстю збiжностi ряду Дiрiхле за
методом [3].
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Функцiональний ряд:

f(s) =
n∑

i=1

ane−λns , (1)

де an — комплекснi коефiцiєнти, λn — зростаю-
ча послiдовнiсть дiйсних чисел,

lim
n→∞

λn = ∞,

s = σ + it — комплексна змiнна, називається рядом
Дiрiхле.

Ряди Дiрiхле були вперше представленi нiме-
цьким математиком Дiрiхле (Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet) i, головним чином, призначенi
для використання у теорiї чисел. Велику кiлькiсть
важливих теорем стосовно рядiв Дiрiхле було вста-
новлено наприкiнцi XIX — початку XX ст.

Рядам Дiрiхле взагалi i теорiї розвинень фун-
кцiй в ряди Дiрiхле зокрема присвячено числен-
нi науковi працi, уявлення про якi можна скласти
за далеко не повними бiблiографiями, представ-
леними у монографiях С. Мандельбройта, О. Ф.
Леонтьєва. Найбiльш важливi результати з дослi-
дження збiжностi рядiв Дiрiхле у ХХ ст. одержанi
Ж.Дельзартом, С. Верблюнським, Л. Шварцем, О.
Ф. Леонтьєвим та iн.

Однак у цих роботах збiжнiсть завжди дослi-
джувалася в опуклих вiдкритих областях. Вперше
дослiджувати збiжнiсть рядiв Дiрiхле в замкненiй
областi розпочав О. Ф. Леонтьєв у кiнцi 60-х р.
ХХ ст. У 70-х р. Пiд час дослiдженя рядiв Дiрi-
хле для функцiй аналiтичних всерединi опуклого
n-кутника i неперервних на його сторонах у робо-
тах В. К. Дзядика, Е. К. Крутиголови [9], В. К. Дзя-
дика [10] та О. Ф. Леонтьєва [1],[4] – [8] був запро-
поновано розклад на суму n функцiй:

f(z) =
n∑

k=1

fk(z), (2)

де кожна з функцiй fk(z) є перiодичною на однiй
iз сторiн n-кутника i допускає аналiтичне продов-
ження у напiвплощину, що мiстить цей n-кутник.

Зауважимо, що розвинення функцiй f(z) у ряд
Дiрiхле складається iз суми розвинень в ряди Фур’є
функцiй fk(z) на вiдповiдних сторонах n-кутника.
У випадку квадрата Q = {z = x + iy : |x| ≤
π, |y| ≤ π} розвинення в ряд Дiрiхле набуває ви-
гляду [9][10]:

f(z) =
4∑

k=1

fk(z) =
4∑

k=1

∞∑
n=1

aknϕkn(z), (3)

де ϕkn(z) = ei−k+2nz, причому експоненти
ϕ1n(z) = einz вiдповiдають сторонi Γ1 =

[−π(1 + i), π(1− i)],
ϕ2n(z) = enz вiдповiдають сторонi Γ2 = [π(1−

i), π(1 + i)],
ϕ3n(z) = e−inz вiдповiдають сторонi Γ3 =

[π(1 + i), π(−1 + i)],
ϕ4n(z) = e−nz вiдповiдають сторонi Γ4 =

[π(−1 + i),−π(1 + i)].
Зауважимо, що у роботi О. Ф. Леонтьєва [1]

розвинення (3) розглядається з точнiстю до деяко-
го квадратного многочлена q(z), тобто

f(z) =
4∑

k=1

∞∑
n=1

aknϕkn(z) + q(z). (4)

У цiй замiтцi пропонується дещо iнший пiдхiд
до розкладу (2) як до розвинення за власним ба-
зисом самоспряженого розширення оператора ди-
ференцiювання D = i d

dz у деякому належним чи-
ном побудованому Гiльбертовому просторi фун-
кцiй аналiтичних всерединi Q функцiй. Оскiльки,
за (3), ряд Дiрiхле функцiй аналiтичних всерединi
квадрата i неперервних на його сторонах є сумою
чотирьох рядiв Фур’є, то, зрозумiло, що властиво-
стi рядiв Фур’є можуть бути перенесенi i на ряди
Дiрiхле (3).
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Як вiдомо, ряд Фур’є функцiї f(x) на вiдрiзку
[−π, π] можна розглядати як розвинення за власним
ортогональним базисом {einx}n∈Z самоспряжено-
го розширення оператора диференцiювання i d

dx з
перiодичними граничними умовами f(−π) = f(π).

У цiй замiтцi показано, що ряд Дiрiхле (3) також
є розвиненням за власними функцiями ϕkn(z), k =
1, 4, n ∈ N нормального розширення оператора
диференцiювання i d

dz , визначених на аналiтичних
у Q i неперервно диференцiйованих на його сторо-
нах функцiях f(z) iз певними граничними умовами
на значення у вершинах квадрата. Отже, для до-
слiдження апроксимацiї функцiй аналiтичних у Q
рядами Дiрiхле може бути застосований запропо-
нований у статтi В. I. Горбачука та М. Л. Горбачука
[3] так званий операторний пiдхiд до теорiї апро-
ксимацiї. Такий пiдхiд дає змогу iстотно спростити
доведення й уточнити багато результатiв отрима-
них ранiше у працях О. Ф. Леонтьєва, В. К. Дзя-
дика й учнiв, Е. К. Крутиголови та Ю. I. Мельника
[12] – [14], а також А. М. Седлецького [15] – [17],
Б. Я. Левiна, Ю. I. Любарського [20].

До системи функцiй ϕkn(z), k = 1, 4, n ∈ N
у роботi долучено також функцiю ϕ0(z) ≡ 1. У
випадку розглянутих у (2) розвинень у ряд Дiрiх-
ле функцiї f(z) = eqz, q /∈ Z, iq /∈ Z доповнення
базиса функцiєю ϕ0(z) ≡ 1 дає змогу одержати збi-
жнiсть ряду Дiрiхле на сторонах Q, окрiм вершин.
Отримано явнi формули для коефiцiєнтiв akn.

Нехай L2(Γ) — простiр усiх комплекснознач-
них функцiй f(z), визначених на границi квадрата
Q (Γ = ∂Q), якi мають iнтегрований квадрат мо-
дуля:

∫

Γ

|f(z)|2|dz| < +∞.

Скалярний добуток в L2(Γ) визначається фор-
мулою

(f, z) = (f, g)L2(Γ) =
∫

Γ

f(z)g(z)|dz|. (5)

У L2(Γ) позначимо пiдпростiр H = H2(Q) ти-
пу Гардi, який складається з функцiй f(z) iз L2(Γ),
що допускають аналiтичне продовження у середи-
ну квадрата Q. Вiдносно скалярного добутку (5)
H2(Q) утворює також Гiльбертiв простiр. У H
розглянемо сiмейство функцiоналiв ℵjm(f), j =
1, 4, m ∈ N, якi є «iндикаторами» функцiй ϕkn(z).
Дiю функцiоналiв ℵjm(f) на функцiю f(z) iз
H2(Q) визначимо за допомогою контурного iнте-

грала

ℵjm(f) =
∫

Γj

f(z)ϕjm(z)dz−

−
∫

Γj+1

f(z)ϕj+2,m(z)dz+

+
∫

Γj+2

f(z)ϕjm(z)dz−

−
∫

Γj+3

f(z)ϕj+2,m(z)dz. (6)

Вважаємо, що Γk+4 = Γk, ϕk+4,m(z) = ϕk,m(z).
Iнтегрування у (6) ведеться у додатному напрямку,
функцiонали Fjm є неперервними в H2(Q).

Лема 1. Дiя функцiонала ℵjm(f), j = 1, 4, m ∈ N
на функцiю ϕkn(z), k = 1, 4, n ∈ N визначається
за формулою:

ℵjm(ϕkn) = 2πij−1(e2πm − e−2πm)δjkδmn, (7)

де δpq — символ Кронекера

δpg =

{
1, если p = q;

0, если p 6= q.

Доведення. Запишемо зображення функцiонала
ℵjm у виглядi:

ℵjm(f) =
4∑

k=1

(−1)r−1ℵ(r)
jm(f), (8)

де функцiонал ℵ(r)
jm вiдповiдає iнтегралу за Γr (6).

Будемо розглядати випадок j = 1 внаслiдок очеви-
дної симетрiї, випадки j = 2, 4 можуть бути зведенi
до випадку j = 1. При k = 1 маємо :

ℵ(1)
1m(ϕ1n) + ℵ(3)

1m(ϕ1n) =

=
∫

Γ1∪Γ3

einzeimzdz =

=

π∫

−π

ein(x−iπ)eim(x−iπ)dx+

+

−π∫

π

ein(x+iπ)eim(x+iπ)dx =

= eπ(m+n)

π∫

−π

ei(n−m)xdx−

− e−π(m+n)

π∫

−π

ei(n−m)xdx =

= 2π(e2πn − e−2πn)δmn; (9)
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ℵ(2)
1m(ϕ1n) + ℵ(4)

1m(ϕ1n) =

=
∫

Γ2∪Γ4

einze−imzdz =

=

π∫

−π

ein(π+iy)e−im(π+iy)idy+

+

−π∫

π

ein(−π+iy)e−im(−π+iy)idy =

= (eiπ(n−m) − e−iπ(n−m))×

×
π∫

−π

e(m−n)ydy = 0. (10)

Отже ℵ1m(ϕ1n) = 2π(e2πm − e−2πm)δmn, при
k = 2 маємо

ℵ1m(ϕ2n) =
∫

Γ1∪Γ3

enzeimzdz−

−
∫

Γ2∪Γ4

enze−imzdz =

=

π∫

−π

en(x−iπ)eim(x−iπ)dx−

−
π∫

−π

en(π+iy)e−im(π+iy)idy−

−
π∫

−π

en(x+iπ)eim(x+iπ)dx+

+

π∫

−π

en(−π+iy)e−im(−pi+iy)idy =

= eπ(−in+m)

π∫

−π

e(−im+n)xdx−

− ieπ(n+im)

π∫

−π

e(m+in)ydy−

− eπ(−m+in)

π∫

−π

e(−im+n)xdx+

+ ieπ(−im−n)

π∫

−π

e(m+in)ydy =

=
eπ(m−in)

im + n
e(−im+n)x

∣∣∣
π

−π
+

+
ieπ(im+n)

m + in
e(m+in)y

∣∣∣
π

−π
−

− eπ(−m+in)

−im + n
e(−im+n)x

∣∣∣
π

−π
−

− ieπ(−im−n)

m + in
e(m+in)y

∣∣∣
π

−π
.

Враховуючи, що eiπn = e−iπn = (−1)n, eiπm =
e−iπm = (−1)m, 1

−im+n = i
m+in одержимо:

ℵ1m(ϕ2n) =
(−1)m+n

−im + n
(eπn(eπn − e−πn)−

− eπn(eπm − e−πm)− e−πm(eπn − e−πn)+

+ e−πn(eπm − e−πm)) =

=
(−1)m+n

−im + n
(eπ(m+n) − eπ(m−n)−

− eπ(m+n) + eπ(−m+n) − eπ(−m+n) + +

eπ(−m−n) + eπ(m−n) − eπ(−m−n)) = 0. (11)

Змiнюючи в (9) — (11) n на −n отримаємо:
ℵ1m(ϕ3n) = 0, ℵ1m(ϕ4n) = 0.

Для j = 2, 4 спiввiдношення (7) внаслiдок оче-
видної симетрiї можуть бути доведенi аналогiчно.

Лему 2 доведено.

Безпосередньою перевiркою можна довести, що
ℵjm(1) = 0 для j = 1, 4, m ∈ N.

Наслiдок 1. Коефiцiєнти ряду Дiрiхле ank =
ank(f) визначають за формулою ank(f) =
i1−j

2π (e2πn − e−2πn)−1ℵnk(f).

У просторi H видiлимо одновимiрний пiдпрос-
тiр констант H(0) = {f ∈ H : f = C ∈ C1}
та пiдпростори H(k), k = 1, 4, що складаються з
аналiтичних перiодичних на Γk функцiй fk(z) (2).
Отже, H(k) — це замкнена лiнiйна оболонка, по-
роджена функцiями ϕkn(z), n ∈ N, k = 1, 4. У
просторi H введемо оператор P (k) проектування
на H(k)

P (k)f =
1

2πik−1
×

×
∞∑

n=1

(e2πn − e−2πn)−1ℵkn(f)ϕkn(z). (12)

У просторах H(k), k = 1, 4 введемо новi скалярнi
добутки (f, g) =

∫
Γk

f(z)g(z)dz.

Розглянемо пряму суму Гiльбертових просторiв
4⊕

k=0

H(k). Одержаний простiр буде топологiчно збi-

гатися з H . Норма прямої суми еквiвалентна нормi
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простору H [21]. Нехай

H(I) = H(1)
⊕

H(3)

H(II) = H(2)
⊕

H(4)

Отже, матимемо H = H(0)
⊕

H(I)
⊕

H(II). У
просторi H(I) визначимо самоспряжений опера-
тор A(I) за формулою A(I)f(z) = i d

dz f(z) з пе-
рiодичними граничними умовами f(−π + iy) =
f(π + iy) для всiх y ∈ [−π, π]. У просторi H(II),
вiдповiдно, визначимо самоспряжений оператор
A(II)f(z) = d

dz f(z) iз перiодичними граничними
умовами f(x − iπ) = f(x + iπ), x ∈ [−π, π]. У
просторi H(0) вважатимемо, що A(0)f = 0.

Теорема 1. Пряма сума операторiв

A(0), A(I), A(II) утворює в H самоспряжений
оператор A з граничною умовою f(−π(1 + i)) −
f(π(1 − i)) + f(π(1 + i)) − f(π(−1 + i)) = 0.
Функцiї 1, ϕkn(z), k = 1, 4, n ∈ N утво-
рюють власний ортонормований базис, причому
Aϕkn(z) = (−1)k−1nϕkn(z).

Теорема 1 є наслiдком Леми 1 та означення пря-
мої суми Гiльбертових просторiв i прямої суми опе-
раторiв. З теореми 1 випливає, що (12) є розвине-
нням за власним базисом оператора A. Для дослi-
дження рядiв функцiй f(z), що мають неперервнi
похiднi на сторонах квадрата, можна застосувати
методи з працi В. I. Горбачук та М. Л. Горбачука
[3].
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O. Kashpirovskyi, V. Naumova

DECOMPOSITIONS RESEARCH IN THE DIRICHLET SERIES OF ANALYTIC
FUNCTIONS WITH OPERATIONAL APPROACH

The aim of the work is to construct Hilbert space H and selfadjoint operator A in it, such that the expansion
in Dirichlet series of analytic functions inside the square will be decomposition of operator’s proper basis. This
work continues investigations of scientists Leontev A. F., Dzyadyk V. K., Krutygolova E. K. in the theory of
Dirichlet series.
Keywords: Dirichlet series, Fourier, operator approach, Hilbert space, analytical function.
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