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1 Âñòóï

Ïî÷èíàþ÷è ç ôóíäàìåíòàëüíî¨ ðîáîòè [11] Êóðàòîâñüêîãî 1922 ðîêó, òåìà
äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ ìiæ ìíîæèíàìè â òîïîëîãi÷íèõ ïðî-
ñòîðàõ çàéìà¹ âàæëèâå ìiñöå â ñó÷àñíié çàãàëüíié òîïîëîãi¨. Áàãàòî âëàñòè-
âîñòåé ìíîæèí â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ (òàêi, ÿê óçàãàëüíåíi âiäêðèòiñòü
òà çàìêíåíiñòü, âñþäè ùiëüíiñòü, íiäå íå ùiëüíiñòü òîùî) i ñàìèõ ïðîñòî-
ðiâ (çâ'ÿçíiñòü, ñåïàðàáåëüíiñòü, íåðîçêëàäíiñòü òà iíøi) ôîðìóëþþòüñÿ â
òåðìiíàõ âiäíîøåíü ìiæ âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è äóà-
ëiçì îïåðàòîðiâ çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíîñòi, iç àêñiîì Êóðàòîâñüêîãî äëÿ
îïåðàòîðà çàìèêàííÿ ìîæíà îòðèìàòè ñõîæó àáñòðàêòíó õàðàêòåðèçàöiþ
é äëÿ îïåðàòîðà âíóòðiøíîñòi â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ. Àíàëîãi÷íèì ÷è-
íîì îòðèìóþòüñÿ é õàðàêòåðèçàöi¨ ñòàíäàðòíèõ îïåðàòîðiâ çîâíiøíîñòi òà
ìåæi.

Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi íàñòóïíèõ øåñòè îïåðàòîðiâ ìiæ
ìíîæèíàìè â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ: çàìèêàííÿ Cl, âíóòðiøíiñòü Int, çîâ-
íiøíiñòü Ext, ìåæà ∂ òà äâà îïåðàòîðè + i ∗, ÿêi äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòi
Åëåçà òà Ïàïàçà [7].

Ó ÿêîñòi îñíîâíî¨ çàäà÷i ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïèñó ìíîæèí, íà ÿêèõ
çàäàíà ïàðà îïåðàòîðiâ F,G êîìóòó¹ (òîáòî ìíîæèí A, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíà
ðiâíiñòü F (G(A)) = G(F (A))) äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ïàð îïåðàòîðiâ F,G ç
ìíîæèíè {Cl, Int,Ext, ∂,+, ∗}.

Ïîâíèé îïèñ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè îïåðàòîðiâ Cl, Int áóâ îòðè-
ìàíèé ó 1961 ðîöi â ðîáîòi Ëåâiíà [12]. À ñàìå, â [12] áóëî äîâåäåíî, ùî äàíà
ïàðà îïåðàòîðiâ êîìóòó¹ ëèøå íà ìíîæèíàõ, ÿêi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-
ãëÿäi ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè (ìíîæèíè, ÿêà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ i çàìêíåíîþ) iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ (ìíîæè-
íà, âíóòðiøíiñòü çàìèêàííÿ ÿêî¨ ïîðîæíÿ). Ïîäiáíèì ÷èíîì áóëè îïèñàíi é
ìíîæèíè A, íà ÿêèõ êîìóòóþòü îïåðàòîðè Int, ∂ (äèâ. ðîáîòó Ñòåéëi [17]).
Êîæíà òàêà ìíîæèíà ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi (äèç'þíêòíîãî) îá'¹äíàííÿ
âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ. Ñëiä çàóâàæè-
òè, ùî äàíà çàäà÷à ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàäà÷i îïèñó ìíîæèí, íà ÿêèõ
çàäàíà ïàðà îïåðàòîðiâ F,G ñïiâïàäà¹ (òîáòî ìíîæèí A ç F (A) = G(A)).
Öÿ áiëüø øèðîêà çàäà÷à áóëà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòi ×åïìåíà [4] äëÿ
ïàð îïåðàòîðiâ F,G iç ìîíî¨äà F1, ïîðîäæåíîãî îïåðàòîðàìè Cl, Int.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F2 ìîíî¨ä, ïîðîäæåíèé îïåðàòîðàìè Cl òà äîïîâíåí-
íÿì ìíîæèí. Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Êóðàòîâñüêîãî [11] ñòâåðäæó¹, ùî |F2| ≤
14 äëÿ âñiõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà, |F1| ≤ 7. Ïðîòå, äëÿ ìîíî-
¨äà F3, ïîðîäæåíîãî îïåðàòîðàìè Cl, äîïîâíåííÿ ìíîæèí òà îá'¹äíàííÿ
ìíîæèí, âçàãàëi êàæó÷è, |F3| = ∞ (äèâ. [2]). Áiëüøå òîãî, ìîæíà ïîáó-
äóâàòè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü ñêií÷åííó ìíîæèíó A òàêó, ùî
ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóþ÷è îïåðàòîðè Cl, äîïîâíåííÿ òà îá'¹äíàííÿ äî A, ìè
îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðiçíèõ ìíîæèí [3]. Òàêîæ, iç âiïîâiäíèõ
îçíà÷åíü ñëiäó¹, ùî Cl, Int ∈ F1, Ext ∈ F2 òà ∂,+, ∗ ∈ F3.

Ó äðóãié ñåêöi¨ öi¹¨ ðîáîòè íàâåäåíi îñíîâíi îçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ òîïîëî-
ãi¨, ïðèêëàäè ñòàíäàðòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ òà òèïè ìíîæèí, ÿêi âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Òðåòÿ ñåêöiÿ ìiñòèòü îñíîâíi âëàñòè-
âîñòi îïåðàòîðiâ ìiæ ìíîæèíàìè. Çîêðåìà, îïèñàíî ìíîæèíè, ÿêi ïiä äi¹þ
âèùåçãàäàíèõ øåñòè îïåðàòîðiâ ïåðåõîäÿòü â ïîðîæíþ ìíîæèíó àáî ó âåñü
ïðîñòið X. Òàêîæ îïèñàíî íåðóõîìi òî÷êè îïåðàòîðiâ òà ìíîæèíè ñïiâïàäi-
ííÿ äëÿ äîâiëüíèõ ïàð îïåðàòîðiâ. Ó ÷åòâåðòié ñåêöi¨ ðîçãëÿíóòî êîìïîçèöi¨
îïåðàòîðiâ. À ñàìå, ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à îïèñó ìíîæèí êîìóòóâàííÿ
äëÿ âñiõ ïàð îïåðàòîðiâ. Çà äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíî íîâi õàðà-
êòåðèçàöi¨ nd-ïðîñòîðiâ (nodec spaces), åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ,
ñèëüíî íåðîçêëàäíèõ ïðîñòîðiâ òà äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ. Ó ï'ÿòié
ñåêöi¨ íàâåäåíî âèñíîâêè òà ìîæëèâi ïëàíè íà ìàéáóòíþ ðîáîòó.
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2 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé X äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i τ ⊂ 2X òàêà
ðîäèíà ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè (àêñiîìè
òîïîëîãi¨):

• ïîðîæíÿ ìíîæèíà i ìíîæèíà X íàëåæàòü τ ;

• îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí ç τ ìiñòèòüñÿ â τ ;

• ïåðåòèí êîæíèõ äâîõ ìíîæèí ç τ íàëåæèòü τ .

Òàêà ðîäèíà τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ íà X, à ìíîæèíà X íîñi¹ì òîïî-

ëîãi¨. Ïðè öüîìó, ïàðà (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 2.2. Íà äîâiëüíié íåïîðîæíié ìíîæèíi X òîïîëîãiÿ íàçèâà¹-
òüñÿ äèñêðåòíîþ, ÿêùî τ = 2X .

Ïðèêëàä 2.3. Òîïîëîãiÿ íàçèâà¹òüñÿ àíòèäèñêðåòíîþ àáî òðèâiàëü-
íîþ, ÿêùî τ = {∅, X}.

Ïðèêëàä 2.4. Êîæåí ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ïðèðîäíiì ÷èíîì ïî-
ðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà X: ìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ ¨¨ òî÷êè x ∈ A iñíó¹ ÷èñëî r > 0 òàêå, ùî Br(x) ⊂ A (òóò
Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) < r} ïîçíà÷à¹ êóëþ ðàäióñà r iç öåíòðîì â x).
Çîêðåìà, òîïîëîãiÿ íà R, ïîðîäæåíà ìåòðèêîþ d(x, y) = |x − y|, x, y ∈ R,
íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ.

Ïðèêëàä 2.5. Íåõàé ìíîæèíà X ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ: X =

{a, b}. Ðîäèíà τ = {∅, X, {a}} ¹ òîïîëîãi¹þ íà X. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(X, τ) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ñåðïiíñüêîãî àáî çâ'ÿçíèì äâîòî÷êî-

âèì ïðîñòîðîì.

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè òiëüêè iç íåïîðîæíiì
íîñi¹ì.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ
âiäêðèòîþ â X (âiäêðèòîþ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ τ àáî τ -âiäêðèòîþ), ÿêùî
A ∈ τ . ßêùî âiäîìî, ïðî ÿêó òîïîëîãiþ éäåòüñÿ, òî ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ
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ïðîñòî âiäêðèòîþ.
Ìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ â X
(çàìêíåíîþ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ τ àáî τ -çàìêíåíîþ), ÿêùî ¨¨ äîïîâíåííÿ
X\A âiäêðèòå â τ . ßêùî âiäîìî, ïðî ÿêó òîïîëîãiþ éäåòüñÿ, òî ìíîæè-
íà A íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòî çàìêíåíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.7. ßêùî â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèíà A âiä-

êðèòà, à ìíîæèíà B çàìêíåíà, òî ðiçíèöÿ A\B âiäêðèòà, à B\A çàìêíå-

íà.

Äîâåäåííÿ. Ñëiäó¹ iç ðiâíîñòi A\B = A ∩ (X\B).

Â öié ðîáîòi òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòî ÷åðåç X
(ÿêùî âêàçàíî, ÿêà òîïîëîãiÿ ìà¹òüñÿ íà óâàçi).

Îçíà÷åííÿ 2.8. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî âií
íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïî-
ðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Îïåðàòîð çàìèêàííÿ (closure) ClA ¹ ïåðåòèíîì óñiõ
çàìêíåíèõ ìíîæèí iç ïðîñòîðó X, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái A. Çàìèêàííÿ çàäà¹
íàéìåíøó çàìêíåíó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü A: A ⊂ ClA.
Îïåðàòîð âíóòðiøíîñòi (interior) IntA ¹ îá'¹äíàííÿì óñiõ âiäêðèòèõ ïiä-
ìíîæèí A â òîïîëîãi¨, âèçíà÷åíié íà X. Âíóòðiøíiñòü çàäà¹ íàéáiëüøó âiä-
êðèòó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòüñÿ â A: IntA ⊂ A.
Îïåðàòîð çîâíiøíîñòi (exterior) ExtA öå ñóêóïíiñòü óñiõ âiäêðèòèõ ìíî-
æèí, ÿêi íå ïåðåòèíàþòü A. Çîâíiøíiñòü çàäà¹ íàéáiëüøó âiäêðèòó ìíîæè-
íó, ÿêà ìiñòèòüñÿ â X\A: ExtA = Int(X\A), ExtA = X\ClA.
Îïåðàòîð ìåæi ∂ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ∂A = ClA\ IntA.
Îïåðàòîð + âèçíà÷à¹òüñÿ òàê [7]: A+ = ClA\A.
Îïåðàòîð ∗ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê [7]: A∗ = A\ IntA.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Ìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ:

• âiäêðèòî-çàìêíåíîþ, ÿêùî ClA = IntA;

• âñþäè ùiëüíîþ, ÿêùî ClA = X;

• íiäå íå ùiëüíîþ, ÿêùî Int (ClA) = ∅;
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• íàïiââiäêðèòîþ [13], ÿêùî A ⊂ Cl (IntA);

• íàïiâçàìêíåíîþ, ÿêùî Int (ClA) ⊂ A;

• ïåðåäâiäêðèòîþ [14], ÿêùî A ⊂ Int (ClA);

• ïåðåäçàìêíåíîþ, ÿêùî Cl (IntA) ⊂ A;

• êâàçi-âiäêðèòîþ [5], ÿêùî Int(ClA) ⊂ Cl(IntA).

Òâåðäæåííÿ 2.11. Âèùåçãàäàíi ìíîæèíè ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

• Îçíà÷åííÿ íàïiââiäêðèòî¨ ìíîæèíè åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

ClA = Cl(IntA);

• Îçíà÷åííÿ íàïiâçàìêíåíî¨ ìíîæèíè åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

IntA = Int(ClA);

• Ìíîæèíà, ÿêà ¹ âîäíî÷àñ íàïiââiäêðèòîþ òà ïåðåäâiäêðèòîþ, ¹

êâàçi-âiäêðèòîþ;

• Ìíîæèíà, ÿêà ¹ âîäíî÷àñ íàïiââiäêðèòîþ òà íàïiâçàìêíåíîþ, ¹

êâàçi-âiäêðèòîþ;

• Ìíîæèíà, ÿêà ¹ âîäíî÷àñ íàïiâçàìêíåíîþ òà ïåðåäçàìêíåíîþ, ¹

êâàçi-âiäêðèòîþ;

• Ìíîæèíà, ÿêà ¹ âîäíî÷àñ íàïiâçàìêíåíîþ òà ïåðåäâiäêðèòîþ, ¹

âiäêðèòî-çàìêíåíîþ;

• Âiäêðèòà àáî çàìêíåíà ìíîæèíà ¹ êâàçi-âiäêðèòîþ.

Ëåìà 2.12. [4] Íåõàé B çàìêíåíà ìíîæèíà, à C ìíîæèíà iç ïîðî-

æíüîþ âíóòðiøíiñòþ. Òîäi Int(B ∪ C) = IntB.

Ñêàæåìî, ùî ïàðà îïåðàòîðiâ F òà G êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A ⊂
X (àáî, ùî A ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ F òà G), ÿêùî F (G(A)) =

G(F (A)). Â ðîáîòi [12] 1961 ðîêó Ëåâií ïîâíiñòþ îõàðàêòåðèçóâàâ ìíîæèíè
êîìóòóâàííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Cl òà Int.
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Òåîðåìà 2.13. [12] Îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñèìåòðè÷íî¨ ði-

çíèöi âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ.

Ñõîæèé êðèòåðié äëÿ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ îïåðàòîðiâ Int òà ∂ áóâ îòðè-
ìàíèé â 1968 ðîöi ó ðîáîòi Ñòåéëi [17].

Òåîðåìà 2.14. [17] Îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè A ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ âiäêðèòî-

çàìêíåíî¨ ìíîæèíè iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ.

Îñíîâíîþ ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ îïèñ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ äëÿ âñiõ iíøèõ
ïàð îïåðàòîðiâ F,G ∈ {Cl, Int,Ext, ∂,+, ∗}.
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3 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ

Ñïî÷àòêó ìè ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíîñòi âèðàæà-
þòüñÿ îäèí ÷åðåç îäíîãî çà äîïîìîãîþ òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî äîïîâíåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Äëÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ìàþòü

ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi: ClA = X\ Int(X\A), IntA = X\Cl(X\A).

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî,

ClA =
⋂
A⊂F,

F çàìêíåíà

F = X\
⋃
A⊂F,

F çàìêíåíà

(X\F ) = X\
⋃

U⊂X\A,
U âiäêðèòà

U = X\ Int(X\A).

Àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

IntA =
⋃
U⊂A,

U âiäêðèòà

U = X\
⋂
U⊂A,

U âiäêðèòà

(X\U) = X\
⋂

X\A⊂F,
F çàìêíåíà

F = X\Cl(X\A).

Íàñëiäîê 3.2. Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ¹:

1. íàïiââiäêðèòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A íàïiâ-

çàìêåíå;

2. ïåðåäâiäêðèòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A ïåðå-

äçàìêåíå;

3. êâàçi-âiäêðèòîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A êâàçi-

âiäêðèòå.

Äîâåäåííÿ. ßêùîA íàïiââiäêðèòà, òî Int(Cl(X\A)) = Int(X\ IntX\(X\A))
= Int(X\ IntA) = X\Cl(X\(X\ IntA)) = X\Cl(IntA) ⊂ X\A. Òîáòî,
X\A íàïiâçàìêíåíà. Àíàëîãi÷íî, äëÿ ïåðåäâiäêðèòî¨ ìíîæèíè A âèêîíàíî

Cl(Int(X\A)) = Cl(X\ClA) = X\ Int(ClA) ⊂ X\A.

Òîáòî,A ïåðåäçàìêíåíà. Íàðåøòi, ÿêùîA êâàçi-âiäêðèòà, òî Int(Cl(X\A)) =
X\Cl(IntA) òàCl(Int(X\A)) = X\ Int(ClA). Îñêiëüêè Int(ClA) ⊂ Cl(IntA),
òî Int(Cl(X\A)) ⊂ Cl(Int(X\A)) i äîïîâíåííÿX\A òåæ êâàçi-âiäêðèòå.
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Íàñòóïíà ëåìà ¹ ïðîñòèì òåõíi÷íèì ðåçóëüòàòîì, ÿêèé íàäàëi áóäå âè-
êîðèñòîâóâàòèñü â ðîáîòi.

Ëåìà 3.3. ßêùî A ∩B = ∅, òî ClA ∩ IntB = ∅.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ∩ B = ∅, òî A ⊂ X\B ⊂ X\ IntB. Àëå, X\ IntB
¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òîìó ClA ⊂ X\ IntB. Iíøèìè ñëîâàìè, ClA ∩
IntB = ∅.

Òåïåð ìè íàâåäåìî âiäîìi �çîâíiøíi� õàðàêòåðèçàöi¨ äëÿ êîæíîãî iç øå-
ñòè îïåðàòîðiâ Cl, Int,Ext, ∂,+, ∗. Ïåðøîþ òàêîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ ¹ íàáið
àêñiîì Êóðàòîâñüêîãî [11] äëÿ îïåðàòîðà Cl.

Òåîðåìà 3.4. [11] Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæå-

ííÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = Cl òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (∅) = ∅;

2. A ⊂ F (A) äëÿ âñiõ A ⊂ X;

3. F (F (A)) = F (A) äëÿ âñiõ A ⊂ X;

4. F (A ∪B) = F (A) ∪ F (B) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X.

Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî ÷îòèðè àêñiîìè Êóðàòîâñüêîãî ìîæóòü áóòè çà-
ìiíåíi îäíîþ: A ∪ F (A) ∪ F (F (A)) = F (A ∪ B)\F (∅). Âèêîðèñòîâóþ÷è
Òåîðåìó 3.4 òà Òâåðäæåííÿ 3.1, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó õàðàêòåðèçàöiþ äëÿ
îïåðàòîðà Int.

Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæå-

ííÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = Int òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (X) = X;

2. F (A) ⊂ A äëÿ âñiõ A ⊂ X;

3. F (F (A)) = F (A) äëÿ âñiõ A ⊂ X;

4. F (A ∩B) = F (A) ∩ F (B) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X.
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�Çîâíiøíþ� õàðàêòåðèçàöiþ äëÿ îïåðàòîðà Ext ìîæíà çíàéòè â ðîáî-
òi [9].

Òåîðåìà 3.6. [9] Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæå-

ííÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = Ext òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (∅) = X;

2. A ∩ F (A) = ∅ äëÿ âñiõ A ⊂ X;

3. F (X\F (A)) = F (A) äëÿ âñiõ A ⊂ X;

4. F (A ∪B) = F (A) ∩ F (B) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X.

Àíàëîãi÷íî, ñèñòåìà àêñiîì äëÿ îïåðàòîðà ∂ òåæ áóëà îòðèìàíà â ðîáî-
òi [9].

Òåîðåìà 3.7. [9] Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæåí-

íÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = ∂ òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (∅) = ∅;

2. F (A) = F (X\A) äëÿ âñiõ A ⊂ X;

3. F (A) ⊂ B ∪ F (B) äëÿ âñiõ A ⊂ B ⊂ X;

4. F (F (A)) ⊂ A äëÿ âñiõ A ⊂ X;

5. F (A ∪B) ⊂ F (A) ∪ F (B) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X.

Õàðàêòåðèçàöi¨ îïåðàòîðiâ +, ∗ áóëè îòðèìàíi â ñòàòòi [7].

Òåîðåìà 3.8. [7] Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæå-

ííÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = + òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (∅) = ∅;

2. A ∩ F (A) = ∅ äëÿ âñiõ A ⊂ X;
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3. F (A ∪B) = (F (A)\B) ∪ (F (B)\A) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X;

4. F (F (A)) ⊂ A äëÿ âñiõ A ⊂ X.

Òåîðåìà 3.9. [7] Íåõàé X äåÿêà ìíîæèíà, à F : 2X → 2X âiäîáðàæåí-

íÿ. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãiÿ τ ⊂ 2X òàêà, ùî â íié F = ∗ òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. F (X) = ∅;

2. F (A) ⊂ A äëÿ âñiõ A ⊂ X;

3. F (A ∩B) = (F (A) ∩B) ∪ (A ∩ F (B)) äëÿ âñiõ A,B ⊂ X;

4. F (F (A)) ⊂ F (A) äëÿ âñiõ A ⊂ X.

Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè ìiñòÿòü õàðàêòåðèçàöi¨ ìíîæèí A, äëÿ ÿêèõ âèêî-
íó¹òüñÿ îäíà ç îïåðàòîðíèõ ðiâíîñòåé: F (A) = ∅, F (A) = X, F (A) = A,
F (A) = G(A) äëÿ îïåðàòîðiâ F,G.

Òâåðäæåííÿ 3.10. Äëÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ñïðà-

âåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. ClA = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = ∅;

2. ExtA = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âñþäè ùiëüíà;

3. ∂A = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòî-çàìêíåíà;

4. A+ = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A çàìêíåíà;

5. A∗ = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòà.

Äîâåäåííÿ. 1. ⇒: Îñêiëüêè A ⊂ ClA, òî ÿêùî ClA = ∅ , òî é A = ∅.
⇐: Âiäîìî, ùî A ⊂ ClA. Ïðèïóñòèìî, ùî A 6= ∅. Òîäi ClA ìiñòèòü
ó ñîái âñi åëåìåíòè, ÿêi ìiñòèòü i A, îòæå, íå ¹ ïîðîæíüîþ. Iç öüîãî
ñëiäó¹, ùî ClA = ∅ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = ∅.

2. ExtA = X\ClA = ∅ ⇔ ClA = X, ùî îçíà÷à¹, ùî A âñþäè ùiëüíà.

3. ∂A = ClA\ IntA = ∅ ⇔ ClA ⊂ IntA⇔ A âiäêðèòî-çàìêíåíà.
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4. A+ = ClA\A = ∅ ⇔ ClA ⊂ A⇔ ClA = A⇔ A çàìêíåíà.

5. A∗ = A\ IntA = ∅ ⇔ A ⊂ IntA⇔ IntA = A⇔ A âiäêðèòà.

Òâåðäæåííÿ 3.11. Äëÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ñïðà-

âåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. IntA = X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = X;

2. ExtA = X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = ∅;

3. ∂A = X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A òà X\A âñþäè ùiëüíi ìíîæèíè;

4. A+ 6= X;

5. A∗ 6= X.

Äîâåäåííÿ. 1. Çà îçíà÷åííÿì A ⊂ X, IntA ⊂ A⇔ X ⊂ A, îòæå A = X.

2. ExtA = X\ClA, X\ClA = X, îòæå A = ∅.

3. ⇐: X\A âñþäè ùiëüíà, îòæå Cl (X\A) = X

A âñþäè ùiëüíà, îòæå ClA = X

Cl (X\A) = ClA = X

Cl (X\A) = X\ IntA = X ⇒ IntA = ∅
ClA = X ⇒ ClA\ IntA = X = ∂A.
⇒: ∂A = X, îòæå ClA\ IntA = X. Îñêiëüêè IntA ⊂ X, òî IntA =

∅ ⇒ ClA = X,ùî çíà÷èòü, ùî X âñþäè ùiëüíà. ∂A = ∂(X\A), òîìó
àíàëîãi÷íî X\A âñþäè ùiëüíà.

4. A+ = ClA\A, A íå íàëåæèòü A+ , àëå A ¹ ïiäìíîæèíîþX ⇒ A+ 6= X

5. A∗ = A\ IntA, IntA íå íàëåæèòü A∗, àëå IntA ⊂ A ⊂ X ⇒ A∗ 6= X.

Òâåðäæåííÿ 3.12. Äëÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ñïðà-

âåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. IntA = A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòà;
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2. ClA = A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A çàìêíåíà;

3. ExtA 6= A;

4. ∂A = A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A çàìêíåíà òà IntA = ∅;

5. A+ = A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = ∅;

6. A∗ = A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè IntA = ∅.

Äîâåäåííÿ. 1. Âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Int.

2. Âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Cl.

3. Çà îçíà÷åííÿì, ExtA = X\ClA. Àëå A ⊂ ClA òà X 6= ∅. Îòæå,
ExtA 6= A;

4. ⇒: Çà îçíà÷åííÿì, ∂A = ClA\ IntA ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òîìó
ïðè ∂A = A, ìíîæèíà A òàêîæ ¹ çàìêíåíîþ, òîáòî ClA = A. ßêùî
ClA\ IntA = A = ClA, òî IntA = ∅;
⇐: A çàìêíåíà, îòæå ClA = A. Ó íàñ IntA = ∅, îòæå ClA =

ClA\ IntA , òîáòî A = ∂A;

5. ⇒: Îñêiëüêè A∩A+ = ∅, òî ðiâíiñòü öèõ ìíîæèí äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå â
âèïàäêó A = ∅;
⇐: Êîëè A = ∅, òî ÿêèì áè îïåðàòîðîì íà íüîãî íå ïîäiÿòè (êðiì
Ext), ó ðåçóëüòàòi áóäå ∅;

6. ⇒: A∗ = A\ IntA , îòæå, ÿêùî A∗ = A , òî IntA = ∅;
⇐: ßêùî IntA = ∅ , òî A\ IntA = A , òîáòî A∗ = A.

Òâåðäæåííÿ 3.13. Äëÿ ìíîæèíè D íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. D ¹ ìåæåþ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè;

2. D ¹ ìåæåþ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè;

3. D ¹ ìåæåþ êâàçi-âiäêðèòî¨ ìíîæèíè;

4. D ¹ çàìêíåíîþ òà íiäå íå ùiëüíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìåæà ìà¹ âëàñòèâiñòü ∂A = ∂(X\A), à äîïîâíåííÿ
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ¹ çàìêíåíèì, òî åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøèõ äâîõ óìîâ ¹
î÷åâèäíîþ. Òàêîæ, â ñèëó Òâåðäæåííÿ 2.11, iìïëiêàöi¨ 1 ⇒ 3 òà 2 ⇒ 3 íå
ïîòðåáóþòü äîäàòêîâèõ ïîÿñíåíü.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü iìïëiêàöi¨ 3 ⇒ 4. Ïðèïóñòèìî, ùî A êâàçi-
âiäêðèòà. Òîäi Int(Cl(∂A)) = Int(∂A) = Int(ClA∩ (X\ IntA)) = Int(ClA)∩
Int(X\ IntA) ⊂ Cl(IntA) ∩ Int(X\ IntA) = ∅ â ñèëó Ëåìè 3.3. Îòæå, ∂A ¹
íiäå íå ùiëüíîþ.

Íàðåøòi, íåõàé D çàìêíåíà òà íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà. Ïîêëàäåìî A =

X\D. Òîäi ∂A = ∂(X\A) = ∂D = ClD\ IntD = D. Öå äîâîäèòü iìïëiêàöiþ
4⇒ 1.

Çàóâàæèìî, ùî õàðàêòåðèçàöiÿ ìåæ äîâiëüíèõ ìíîæèí â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði îòðèìàíà â ðîáîòi [16].

Òåïåð ìè îïèøåìî ìíîæèíè ñïiâïàäiííÿ äëÿ çàäàíî¨ ïàðè îïåðàòîðiâ
F,G (òîáòî, ìíîæèíè A iç F (A) = G(A)).

Òåîðåìà 3.14. Äëÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ñïðàâåäëèâi

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. ClA = IntA òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòî-çàìêíåíà;

2. ClA 6= ExtA;

3. ClA = ∂A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü;

4. ClA = A+ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A = ∅;

5. ClA = A∗ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A çàìêíåíà òà íiäå íå ùiëüíà;

6. IntA 6= ExtA;

7. íàñòóïíi ðiâíîñòi åêâiâàëåíòíi: IntA = ∂A, IntA = A+, IntA = A∗,

A = ∅;

8. íàñòóïíi ðiâíîñòi åêâiâàëåíòíi: ExtA = ∂A, ExtA = A+, ExtA =

A∗, A = X;

9. ∂A = A+ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòà;
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10. ∂A = A∗ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A çàìêíåíà;

11. A+ = A∗ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòî-çàìêíåíà;

Äîâåäåííÿ. 1. Ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè;

2. Îñêiëüêè ExtA = X\ClA , òî ExtA ∩ ClA = ∅;

3. ⇒: Iç ðiâíîñòi ClA = ∂A = ClA\ IntA ïðÿìî ñëiäó¹, ùî IntA = ∅;
⇐: ßêùî IntA = ∅ , òî ∂A = ClA\∅ = ClA;

4. ⇒: Iç ðiâíîñòi ClA = ClA\A áà÷èìî, ùî A = ∅;
⇐: ßêùî A = ∅ , òî ClA\A = ClA;

5. ⇒: ßêùî ClA = A\ IntA , òî A\ IntA ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, îòæå
A çàìêíåíà, îòæå A∗ = ClA\ Int(ClA) = ClA , à öå çíà÷èòü, ùî
Int(ClA) = ∅;
⇐: Iç òîãî, ùî Int(ClA) = ∅ i ClA = A ïðÿìî âèïëèâà¹, ùî IntA = ∅,
à îòæå A∗ = A = ClA;

6. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî X\ClA ⊂ X\ IntA , a X\ IntA ∩ IntA = ∅;

7. Iç ðiâíîñòi IntA = ∂A = ClA\ IntA, ÿê i ç IntA = A+, IntA = A∗,
âèïëèâà¹, ùî IntA = ∅ , à îòæå i ∂A = ∅ , i ClA = ∅ , i A = ∅;
ßêùî æ A = ∅, òî çðîçóìiëî, ùî IntA = ∂A = A+ = A∗ = ∅;

8. Òâåðäæåííÿ îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòi 7 äëÿ ìíî-
æèíè X\A;

9. Îñêiëüêè ∂A = A+ t A∗ , òî ðiâíiñòü ∂A = A+ îçíà÷à¹, ùî A∗ = ∅ ,
ùî âèêîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A âiäêðèòà;

10. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, ∂A = A+tA∗ = A∗ ⇒ A+ = ∅ ⇔
A çàìêíåíà;

11. Îñêiëüêè A∗ ∩A+ = ∅, òî ðiâíiñòü A+ = A∗ âèêîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè A ¹ âîäíî÷àñ âiäêðèòîþ i çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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4 Êîìïîçèöi¨ îïåðàòîðiâ

4.1 Ïàðè Cl, G äëÿ G ∈ {Ext, ∂,+, ∗}
Òâåðäæåííÿ 4.1. Îïåðàòîðè Cl òà Ext êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ çàìèêàííÿ ClA âiäêðèòå.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî Cl(ExtA) = Cl(X\ClA) = X\ Int(ClA) òà Ext(ClA) =

X\Cl(ClA) = X\ClA. Îòæå, Cl òà Ext êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè Int(ClA) = ClA. Îñòàííÿ ðiâíiñòü i îçíà÷à¹, ùî çàìèêà-
ííÿ ClA ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ.

Íàïðèêëàä, îïåðàòîðè Cl òà Ext çàâæäè êîìóòóþòü íà âñþäè ùiëüíèõ
ìíîæèíàõ.

Íàñëiäîê 4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà Ext êîìóòóþòü íà

ìíîæèíi A:

1. òîäi A ïåðåäâiäêðèòà;

2. ÿêùî A íàïiâçàìêíåíà, òî A âiäêðèòî-çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Cl òà Ext êîìóòóþòü íà A, òî çà Òâåðäæåííÿì 4.1, ClA
âiäêðèòà. Öå îçíà÷à¹, ùî A ⊂ ClA = Int(ClA). Îòæå, ñàìà ìíîæèíà A
ïåðåäâiäêðèòà. ßêùî äîäàòêîâî, A ¹ íàïiâçàìêíåíîþ, òî ClA = Int(ClA) ⊂
A. Çâiäñè, A çàìêíåíà. Îäíàê, ìè âæå äîâåëè, ùî A ïåðåäâiäêðèòà, ùî
îçíà÷à¹ A ⊂ Int(ClA) = IntA. Òàêèì ÷èíîì, A âiäêðèòà ìíîæèíà.

Íàñëiäîê 4.3. Ó çâ'ÿçíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði îïåðàòîðè Cl òà

Ext êîìóòóþòü íà íåïîðîæíié ìíîæèíi A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A

âñþäè ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. Ñëiäó¹ ç Òâåðäæåííÿ 4.1 òà òîãî ôàêòó, ùî ïðîñòið ¹ çâ'ÿçíèì
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ
ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà Ext êîìóòóþòü

íà ìíîæèíi A, òîäi:

1. îïåðàòîðè Cl òà Ext êîìóòóþòü íà òàêèõ ìíîæèíàõ: ClA,ExtA;
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2. ÿêùî âîíè êîìóòóþòü íà ìíîæèíi B, òî âîíè êîìóòóþòü i íà

A ∪B.

Äîâåäåííÿ. 1. Äëÿ ClA öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi Cl(ClA) = ClA. Îñêiëü-
êè çà óìîâîþ ClA ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ, òî ExtA òàêîæ ¹ âiäêðèòî-
çàìêíåíîþ, à îòæå Cl òà Ext êîìóòóþòü íà íié;

2. Iç îçíà÷åííÿ áà÷èìî, ùî Ext(Cl(A∪B)) = Ext(A∪B). Íàì äîñòàòíüî
áóäå ïîêàçàòè, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ. Äëÿ öüîãî ðîçïèøåìî:

Ext(A∪B) = X\(ClA∪ClB) = (X\ClA)∩(X\ClB) = ExtA∩ExtB

Îñêiëüêè âiäîìî, ùî â äàíîìó âèïàäêó çîâíiøíîñòi ìíîæèí A i B ¹
çàìêíåíèìè, i ïåðåòèí äâîõ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ ìíîæè-
íîþ, òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Òâåðäæåííÿ 4.5. Îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè A ¹ íàïiâçàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî Cl(∂A) = ∂A îñêiëüêè ãðàíèöÿ ∂A
çàìêíåíà äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A. Òàêîæ ìà¹ìî

∂(ClA) = Cl(ClA)\ Int(ClA) = ClA\ Int(ClA).

Îòæå, îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

ClA\ IntA = ∂A = ClA\ Int(ClA).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi IntA = Int(ClA), ÿêà â ñâîþ ÷åðãó
âèêîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Int(ClA) ⊂ A.

Íàñëiäîê 4.6. ßêùî ìíîæèíà A çàìêíåíà àáî íiäå íå ùiëüíà, òî îïå-

ðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A çàìêíåíà, òî Int(ClA) = IntA ⊂ A. Ñõîæèì ÷èíîì,
ÿêùî A íiäå íå ùiëüíà, òî Int(ClA) = ∅ ⊂ A. Îòæå, â îáîõ âèïàäêàõ A
íàïiâçàìêíåíà. Çà Òâåðäæåííÿì 4.5, Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà A.
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Íàñëiäîê 4.7. ßêùî îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A,

òî ¨¨ ãðàíèöÿ ∂A íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. Ó ñâiòëi Òâåðäæåííÿ 4.5, íàì òðåáà ëèøå ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ
íàïiâçàìêíåíî¨ ìíîæèíè ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî Int(ClA) ⊂
A. Òîäi Int(Cl(∂A)) = Int(∂A) = Int(ClA ∩ (X\ IntA)) = Int(ClA) ∩
Int(X\ IntA) ⊂ A ∩ Int(X\ IntA) = ∅.

Çàóâàæèìî, ùî iìëiêàöiþ iç Íàñëiäêó 4.6 íå ìîæíà ðîçâåðíóòè, îñêiëüêè
ìíîæèíà A = [0, 1) â R ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ ¹ íàïiâçàìêíåíîþ, àëå íå
çàìêíåíîþ òà íå íiäå íå ùiëüíîþ. Ñõîæèì ÷èíîì, ãðàíèöÿ ∂A ìíîæèíè
A = R\{0} â R ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Îäíàê, A íå ¹ íàïiâçàìêíåíîþ. Öå
îçíà÷à¹, ùî iìëiêàöiþ iç Íàñëiäêó 4.7 òåæ íå ìîæíà ðîçâåðíóòè.

Òâåðäæåííÿ 4.8. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà

ìíîæèíi A, òîäi:

1. îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà òàêèõ ìíîæèíàõ:

ClA, ∂A,A∗, A+;

2. ÿêùî âîíè êîìóòóþòü íà ìíîæèíi B, òî âîíè êîìóòóþòü i íà

ïåðåòèíi A ∩B.

Äîâåäåííÿ. 1. Iç Òâåðäæåííÿ 4.5 âèïëèâà¹, ùî Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà
çàìêíåíèõ ìíîæèíàõ, îòæå äëÿ ClA òà ∂A òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Iç
Íàñëiäêó 4.7 âèïëèâà¹, ùî A+ i A∗ ¹ íiäå íå ùiëüíèìè ìíîæèíàìè, à
ç Íàñëiäêó 4.6 âèïëèâà¹, ùî Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà íèõ;

2. Ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíiñòü ïåðåòèíó ìíîæèí A i B:

Int(A ∩B) = IntA ∩ IntB = Int(ClA) ∩ Int(ClB) = Int(ClA ∩ ClB)

Â ñèëó òîãî, ùî Cl(A∩B) ⊂ ClA∩ClB i Int(A∩B) ⊂ Int(Cl(A∩B)),
ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî Int(Cl(A ∩ B)) = Int(A ∩ B), à îòæå Cl òà ∂
êîìóòóþòü íà ïåðåòèíi A ∩B.
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Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âçÿòèé ç ðîáîòè Ëåâiíà [12], òîìó íàâîäèìî éîãî
áåç äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.9. [12] Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòó-

þòü íà ìíîæèíi A, òîäi:

1. îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà òàêèõ ìíîæèíàõ:

IntA,ClA, ∂A,A∗;

2. ÿêùî âîíè êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A1, òî âîíè êîìóòóþòü i íà

A ∩ A1.

Òåîðåìà 4.10. Äëÿ ìíîæèíè A íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Cl òà + êîìóòóþòü íà A;

2. îïåðàòîðè ∂ òà + êîìóòóþòü íà A;

3. A çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. 1 ⇒ 3 : Îñêiëüêè (ClA)+ = Cl(ClA)\ClA = ∅, òî ðiâíiñòü
Cl(A+) = (ClA)+ îçíà÷à¹ Cl(A+) = ∅. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè A+ = ∅, òîáòî êîëè A çàìêíåíà (äèâ. Òâåðäæåííÿ 3.10).
Îòæå, iç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ ñëiäó¹ òðåò¹.

2 ⇒ 3 : Äàëi, îñêiëüêè (∂A)+ = Cl(∂A)\∂A = ∂A\∂A = ∅, ðiâíiñòü
∂(A+) = (∂A)+ îçíà÷à¹ ∂(A+) = ∅. Iç Òâåðäæåííÿ 3.10 âèïëèâà¹, ùî A+

âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà. Òàêèì ÷èíîì, A+ = Int(A+) = ∅ (äèâ. Ëå-
ìó 4.14). Îòæå, A çàìêíåíà. Òîáòî iç äðóãîãî òâåðäæåííÿ ñëiäó¹ òðåò¹.

3 ⇒ 1, 2 : Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî, A çàìêíåíà ìíîæèíà. Òîäi (ClA)+ =

A+ = ∅ = Cl(A+) òà (∂A)+ = ∅ = ∂(A+). Öå îçíà÷à¹, ùî iç òðåòüîãî
òâåðäæåííÿ ñëiäóþòü ïåðøi äâà.

Çàóâàæåííÿ 4.11. Iç ðiâíîñòi ClA = (ClA)∗ t Int(ClA) ïðèðîäíüî ñëi-
äó¹, ùî îïåðàòîðè Cl òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
ClA = Cl(A∗) t Int(ClA).

ßê i â Íàñëiäêó 4.6, äëÿ ïàðè îïåðàòîðiâ Cl, ∗ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.
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Òâåðäæåííÿ 4.12. ßêùî A çàìêíåíà àáî íiäå íå ùiëüíà, òî îïåðàòîðè

Cl òà ∗ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A çàìêíåíà, òî (ClA)∗ = ∂A, à Cl (A∗) = Cl (A\ IntA),
i îòæå, â ñèëó çàìêíåíîñòi A, Cl (A∗) = ClA\ IntA = (ClA)∗. ßêùî æ A

íiäå íå ùiëüíà, òî i âîíà, i ¨¨ çàìèêàííÿ ìàþòü ïîðîæíi âíóòðiøíîñòi. Iç
öüîãî ñëiäóþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi, ÿêi çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ:
(ClA)∗ = ClA\ Int (ClA) = ClA

Cl (A∗) = Cl (A\ IntA) = ClA.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîðè Cl òà ∗ â R êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A =

R\{0}, ÿêà íå ¹ àíi çàìêíåíîþ àíi íiäå íå ùiëüíîþ. Îòæå, iìïëiêàöiþ iç
Òâåðäæåííÿ 4.12 íå ìîæíà ðîçâåðíóòè.

Òâåðäæåííÿ 4.13. ßêùî îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi

A, òî îïåðàòîðè Cl òà ∗ òåæ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. Iç Òåîðåìè 2.14 ñëiäó¹, ùî ÿêùî îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòó-
þòü íà ìíîæèíi A, òî A = B ∪ C äëÿ äåÿêî¨ âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè
B òà íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè C. Int (∂A) = ∂(IntA), iíøèìè ñëîâàìè
Int (ClA\ IntA) = Cl (IntA)\ Int (IntA), îñòàííÿ ðiâíiñòü ïî ñóòi äîðiâíþ¹
(IntA)+ = B+ = ∅, îòæå Int (∂A) = ∅, ∂A íiäå íå ùiëüíà.
Cl (A∗) = Cl (A\ IntA) = Cl (A\B) = ClC

(ClA)∗ = ClA\ Int (ClA) = ClA\ Int (ClB ∪ ClC) = ClA\B = ClC.

Ëåìà 4.14. Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ìíî-

æèíè A+ òà A∗ ìàþòü ïîðîæíi âíóòðiøíîñòi.

Äîâåäåííÿ. • Ïðèïóñòèìî, ùî Int (ClA\A) = U 6= ∅. Ðîçãëÿíåìî ìíî-
æèíó ClA\U : âîíà, î÷åâèäíî, ¹ çàìêíåíîþ. Çàìêíåíà ìíîæèíà, ÿêà
ìiñòèòü A, i ¹ ìåíøîþ çà ClA, òàêîãî áóòè íå ìîæå, áî çà îçíà÷åí-
íÿì, ClA ¹ íàéìåíøîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ìiñòèòü A. Îòæå,
Int (A+) = ∅;

• Ïðèïóñòèìî, ùî Int (A\ IntA) = B 6= ∅. Ìíîæèíà B ⊂ A âiäêðèòà
çà îçíà÷åííÿì. Òîäi B ⊂ IntA. Àëå ìè ïîçíà÷èëè B ÿê Int (A\ IntA).
Ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, Int (A∗) = ∅.
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Çîêðåìà, ìíîæèíà A+ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí A, à A∗

¹ íiäå íå ùiëüíîþ äëÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí A (äèâ. Òâåðäæåííÿ 2.7).

Òâåðäæåííÿ 4.15. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà ∗ êîìóòóþòü
íà ìíîæèíi A, òîäi:

1. A∗ íiäå íå ùiëüíà;

2. ÿêùî A âiäêðèòà, òî ¨¨ çàìèêàííÿ ClA òàêîæ âiäêðèòå;

3. ÿêùî A âñþäè ùiëüíà, òî A âiäêðèòà;

4. ÿêùî A ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, òî A íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. 1. (ClA)∗ = ClA\ Int (ClA) = ∂(ClA)

∂(ClA) = Cl (A∗) ¹ çàìêíåíîþ òà íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, îñêiëü-
êè ¹ ìåæåþ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè. Òåïåð, îñêiëüêè Int (Cl (A∗)) = ∅, òî
A∗ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ çà îçíà÷åííÿì;

2. A âiäêðèòà, îòæå A = IntA⇒ A\ IntA = ∅ , òîìó Cl (A∗) = ∅.
Cl òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A, òîìó (ClA)∗ ìà¹ äîðiâíþâàòè ∅, à
öå âèêîíó¹òüñÿ, êîëè ClA âiäêðèòà;

3. A âñþäè ùiëüíà, îòæå ClA = X. Îñêiëüêè X ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ,
òî (ClA)∗ = ∅. Cl (A∗) = (ClA)∗, çíà÷èòü Cl (A∗) = ∅, ùî îçíà÷à¹, ùî
A∗ = ∅, òîáòî A âiäêðèòà;

4. IntA = ∅ , iç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî A∗ = A , îòæå Cl (A∗) = ClA. Ðîçãëÿ-
íåìî (ClA)∗ = ClA\ Int (ClA) = ClA , iç ÷îãî ñëiäó¹ Int (ClA) = ∅,
ùî îçíà÷à¹, ùî A íiäå íå ùiëüíà.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèì (àíãë.
extremally disconnected), ÿêùî çàìèêàííÿ êîæíî¨ éîãî âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
¹ âiäêðèòèì. Òàêèì ÷èíîì, iç Òâåðäæåííÿ 4.15 ñëiäó¹, ùî â åêñòðåìàëüíî
íåçâ'ÿçíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði îïåðàòîðè Cl òà ∗ çàâæäè êîìóòóþòü
íà âiäêðèòèõ ìíîæèíàõ.

Çàóâàæèìî, ùî âiäðiçîê [0, 1] â R íå ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè
Cl, Int. Îäíàê, áà÷èìî, ùî âií ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, ∗.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî íîñié X = {a, b, c, d, e, f} ðàçîì iç çàäàíîþ íà íüîìó
òîïîëîãi¹þ

τ = {∅, X, {a}, {f}, {a, f}, {a, b, c}, {d, e, f}, {a, b, c, f}, {a, d, e, f}}.

Òîäi ìíîæèíà B = {a, b, c} ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ, à ìíîæèíà C = {c, d} ¹
íiäå íå ùiëüíîþ. Çà Òåîðåìîþ 2.13, îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà ñè-
ìåòðè÷íié ðiçíèöi A = B4C = {a, b, d}. Â òîé æå ÷àñ, ìè ìà¹ìî Cl(A∗) =

Cl({b, d}) = {b, c, d, e} òà (ClA)∗ = ({a, b, c, d, e})∗ = {d, e}. Îòæå, âëàñòè-
âîñòi áóòè ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, Int àáî äëÿ ïàðè Cl, ∗ ¹
íåïîðiâíþâàíèìè.

Òåîðåìà 4.16. Íåõàé B ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, à ìíîæèíà

C ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Îïåðàòîðè Cl òà ∗ êîìóòóþòü íà ñèìåòðè÷íié

ðiçíèöi B4C òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí B ∩ C çàìêíåíèé.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî,

(B4C)∗ = (B4C)\ Int((B ∪ C)\(B ∩ C)) = (B4C)\(Int(B ∪ C)\Cl(B ∩ C))
= (B4C)\(B\Cl(B ∩ C)) = ((B4C)\B) ∪ ((B4C) ∩ Cl(B ∩ C))
= (C\B) ∪ ((B\C) ∩ Cl(B ∩ C)) = (C\B) ∪ (Cl(B ∩ C)\(B ∩ C))
= (C\B) ∪ (B ∩ C)+.

Îòæå, Cl((B4C)∗) = Cl(C\B) ∪ Cl((B ∩ C)+). Êðiì öüîãî,
Cl(C\B)∩Cl((B ∩C)+) = ∅, îñêiëüêè B âiäêðèòî-çàìêíåíà. Òàêèì ÷èíîì,

Cl((B4C)∗) = Cl(C\B) t Cl((B ∩ C)+).

Äàëi, Int(Cl(B4C)) = Int(Cl(B\C)∪Cl(C\B)) = Int(Cl(B\C)), áî ìíî-
æèíà Cl(B\C) çàìêíåíà, à ìíîæèíà Cl(C\B) ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü
(äèâ. Ëåìó 2.12). Òîìó

(Cl(B4C))∗ = Cl(B4C)\ Int(Cl(B4C))
= (Cl(B\C) ∪ Cl(C\B))\ Int(Cl(B\C))
= (Cl(B\C))∗ ∪ Cl(C\B) = Cl(C\B),

â ñèëó ðiâíîñòi Cl(B\C) = B (äiéñíî, ðiçíèöÿ B\Cl(B\C) ¹ ïîðîæíüîþ
ìíîæèíîþ, îñêiëüêè âîíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè
B ∩ C).
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Òàêèì ÷èíîì, ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ B4C ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ
ïàðè îïåðàòîðiâ Cl, ∗ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Cl((B ∩C)+) = ∅, ùî åêâiâà-
ëåíòíî çàìêíåíîñòi ïåðåòèíó B ∩ C.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ nd-ïðîñòîðîì [6] (àíãë. nodec space),
ÿêùî êîæíà éîãî íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ. Ìà¹ìî íàñòóïíó
õàðàêòåðèçàöiþ nd-ïðîñòîðiâ â òåðìiíàõ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ íàøèõ îïå-
ðàòîðiâ.

Íàñëiäîê 4.17. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ nd-ïðîñòîðîì òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè êîæíà ìíîæèíà êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, Int ¹ òàêîæ i ìíî-

æèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, ∗.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü äàíî¨ óìîâè ïðÿìî ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ nd-ïðîñòîðó
òà Òåîðåìè 4.16. Ùîá äîâåñòè ¨¨ äîñòàòíiñòü, çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ íiäå
íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè A, ¨ ¨ äîïîâíåííÿ X\A = X4A ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâà-
ííÿ äëÿ ïàðè îïåðàòîðiâ Cl, Int (äèâ. Òåîðåìó 2.13). Òîìó X\A ¹ ìíîæèíîþ
êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, ∗, ùî çà Òåîðåìîþ 4.16 îçíà÷à¹ çàìêíåíiñòü ñàìî¨
ìíîæèíè A = X ∩ A.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíèì [10] (àíãë. resolvable),
ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äèç'þíòêíå îá'¹äíàííÿ äâîõ âñþäè ùiëü-
íèõ ìíîæèí. Iíàêøå, ïðîñòið ¹ íåðîçêëàäíèì (àíãë. irresolvable). Äàëi,
ïðîñòið ñèëüíî íåðîçêëàäíèé [8] (àíãë. strongly irresolvable), ÿêùî êî-
æåí éîãî âiäêðèòèé ïiäïðîñòið íåðîçêëàäíèé. Â ðîáîòi [15] áóëî ïîêàçàíî,
ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ ñèëüíî íåðîçêëàäíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
êîæíà éîãî ìíîæèíà iç ïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ (åêâi-
âàëåíòíî, êîæíà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà ìà¹ âñþäè ùiëüíó âíóòðiøíiñòü).

Òâåðäæåííÿ 4.18. Íåõàé X òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

1. îïåðàòîðè Cl, Int êîìóòóþòü íà êîæíié âiäêðèòié ìíîæèíi òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè X åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèé;

2. îïåðàòîðè Cl, Int êîìóòóþòü íà êîæíié íiäå íå ùiëüíié ìíîæèíi

òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè X ñèëüíî íåðîçêëàäíèé.
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Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè ïåðøå òâåðäæåííÿ, çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A ⊂ X ðiâíiñòü Int(ClA) = Cl(IntA)) ìà¹ ìiñöå òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè Int(ClA) = IntA, ùî åêâiâàëåíòíî óìîâi âiäêðèòîñòi
çàìèêàííÿ ClA.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A ⊂ X iç ïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ
ìà¹ìî Int(ClA) = Cl(IntA) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A íiäå íå ùiëüíà. Öå
äîâîäèòü äðóãå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.19. Îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi

â X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèì òà ñèëüíî

íåðîçêëàäíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü äàíî¨ óìîâè ñëiäó¹ iç Òâåðäæåííÿ 4.18. Òåïåð ìè
ïîêàæåìî äîñòàòíiñòü öi¹¨ óìîâè. Çíîâó, iç Òâåðäæåííÿ 4.18 âèïëèâà¹, ùî
Cl òà Int êîìóòóþòü íà âiäêðèòèõ ìíîæèíàõ òà ìíîæèíàõ iç ïîðîæíüîþ
âíóòðiøíiñòþ. Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A, âiäêðèòà ìíîæèíà IntA

òà ìíîæèíà iç ïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ A∗ ¹ ìíîæèíàìè êîìóòóâàííÿ äëÿ
ïàðè Cl, Int. Öå îçíà÷à¹, ùî ¨õí¹ (äèç'þíêòíå) îá'¹äíàííÿ A = IntAtA∗ òà-
êîæ ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, Int (îñêiëüêè öåé êëàñ ìíîæèí
çàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ ìíîæèí, äèâ. [12]).

Òàêîæ ñëiä çàóâàæèòè, ùî âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó áóòè åêñòðåìàëüíî
íåçâ'ÿçíèì àáî ñèëüíî íåðîçêëàäíèì ¹ íåïîðiâíþâàíèìè. Äiéñíî, R iç êî-
ñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ ¹ ãiïåðçâ'ÿçíèì (êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíî-
æèíà ¹ âñþäè ùiëüíîþ), à îòæå é åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì. Ïðè
öüîìó, ìíîæèíà Q, î÷åâèäíî, ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, àëå íå ¹ íiäå íå
ùiëüíîþ. Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿíåìî íîñié X = {a, b, c} ðàçîì iç çàäàíîþ íà
íüîìó òîïîëîãi¹þ τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}. Òîäi ïðîñòið X ¹ ñèëüíî íå-
ðîçêëàäíèì, îñêiëüêè îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {c} ¹ ¹äèíîþ ìíîæèíîþ ç ïî-
ðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ, ÿêà òàêîæ ¹ i íiäå íå ùiëüíîþ (áî âîíà çàìêíåíà).
Îäíàê, X íå ¹ åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèì, îñêiëüêè âiäêðèòà ìíîæèíà {a}
ìà¹ çàìèêàííÿ Cl({a}) = {a, c}, ÿêå íå ¹ âiäêðèòèì.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ñóáìàêñèìàëüíèì (àíãë. submaxi-
mal), ÿêùî êîæíà éîãî âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ (åêâiâàëåíòíî,
êîæíà ìíîæèíà iç ïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ ¹ çàìêíåíîþ). Ìà¹ìî íàñòóïíó
õàðàêòåðèçàöiþ ñóáìàêñèìàëüíèõ ïðîñòîðiâ â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ +, ∗.
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Òâåðäæåííÿ 4.20. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ ñóáìàêñèìàëüíèì òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A+ (åêâiâàëåíòíî, ìíîæèíà A∗) çàìêíåíà

äëÿ âñiõ A.

Äîâåäåííÿ. ⇒: Îñêiëüêè A+ òà A∗ ìàþòü ïîðîæíi âíóòðiøíîñòi, òî, â ñèëó
ñóáìàêñèìàëüíîñòi ïðîñòîðó, âîíè ¹ çàìêíåíèìè.
⇐: Íåõàé A âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà. Òîäi A+ = X\A çàìêíåíà, îòæå A
âiäêðèòà. Åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî IntA = ∅, òî A∗ = A ¹ çàìêíå-
íîþ.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèì [6] (àíãë.
perfectly disconnected), ÿêùî âií ¹ T0-ïðîñòîðîì (äëÿ êîæíî¨ ïàðè éîãî ði-
çíèõ òî÷îê iñíó¹ îêië îäíî¨ ç íèõ, ÿêèé íå ìiñòèòü iíøó) òà êîæíà ïàðà éîãî
íåïåðåòèííèõ ìíîæèí íå ìà¹ ñïiëüíèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê. Â ðîáîòi [1] áóëà
îòðèìàíà íàñòóïíà õàðàêòåðèçàöiÿ äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 4.21. [1] Ïðîñòið ¹ äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèì òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âií åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèé òà ñóáìàêñèìàëüíèé.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, ìè íàâåäåìî iíøó õàðàêòåðèçàöiþ äî-
ñêîíàëî íåçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ â òåðìiíàõ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè
îïåðàòîðiâ Cl, ∗.

Òâåðäæåííÿ 4.22. Îïåðàòîðè Cl òà ∗ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíî-

æèíi â X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè X äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèé.

Äîâåäåííÿ. Ó ñâiòëi Òåîðåìè 4.21, íåîáõiäíiñòü äàíî¨ óìîâè âèïëèâà¹ iç äðó-
ãîãî òà òðåòüîãî òâåðäæåíü iç Òâåðäæåííÿ 4.15.

Òåïåð ìè ïîêàæåìî äîñòàòíiñòü äàíî¨ óìîâè. Iç îçíà÷åíü áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið ¹ ñóáìàêñèìàëüíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií ñèëüíî
íåðîçêëàäíèé nd-ïðîñòið. Òîìó ÿêùî X äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèé, òî çà Òåî-
ðåìîþ 4.21, îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà êîæíié éîãî ìíîæèíi (äèâ.
Íàñëiäîê 4.19). Ïðîòå, X òàêîæ i nd-ïðîñòið. Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è Íàñëi-
äîê 4.17, îòðèìà¹ìî, ùî îïåðàòîðè Cl òà ∗ òåæ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíî-
æèíi â X.
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4.2 Ïàðè Int, G äëÿ G ∈ {Ext, ∂,+, ∗}
Òâåðäæåííÿ 4.23. Äëÿ ìíîæèíè A íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Int òà Ext êîìóòóþòü íà A;

2. îïåðàòîðè Cl òà ∂ êîìóòóþòü íà X\A;

3. A íàïiââiäêðèòà.

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü äðóãî¨ i òðåòüî¨ óìîâè ïðÿìî ñëiäó¹ iç Òâåð-
äæåííÿ 4.5. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøî¨ òà òðåòüî¨ óìî-
âè. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî Int(ExtA) = ExtA â ñèëó âiäêðèòîñòi çîâ-
íiøíîñòi ExtA äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A. Òàêîæ, Ext(IntA) = X\Cl(IntA).
Îòæå, Int òà Ext êîìóòóþòü íàA òîäi é òiëüêè òîäi, êîëèX\ClA = ExtA =

X\Cl(IntA). Îñòàííÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi ClA = Cl(IntA), ÿêà
â ñâîþ ÷åðãó ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A ⊂ Cl(IntA).

Íàñëiäîê 4.24. ßêùî A âiäêðèòà àáî IntA âñþäè ùiëüíà, òî îïåðàòî-

ðè Int òà Ext êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A âiäêðèòà, òî, çâiñíî, A íàïiââiäêðèòà. ßêùî IntA âñþ-
äè ùiëüíà, òî A ⊂ X = Cl(IntA), ùî çíîâó îçíà÷à¹ íàïiââiäêðèòiñòü A. Çà
Òâåðäæåííÿì 4.23, îïåðàòîðè Int òà Ext êîìóòóþòü íà A.

Íàñëiäîê 4.25. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Int òà Ext êîìóòóþòü íà

ìíîæèíi A:

1. ÿêùî A ïåðåäçàìêíåíà, òî A çàìêíåíà;

2. ÿêùî A âñþäè ùiëüíà, òî ¨¨ âíóòðiøíiñòü IntA òåæ âñþäè ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Int òà Ext êîìóòóþòü íà A, òî çà Òâåðäæåííÿì 4.23,
A íàïiââiäêðèòà ìíîæèíà, òîáòî A ⊂ Cl(IntA). ßêùî A ïåðåäçàìêíåíà, òî
Cl(IntA) ⊂ A. Îòæå, A = Cl(IntA) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Àíàëîãi÷íî,
äëÿ âñþäè ùiëüíî¨ ìíîæèíè A ìà¹ìî X = ClA ⊂ Cl(IntA), çâiäêè é ñëiäó¹
âñþäè ùiëüíiñòü âíóòðiøíîñòi IntA.
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Çàóâàæèìî, ùî Òåîðåìà 2.13 îçíà÷à¹, ùî ó çâ'ÿçíîìó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X îïåðàòîðè Cl òà Int êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè ñàìà ìíîæèíà A àáî ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíî-
æèíîþ. Òàêîæ âiäîìî, ùî êëàñ ìíîæèí êîìóòóâàííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Cl

òà Int çàìêíåíèé âiäíîñíî îïåðàöié îá'¹äíàííÿ ìíîæèí, ðiçíèöi ìíîæèí òà
îïåðàöi¨ âçÿòòÿ ìåæi ìíîæèíè (çíîâó, äèâ. [12]). Àíàëîãi÷íi íàñëiäêè ìîæíà
îòðèìàòè òàêîæ i ç Òåîðåìè 2.14.

Íàñëiäîê 4.26. Ó çâ'ÿçíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X îïåðàòîðè Int

òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A 6= X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A íiäå íå

ùiëüíà.

Íàñëiäîê 4.27. ßêùî A âiäêðèòî-çàìêíåíà àáî íiäå íå ùiëüíà, òî îïå-

ðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà A.

Íàñëiäîê 4.28. ßêùî îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíàõ

A1 òà A2, òî Int òà ∂ òàêîæ êîìóòóþòü i íà ìíîæèíàõ A1∪A2, A1∩A2.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Int òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíàõ A1, A2, òî çà Òåîðå-
ìîþ 2.14 iñíó¹ ïàðà âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ìíîæèí B1, B2 òà ïàðà íiäå íå
ùiëüíèõ ìíîæèí C1, C2 iç Ai = Bi ∪ Ci äëÿ i = 1, 2. Ìà¹ìî, A1 ∪ A2 =

(B1∪B2)∪(C1∪C2) = B∪C, äåB = B1∪B2 âiäêðèòî-çàìêíåíà, à C = C1∪C2

íiäå íå ùiëüíà. Îòæå, Int òà ∂ êîìóòóþòü íà îá'¹äíàííi A1 ∪ A2. Ñõîæèì
÷èíîì,

A1 ∩ A2 = (B1 ∩B2) ∪ ((C1 ∩B2) ∪ (B1 ∩ C2) ∪ (C1 ∩ C2)) = B′ ∪ C ′,

äå B′ = B1 ∩B2 âiäêðèòî-çàìêíåíà, à C ′ = (C1 ∩B2)∪ (B1 ∩C2)∪ (C1 ∩C2)

íiäå íå ùiëüíà (â ñèëó C ′ ⊂ C1 ∪ C2). Òàêèì ÷èíîì, Int òà ∂ êîìóòóþòü i
íà ïåðåòèíi A1 ∩ A2.

Íàñëiäîê 4.29. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà

ìíîæèíi A:

1. òîäi A íàïiâçàìêíåíà òà ïåðåäçàìêíåíà;

2. òîäi Int òà ∂ òàêîæ êîìóòóþòü íà ìíîæèíàõ ClA, IntA, ∂A,A∗;

3. ÿêùî A íàïiââiäêðèòà àáî ïåðåäâiäêðèòà, òî A âiäêðèòî-çàìêíåíà;
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4. ÿêùî A ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, òî A íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. 1. Int òà ∂ êîìóòóþòü íà A, îòæå, iç Òåîðåìè 2.14 âèïëèâà¹,
ùî A = B ∪C, äå B âiäêðèòî-çàìêíåíà, à C íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà.
Int (ClC) = ∅ , Int (ClB) = B ⊂ A ⇒ Int (ClA) ⊂ A , ùî îçíà÷à¹,
ùî A íàïiâçàìêíåíà. Îñêiëüêè IntA = IntB = B , òî Cl (IntA) =

ClB = B ⊂ A , ùî åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî A ïåðåäçàìêíåíà. Òèì
ñàìèì ìîæíà ñêàçàòè, ùî A êâàçi-âiäêðèòà;

2. Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöi¨ îïåðàòîðiâ, âçÿâøè äî óâàãè, ùî Int (∂A) =

∂(IntA):

• ClA: Ðàíiøå äîâåäåíî, ùî âíóòðiøíiñòü ãðàíèöi çàìêíåíî¨ ìíî-
æèíè ¹ ïîðîæíüîþ: Int (∂(ClA)) = Int ((ClA)∗) = ∅.
Îñêiëüêè A ¹ íàïiâçàìêíåíîþ, òî

∂(Int(ClA)) = ∂(IntA) = Int(∂A) = ∅;

• IntA: Ëåãêî áà÷èòè, ùî â ñèëó êîìóòóâàííÿ Int òà ∂ íà A âèêî-
íóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:
Int (∂(IntA)) = Int (Int (∂A)) = Int (∂A),
∂(Int (IntA)) = ∂(IntA) = Int (∂A);

• A∗: A∗ = ∂A ∩ A, iç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, ùî Int òà
∂ êîìóòóþòü íà òàêié ìíîæèíi;

3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A íàïiââiäêðèòà (A ⊂ Cl (IntA)). Îñêiëüêè
Cl (IntA) ⊂ A, òî A = Cl (IntA). Iç ïóíêòà 1 öüîãî äîâåäåííÿ âèïëè-
âà¹, ùî Cl (IntA) = B ⇒ A = B, à B âiäêðèòî-çàìêíåíà.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A ïåðåäâiäêðèòà (A ⊂ Int (ClA)). Àíàëî-
ãi÷íî áà÷èìî, ùî A = Int (ClA) = B, à B âiäêðèòî-çàìêíåíà;

4. Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî IntA = IntB = B. Òîäi ÿêùî B = ∅, òî
A = C, à C íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà.

Òâåðäæåííÿ 4.30. Äëÿ ìíîæèíè A íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü íà A;
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2. îïåðàòîðè Cl òà Ext êîìóòóþòü íà X\A;

3. âíóòðiøíiñòü IntA çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü äðóãî¨ òà òðåòüî¨ óìîâè ñëiäó¹ iç Òâåðäæåí-
íÿ 4.1 òà ðiâíîñòi IntA = X\Cl(X\A) äëÿ âñiõ ìíîæèí A. Òîìó äîñòàòíüî
äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü ïåðøî¨ òà òðåòüî¨ óìîâè. Ç Ëåìè 4.14 âèïëèâà¹, ùî
Int(A+) = ∅ äëÿ âñiõ ìíîæèí A. Òîìó ðiâíiñòü Int(A+) = (IntA)+ åêâiâà-
ëåíòíà (IntA)+ = ∅. Çà Òâåðäæåííÿì 3.10, îñòàííÿ ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè âíóòðiøíiñòü IntA çàìêíåíà.

Íàñëiäîê 4.31. ßêùî îïåðàòîðè Int òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A,

òî é îïåðàòîðè Int òà + òàêîæ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 2.14 ñòâåðäæó¹, ùî ÿêùî Int òà ∂ êîìóòóþòü íà A, òî
A = B ∪ C äëÿ äåÿêî¨ âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B òà íiäå íå ùiëüíî¨
ìíîæèíè C. Çîêðåìà, âíóòðiøíiñòü IntA = IntB = B ¹ çàìêíåíîþ ìíîæè-
íîþ. Îòæå, çà Òâåðäæåííÿì 4.30, Int òà + òåæ êîìóòóþòü íà A.

Çàóâàæèìî, ùî iìïëiêàöiþ iç Íàñëiäêó 4.31 íå ìîæíà ðîçâåðíóòè (äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = Q â R).

Âiäìiòèìî, ùî ðiâíîñòi Int(A∗) = (IntA)∗ = ∅ ìàþòü ìiñöå äëÿ âñiõ
ìíîæèí A (äèâ. Ëåìó 4.14).

Òâåðäæåííÿ 4.32. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü

íà ìíîæèíi A, òîäi:

1. îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü íà òàêèõ ìíîæèíàõ:

IntA,ExtA,A+, A∗;

2. ÿêùî âîíè êîìóòóþòü íà ìíîæèíi B, òî âîíè êîìóòóþòü i íà

ïåðåòèíi A ∩B.

Äîâåäåííÿ. 1. Îñêiëüêè IntA = Cl(IntA) , òî Int(IntA) = Cl(Int(IntA)),
î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü íà IntA.
Ext(IntA) = X\Cl(IntA) = X\ IntA = Cl(ExtA), çà Òâåðäæåí-
íÿì 4.30, îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü íà ExtA.
Äëÿ A+, A∗ íàãàäà¹ìî, ùî Int(A+) = Int(A∗) = ∅;
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2. Ðîçïèøåìî

(Int(A ∩B))+ = Cl(IntA ∩ IntB)\(IntA ∩ IntB)

= Cl(IntA ∩ IntB)\(Cl(IntA) ∩ Cl(IntB)).

Îñêiëüêè Cl(IntA∩IntB) ⊂ (Cl(IntA)∩Cl(IntB)), òî (Int(A∩B))+ =

∅. I çà Ëåìîþ 4.14, Int(A ∩B)+ = ∅.

4.3 Ïàðè F,G ∈ {Ext, ∂,+, ∗}
Òåîðåìà 4.33. Äëÿ ìíîæèíè A íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Ext òà ∂ êîìóòóþòü íà A;

2. îïåðàòîðè Ext òà + êîìóòóþòü íà A;

3. îïåðàòîðè Ext òà ∗ êîìóòóþòü íà A;

4. A òà ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A ¹ âñþäè ùiëüíèìè ìíîæèíàìè.

Äîâåäåííÿ. 4 ⇒ 1: Ìà¹ìî, ClA = X,Cl (X\A) = X. Iç Òâåðäæåííÿ 3.11
âiäîìî, ùî ÿêùî A òà ¨¨ äîïîâíåííÿ X\A ¹ âñþäè ùiëüíèìè ìíîæèíàìè,
òî ∂A = X. ExtA = X\ClA = ∅, i àíàëîãi÷íî ∂(ExtA) = ∅.
A â ñâîþ ÷åðãó Ext (∂A) = ExtX = ∅. Îòæå, iç 4 ñëiäó¹ 1;

4 ⇒ 2: Ìà¹ìî, ClA = X,Cl (X\A) = X. ExtA = X\ClA = ∅, i
àíàëîãi÷íî (ExtA)+ = ∅ , òîìó çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî Ext (A+) = ∅.
Ext (A+) = Int (X\A+) = Int (ClA\(ClA\A)) = IntA. Ñêîðèñòà¹ìîñü òèì,
ùî Cl (X\A) = X. Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ íå ìiñòèòü ó ñîái IntA, à ïðàâà -
ìiñòèòü, ùî îçíà÷à¹, ùî IntA = ∅. Îòæå, iç 4 ñëiäó¹ 2;

4 ⇒ 3: Ìà¹ìî, ClA = X,Cl (X\A) = X. ExtA ¹ âiäêðèòîþ, îòæå
(ExtA)∗ = ∅ , òîìó çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî Ext (A∗) = ∅. Îñêiëüêè
∂A = X, òî IntA = ∅, à îòæå Ext(A∗) = Int(X\(A∗)) = Int(X\A∪ IntA) =
Int(X\A), à öå çà Ëåìîþ 4.14 äîðiâíþ¹ ∅. Îòæå, iç 4 ñëiäó¹ 3;
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1 ⇒ 4: Ìà¹ìî, Ext(∂A) = X\Cl(∂A) = X\∂A = X\(ClA\ IntA) =

ExtA∪IntA òà ∂(ExtA) = Cl(ExtA)\ Int(ExtA) = Cl(ExtA)\ExtA. Òîìó
ÿêùî Ext òà ∂ êîìóòóþòü íàA, òî ExtA = ∅, ùî îçíà÷à¹ âñþäè ùiëüíiñòüA.
Òàêîæ â öüîìó âèïàäêó, IntA = ∅. Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî äîïîâíåííÿ
X\A òàêîæ ¹ âñþäè ùiëüíèì. Îòæå, iç 1 ñëiäó¹ 4.

Íàñëiäîê 4.34. Îïåðàòîðè Ext òà ∂ (åêâiâàëåíòíî, Ext,+ àáî Ext, ∗)
êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi A 6= ∅, X òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïðî-

ñòið X ¹ àíòèäèñêðåòíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.35. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Ext òà ∂ (åêâiâàëåí-

òíî, Ext,+ àáî Ext, ∗) êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A. Òîäi:

1. îïåðàòîðè Ext òà ∂ êîìóòóþòü íà òàêèõ ìíîæèíàõ: A+, A∗

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà F ∈ {Cl, Int,Ext, ∂} ñïðàâåäëèâî

∂(Ext(F (A))) = X\(Ext(∂(F (A))));

3. ÿêùî îïåðàòîðè Ext òà ∂ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi B, òî

∂(Ext(A ∪B)) = X\(Ext(∂(A ∪B))).

Äîâåäåííÿ. 1. Çà Òåîðåìîþ 4.33, A+ = ClA\A = X\A, i îòæå Ext òà ∂
êîìóòóþòü íà A+. Àíàëîãi÷íî, â ñèëó Cl(X\A) = X, ìà¹ìî IntA = ∅.
Çâiäñè A∗ = A, é òîìó Ext òà ∂ òàêîæ êîìóòóþòü i íà A∗.

2. Ïåðåáåðåìî ïî ÷åðçi âñi îïåðàòîðè F :

• F = Cl: Áà÷èìî, ùî ∂(Ext(ClA)) = ∂(ExtA) = Ext(∂A) = ∅
I â ñèëó âñþäè ùiëüíîñòi ìíîæèíè A, îòðèìà¹ìî Ext(∂(ClA)) =

Ext(∂X) = X;

• F = Int: Ðîçïèñàâøè Ext çà îçíà÷åííÿì, ìà¹ìî ∂(Ext(IntA)) =
∂(X\Cl(IntA)) = ∂(Cl(IntA)) = Cl(IntA)\ IntA = (IntA)+,
à ó âèïàäêó îáåðíåíî¨ êîìïîçèöi¨:

Ext(∂(IntA)) = X\(Cl(IntA)\(IntA)) = X\(IntA)+;
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• F = Ext: Ó äàíîìó âèïàäêó âñå äîñèòü ïðîñòî ðîçïèñó¹òüñÿ:
∂(Ext(X\ClA)) = ∂(Ext(∅)) = ∂X = ∅,
Ext(∂(X\ClA)) = Ext(∅) = X;

• F = ∂: Âiçüìåìî äî óâàãè, ùî ∂A = X çà Òâåðäæåííÿì 3.11:
∂(Ext(∂A)) = ∂(ExtX) = ∅
Ext(∂(∂A)) = Ext(∂X) = Ext(∅) = X;
Ext(∂(IntA)) = X\(Cl(IntA)\ IntA) = X\(IntA)+.

3. Ðîçïèøåìî êîæíèé âèðàç i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî
∂(Ext(A∪B)) = ∂(X\Cl(A∪B)) = ∂(A∪B) = Cl(A∪B)\ Int(A∪B) =

X\ Int(A ∪B);
Ext(∂(A ∪B)) = Ext(X\ Int(A ∪B)) = Int(A ∪B).

Çàóâàæèìî, ùî Òåîðåìà 4.33 îçíà÷à¹, ùî iñíóâàííÿ ìíîæèíè, íà ÿêié
õî÷à á îäíà ïàðà îïåðàòîðiâ Ext, ∂; Ext,+ àáî Ext, ∗ êîìóòó¹, òÿãíå çà ñîáîþ
ðîçêëàäíiñòü âñüîãî ïðîñòîðó X.

Òâåðäæåííÿ 4.36. Îïåðàòîðè ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ãðàíèöÿ ∂A = Cl(A∗) íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. ⇒: Ïðèïóñòèìî, ùî ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà A. Òîäi ç ðiâíîñòi
Cl(A∗) = ∂(A∗) = (∂A)∗ = ∂A\ Int(∂A) âèïëèâà¹ Cl(A∗) ∩ Int(∂A) = ∅.
Ìà¹ìî,

Int(∂A) ⊂ ∂A\Cl(A∗) = ClA\(IntA ∪ Cl(A∗)) ⊂ ClA\A = A+.

Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 4.14, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî Int(∂A) = ∅.
Iíøèìè ñëîâàìè, ìåæà ∂A = Cl(A∗) íiäå íå ùiëüíà.
⇐: Ëåãêî áà÷èòè, ùî

∂(A∗) = Cl(A∗)\ Int(A∗) = Cl(A∗) = Cl(A∗)\ Int(Cl(A∗)) = (Cl(A∗))∗ = (∂A)∗.

Ðîçãëÿíåìî íàïiââiäêðèòèé iíòåðâàë A = [0, 1) â R. Áà÷èìî, ùî éîãî
ãðàíèöÿ ∂A = {0, 1} íiäå íå ùiëüíà. Ïðîòå,

∂(A∗) = ∂({0}) = {0} 6= (∂A)∗ = ({0, 1})∗ = {0, 1}.
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Íàñëiäîê 4.37. ßêùî A çàìêíåíà àáî íiäå íå ùiëüíà, òî îïåðàòîðè ∂

òà ∗ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A çàìêíåíà, òî A∗ = A\ IntA òåæ çàìêíåíà. Òàêîæ, iç
Òâåðäæåííÿ 3.13 âèïëèâà¹, ùî ìåæà ∂A íiäå íå ùiëüíà. Ëîãi÷íî, ùî â
öüîìó âèïàäêó Cl(A∗) = A∗ = ∂A. Äàëi, ÿêùî A íiäå íå ùiëüíà, òî ∂A =

ClA = Cl(A∗) òåæ íiäå íå ùiëüíà. Çà Òâåðäæåííÿì 4.36, â îáîõ âèïàäêàõ
îïåðàòîðè ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà A.

Ðîçãëÿíåìî íîñié X = {a, b, c} iç çàäàíîþ íà íüîìó òîïîëîãi¹þ

τ = {∅, X, {a}}.

Òîäi ìíîæèíà A = {a, b} íå ¹ àíi çàìêíåíîþ, àíi íiäå íå ùiëüíîþ. Ïðîòå
∂(A∗) = ∂({b}) = {b, c} = (∂A)∗. Öå îçíà÷à¹, ùî iìïëiêàöiþ iç Íàñëiäêó 4.37
íå ìîæíà ðîçâåðíóòè.

Íàñëiäîê 4.38. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà

ìíîæèíi A:

1. òîäi A êâàçi-âiäêðèòà;

2. òîäi A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ âiäêðèòî¨

ìíîæèíè iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ;

3. ÿêùî A âiäêðèòà, òî A âiäêðèòî-çàìêíåíà;

4. ÿêùî A ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, òî A íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íàA, òî çà Òâåðäæåííÿì 4.36, ìíîæèíà
∂A = Cl(A∗) ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Çîêðåìà, ïîêëàâøè B = Cl(IntA), C =

Cl(A∗) òà çàñòîñóâàâøè Ëåìó 2.12, îòðèìà¹ìî

Int(ClA) = Int(Cl(IntA t A∗)) = Int(Cl(IntA) ∪ Cl(A∗))

= Int(B ∪ C) = IntB = Int(Cl(IntA)) ⊂ Cl(IntA).

Äàëi, ìíîæèíà A∗ ⊂ ∂A ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Îòæå, A = IntA t A∗ ¹
äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì âiäêðèòî¨ ìíîæèíè iç íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæè-
íîþ. ßêùî, äîäàòêîâî, A âiäêðèòà ìíîæèíà, òî ∂A = Cl(∅) = ∅.
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Öå îçíà÷à¹, ùî A âiäêðèòî-çàìêíåíà. Íàðåøòi, ÿêùî A ìà¹ ïîðîæíþ âíó-
òðiøíiñòü, òî ClA = Cl(A∗) íiäå íå ùiëüíà. Òîáòî, ñàìà ìíîæèíà A òåæ
íiäå íå ùiëüíà.

Íàñëiäîê 4.39. ßêùî îïåðàòîðè ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A,

òî ∂ òà ∗ òàêîæ êîìóòóþòü i íà ìíîæèíàõ ClA, ∂A,A+, A∗.

Äîâåäåííÿ. Ñëiäó¹ iç Íàñëiäêó 4.37, áî ClA çàìêíåíà, à ∂,A+, A∗ íiäå íå
ùiëüíi ìíîæèíè.

Â ðîáîòi [13] áóëî ïîêàçàíî, ùî êîæíà íàïiââiäêðèòà ìíîæèíà ìîæå
áóòè çîáðàæåíà ÿê (äèç'þíêòíå) îá'¹äíàííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè iç íiäå íå
ùiëüíîþ ìíîæèíîþ (äèâ. òðåò¹ òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 4.38). Ïðîòå, âëàñòè-
âîñòi áóòè íàïiââiäêðèòîþ ìíîæèíîþ àáî áóòè ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ
îïåðàòîðiâ ∂ òà ∗ ¹ íåïîðiâíþâàíèìè (ïðîñòî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåïîðî-
æíþ ìíîæèíó iç ïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ òà âiäêðèòó ìíîæèíó, ÿêà íå ¹
çàìêíåíîþ). Òàêîæ ñëiä çàóâàæèòè, ùî, íåçâàæàþ÷è íà äðóãå òà ÷åòâåðòå
òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 4.38, âëàñòèâîñòi áóòè ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ
ïàðè Cl, ∗ àáî äëÿ ïàðè ∂, ∗, òåæ íåïîðiâíþâàíi. Äiéñíî, A = R\{0} â R ¹
ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè Cl, ∗ â ñèëó Cl(A∗) = Cl(∅) = ∅ = (R)∗ =
(ClA)∗. Ïðîòå, ∂(A∗) = ∅ 6= {0} = (∂A)∗. Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿíåìî íîñié
X = {a, b, c, d, e} iç çàäàíîþ íà íüîìó òîïîëîãi¹þ

τ = {∅, X, {e}, {c, d}, {b, c, d}, {c, d, e}, {b, c, d, e}}.

Òîäi äëÿ ìíîæèíè A = {a, c, d} ìàòèìåìî ∂(A∗) = ∂({a}) = {a, b} =

({a, b})∗ = (∂A)∗. Îòæå, A ¹ ìíîæèíîþ êîìóòóâàííÿ äëÿ ïàðè ∂, ∗. Îäíàê,
Cl(A∗) = ∂(A∗) = {a, b} 6= {a} = ({a, b, c, d})∗ = (ClA)∗.

Íàñëiäîê 4.40. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàñòóïíi óìîâè åêâi-

âàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Cl, ∂ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;

2. îïåðàòîðè Int,Ext êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;

3. îïåðàòîðè Int, ∂ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;

4. îïåðàòîðè ∂, ∗ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;
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5. X äèñêðåòíèé.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç õàðàêòåðèçàöié ìíîæèí êîìóòóâàííÿ äëÿ âiäïîâiä-
íèõ ïàð îïåðàòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.41. Îïåðàòîðè + òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè ∂A = Cl(A∗).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî (A+)∗ = A+, îñêiëüêè A+ ìà¹ ïîðî-
æíþ âíóòðiøíiñòü äëÿ âñiõA (äèâ. Ëåìó 4.14). Òàêîæ, (A∗)+ = Cl(A∗)\A∗ =
Cl(A∗)\(A\ IntA) = (Cl(A∗)\A)∪(Cl(A∗)∩IntA) = Cl(A∗)\A â ñèëóCl(A∗)∩
IntA = ∅ (äèâ. Ëåìó 3.3). Îòæå, îïåðàòîðè + òà ∗ êîìóòóþòü íà A òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè ClA\A = A∗ = Cl(A∗)\A. Îñòàííÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåí-
òíà ðiâíîñòi ClA = Cl(A∗) ∪ A, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè ∂A = ClA\ IntA ⊂ (Cl(A∗) ∪ A)\ IntA ⊂ Cl(A∗). Ùîá çàâåð-
øèòè äîâåäåííÿ, çàóâàæèìî, ùî âêëþ÷åííÿ Cl(A∗) ⊂ ∂A âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ ìíîæèí A, îñêiëüêè ãðàíèöÿ ∂A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ìiñòèòü
A∗ = A\ IntA.

Íàñëiäîê 4.42. ßêùî îïåðàòîðè ∂ òà ∗ êîìóòóþòü íà A, òî îïåðà-

òîðè + òà ∗ òåæ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. Ïðÿìî ñëiäó¹ iç Òâåðäæåííÿ 4.36 òà Òâåðäæåííÿ 4.41.

Íàñëiäîê 4.43. ßêùî A ïåðåäçàìêíåíà ìíîæèíà (çîêðåìà, ÿêùî A àáî

¨¨ âíóòðiøíiñòü IntA çàìêíåíà), òî îïåðàòîðè + òà ∗ êîìóòóþòü íà A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ïåðåäçàìêíåíà, òî Cl(IntA) ⊂ A. Ìà¹ìî,

∂A = ClA\ IntA = Cl(A∗ ∪ IntA)\ IntA = (Cl(A∗) ∪ Cl(IntA))\ IntA
⊂ (Cl(A∗) ∪ A)\ IntA ⊂ Cl(A∗).

Çà Òâåðäæåííÿì 4.41, + òà ∗ êîìóòóþòü íà A.

Ðîçãëÿíåìî íîñié X = {a, b, c} ðàçîì iç çàäàíîþ íà íüîìó òîïîëîãi¹þ

τ = {∅, X, {a}, {a, b}}.

Òîäi ìíîæèíà A = {a, c} íå ïåðåäçàìêíåíà â ñèëó Cl(IntA) = Cl({a}) = X.
Îäíàê, (A∗)+ = ({c})+ = ∅ = (A+)∗. Îòæå, iìïëiêàöiþ iç Íàñëiäêó 4.43 íå
ìîæíà ðîçâåðíóòè.
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Íàñëiäîê 4.44. ßêùî îïåðàòîðè Int òà + êîìóòóþòü íà ìíîæèíi A,

òî îïåðàòîðè + òà ∗ êîìóòóþòü íà ìíîæèíàõ A, IntA.

Äîâåäåííÿ. Ñëiäó¹ iç Òâåðäæåííÿ 4.30 òà Íàñëiäêó 4.43.

Íàñëiäîê 4.45. Ïðèïóñòèìî, ùî A âiäêðèòà ìíîæèíà òàêà, ùî îïå-

ðàòîðè + òà ∗ êîìóòóþòü íà A. Òîäi A âiäêðèòî-çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. IntA = A, (A+)∗ = (A∗)+, çà Òâåðäæåííÿì 4.41, ∂A = Cl(A∗).
Cl (A\ IntA) = Cl (∅) = ∅ ⇒ ∂A = ∅, ùî é îçíà÷à¹, ùî A âiäêðèòî-
çàìêíåíà.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-äèñêðåòíèì (àáî ïðîñòî-
ðîì ðîçáèòòÿ), ÿêùî éîãî òîïîëîãiÿ ìà¹ áàçó, ÿêà ¹ ðîçáèòòÿì X. Î÷å-
âèäíî, ùî ïðîñòið ¹ êâàçi-äèñêðåòíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà éîãî
âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ (åêâiâàëåíòíî, êîæíà çàìêíåíà ìíîæèíà ¹
âiäêðèòîþ).

Íàñëiäîê 4.46. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàñòóïíi óìîâè åêâi-

âàëåíòíi:

1. îïåðàòîðè Cl,Ext êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;

2. îïåðàòîðè Int, ∂ êîìóòóþòü íà êîæíié âiäêðèòié (åêâiâàëåíòíî,

íàïiââiäêðèòié) ìíîæèíi;

3. îïåðàòîðè Int,+ êîìóòóþòü íà êîæíié ìíîæèíi;

4. îïåðàòîðè +, ∗ êîìóòóþòü íà êîæíié âiäêðèòié ìíîæèíi;

5. X êâàçi-äèñêðåòíèé.

Äîâåäåííÿ. Iç Òâåðäæåííÿ 4.1 ïðÿìî ñëiäó¹, ùî ç ïåðøî¨ óìîâè âèïëèâà¹
ï'ÿòà. Òàêîæ, ïî¹äíàâøè Ëåìó 2.12 iç Òåîðåìîþ 2.13, ìîæíà çðîáèòè âè-
ñíîâîê, ùî iç äðóãî¨ óìîâè òàêîæ âèïëèâà¹ ï'ÿòà. Äàëi, iç Òâåðäæåííÿ 4.30
ñëiäó¹, ùî ç òðåòüî¨ óìîâè âèïëèâà¹ ï'ÿòà. Íàðåøòi, ÿêùî îïåðàòîðè +, ∗
êîìóòóþòü íà âiäêðèòié ìíîæèíi A, òî ∂A = Cl(A∗) = Cl(∅) = ∅. Òîáòî,
ìíîæèíà A âiäêðèòî-çàìêíåíà (äèâ. Òâåðäæåííÿ 4.41). Îòæå, iç ÷åòâåðòî¨
óìîâè òàêîæ âèïëèâà¹ ï'ÿòà.
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Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið X ¹ êâàçi-äèñêðåòíèì. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìíîæèíè A ⊂ X ¨¨ çàìèêàííÿ ClA ¹ âiäðèòèì. Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîðè
Cl,Ext êîìóòóþòü íà A (çíîâó, äèâ. Òâåðäæåííÿ 4.1). Òåïåð çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíó íàïiââiäêðèòó ìíîæèíó A ⊂ X. Ìà¹ìî, A ⊂ Cl(IntA) = IntA.
Îòæå, A âiäêðèòà à òîìó é âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà. Çà Òåîðåìîþ 2.13,
îïåðàòîðè Int, ∂ êîìóòóþòü íà A. Òàêîæ, îñêiëüêè âíóòðiøíiñòü IntA äî-
âiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X çàìêíåíà, òî îïåðàòîðè Int,+ òåæ êîìóòóþòü íà
A (äèâ. Òâåðäæåííÿ 4.30). Íàðåøòi, äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A ⊂ X

âèêîíàíî ∂A = ∅ = Cl(A∗), çâiäêè ñëiäó¹, ùî îïåðàòîðè +, ∗ êîìóòóþòü íà
A. Òàêèì ÷èíîì, iç ï'ÿòî¨ óìîâè âèïëèâàþòü ïåðøi ÷îòèðè.

4.4 Çàäà÷à F (G(A)) = A äëÿ F,G ∈ {Cl, Int,Ext, ∂,+, ∗}
Òâåðäæåííÿ 4.47. Ó íåïîðîæíüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X äëÿ

ìíîæèíè A íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. Int(A∗) = A;

2. (IntA)∗ = A;

3. Int(A+) = A;

4. Int(∂A) = A;

5. Cl(A+) = A;

6. (ClA)+ = A;

7. (A+)∗ = A;

8. (ExtA)∗ = A;

9. (∂A)+ = A;

10. ∂(A+) = A;

11. (IntA)+ = A;

12. ∂(IntA) = A;
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13. A = ∅.

Äîâåäåííÿ. 1, 2, 3, 6, 8, 9⇒ 13 : Îñêiëüêè çàâæäè

Int(A∗) = (IntA)∗ = Int(A+) = (ClA)+ = (ExtA)∗ = (∂A)+ = ∅,

òî òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíå;
4⇒ 13 : Int(∂A) = Int(ClA\ IntA) = Int(ClA)\Cl(IntA) = A

Î÷åâèäíî, ùî IntA ⊂ Cl(IntA) òà IntA ⊂ A, àëå îñêiëüêè çà óìîâîþ ñïðà-
âåäëèâî A ∩ Cl(IntA) = ∅, òî IntA = ∅. Çàóâàæèìî, ùî A = Int(∂A) ⇒ A

âiäêðèòà, òîáòî A = IntA = ∅;
5⇒ 13 : ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ClA\A ¹ ïiäìíîæèíîþ Cl(ClA\A), àëå A
íå ¹ ïiäìíîæèíîþ ClA\A, à îòæå íå ìîæå áóòè íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæè-
íîþ Cl(ClA\A), îòæå, A = ∅;
7⇒ 13 : íàãàäà¹ìî, ùî (A+)∗ = A+, a îòæå: A+ = A⇔ A = ∅;
10 ⇒ 13 : îñêiëüêè ∂(A+) = Cl(A+), òî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå âèïàäêó
5⇒ 13;
11, 12 ⇒ 13 : îñêiëüêè IntA âiäêðèòà, òî (IntA)+ = ∂(IntA). Çà Òâåðäæå-
ííÿì 3.13 A ¹ çàìêíåíîþ òà íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ. Ïiäñòàâèâøè â
âèðàç (IntA)+ = A òàêó ìíîæèíó, îäåðæèìî A = ∅;
∀N ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}, 13⇒ N : òâåðäæåííÿ òðèâiàëüíi é

íå ïîòðåáóþòü äîäàòêîâèõ ïîÿñíåíü.

Òâåðäæåííÿ 4.48. Ó íåïîðîæíüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X äëÿ

ìíîæèíè A íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. Cl(A∗) = A;

2. (ClA)∗ = A;

3. Cl(∂A) = A;

4. ∂(A∗) = A;

5. A çàìêíåíà òà íiäå íå ùiëüíà.

Äîâåäåííÿ. 1 ⇒ 5 : ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iç ðiâíîñòi Cl(A\ IntA) = A

âèïëèâà¹ IntA = ∅ òà òîé ôàêò, ùî A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ;
2⇒ 5 : çàóâàæèâøè, ùî (ClA)∗ = ∂(ClA) i çàñòîñóâàâøè Òâåðäæåííÿ 3.13,
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áà÷èìî, ùî A ¹ çàìêíåíîþ òà íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ;
3 ⇒ 5 : îñêiëüêè ìåæà ¹ çàìêíåíîþ, òî óìîâà íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:
∂A = A. Çà Òâåðäæåííÿì 3.12 A ¹ çàìêíåíîþ òà íiäå íå ùiëüíîþ;
4⇒ 5 : î÷åâèäíî, ùî ∂(A∗) = Cl(A∗), à âèïàäîê Cl(A∗) = A óæå îïèñàíèé;
5 ⇒ 1, 4 : ÿêùî ïiäñòàâèòè â âèðàç Cl(A\ IntA) çàìêíåíó, íiäå íå ùiëüíó
ìíîæèíó, òî îäåðæèìî Cl(A\ IntA) = ClA = A;
5⇒ 2 : ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ çàìêíåíî¨ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè A(ClA) =
A∗ = A\ IntA = A;
5⇒ 3 : çà Òâåðäæåííÿì 3.12, A = ∂A = Cl(∂A).

Òâåðäæåííÿ 4.49. Ó íåïîðîæíüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X äëÿ

ìíîæèíè A íàñòóïíi ðiâíîñòi íåìîæëèâi:

1. Int(ExtA) = A;

2. Ext(IntA) = A;

3. Cl(ExtA) = A;

4. Ext(ClA) = A.

Äîâåäåííÿ. 1. Int(ExtA) = ExtA. Çà Òâåðäæåííÿì 3.12 ExtA 6= A;

2. Iç X\Cl(IntA) = A âèïëèâà¹, ùî IntA = ∅, A = X, à çà óìîâîþ X

íå ¹ ïîðîæíiì;

3. Cl(ExtA) ⊃ ExtA 6⊃ A;

4. Îñêiëüêè Ext(ClA) = ExtA, òî çíîâó ìà¹ ìiñöå Òâåðäæåííÿ 3.12.

Òâåðäæåííÿ 4.50. Ó íåïîðîæíüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X äëÿ

ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ:

1. Ext(A+) = A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A âiäêðèòà òà âñþäè ùiëüíà;

2. Ext(A∗) = A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A = X;
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Äîâåäåííÿ. 1. ⇒: Îñêiëüêè çîâíiøíiñòü âiäêðèòà çà îçíà÷åííÿì, òî A
òåæ âiäêðèòà, à îòæå A+ = ∂A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Iç óìîâè
âèïëèâà¹, ùî A = X\A+ = X\∂A, à çíà÷èòü X = A ∪ ∂A = ClA, ùî
îçíà÷à¹, ùî A âñþäè ùiëüíà.
⇐: Â ñèëó ùiëüíîñòi òà âiäêðèòîñòi A,

Ext(A+) = Ext(X\A) = Int(X\(X\A)) = IntA = A

2. ⇒: Ìíîæèíà A âiäêðèòà, à îòæå A∗ = ∅. Âçÿâøè A = Ext(A∗),
áà÷èìî, ùî A = X.
⇐: ßêùî A = X, òî A∗ = ∅, à îòæå Ext(A∗) = X = A.

Íàñòóïíi ðiâíîñòi äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòi ×åïìåíà [4], òîìó íàâîäèìî
¨õ áåç äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.51. [4] Ó íåïîðîæíüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X äëÿ

ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ:

1. Int(ClA) = A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ¹ âiäêðèòîþ òà A = B\C,
äå B - äåÿêà çàìêíåíà ìíîæèíà, à C ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â

ïiäïðîñòîði X\A;

2. Cl(IntA) = A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ¹ çàìêíåíîþ òà A = B ∪C,
äå B - äåÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà, à C ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â

ïiäïðîñòîði A.
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5 Âèñíîâêè

Ó äàíié êóðñîâié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi íàñòóïíèõ øåñòè îïåðàòî-
ðiâ Cl, Int,Ext, ∂, ∗,+ ìiæ ìíîæèíàìè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ íàäàëi â ðîáîòi.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îïèñó îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé öèõ øåñòè îïå-
ðàòîðiâ, à òàêîæ äîâåäåííþ êiëüêîõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ. Çîêðåìà, ó òðå-
òüîìó ðîçäiëi îïèñàíî ìíîæèíè A, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îäíó ç íàñòóïíèõ
îïåðàòîðíèõ ðiâíîñòåé: F (A) = ∅, F (A) = X,F (A) = A,F (A) = G(A).

Îñíîâíà óâàãà â ðîáîòi ïðèäiëåíà çàäà÷i îïèñó ìíîæèí êîìóòóâàííÿ
äëÿ óñiõ ìîæëèâèõ ïàð îïåðàòîðiâ. Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîáîòè öÿ çàäà-
÷à ïîâíiñòþ âèðiøåíà. Çà äîïîìîãîþ äîâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíî íîâi
õàðàêòåðèçàöi¨ åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèõ, äîñêîíàëî íåçâ'ÿçíèõ, ñèëüíî íå-
ðîçêëàäíèõ òà nd-ïðîñòîðiâ.

Â ìàéáóòíüîìó ïëàíó¹òüñÿ äîñëiäèòè çàäà÷ó îïèñó ìíîæèí êîìóòóâà-
ííÿ äëÿ øèðøî¨ êiëüêîñòi ïàð îïåðàòîðiâ (íàïðèêëàä, äëÿ îïåðàòîðiâ ïî-
õiäíî¨ ìíîæèíè òà içîëüîâàíèõ òî÷îê ìíîæèíè), à òàêîæ ðîçãëÿíóòè iíøi
òèïè îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ íå òiëüêè äëÿ ïàð,
àëå é äëÿ òðiéîê (ðiâíÿííÿ òèïó F (G(A)) = H(A)) òà ÷åòâiðîê îïåðàòîðiâ
(ðiâíÿííÿ òèïó F (G(A)) = H(K(A))).
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