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ВСТУП

Серед сучасних напрямкiв розвитку теорiї стохастичних процесiв та-
ких як узагальненi стохастичнi процеси, властивостi функцiоналiв вiд
стохастичних процесiв, статистичнi методи дослiдження стохастичних
процесiв та випадкових полiв та деяких iнших, важливу роль вiдiграє
напрямок, який присвячений задачам оцiнювання невiдомих значень
стохастичних процесiв та випадкових полiв. Особливо актуальними в
останнi роки є задачi оцiнки стохастичних процесiв та випадкових по-
лiв в умовах невизначеностi. Такi задачi виникають при дослiдженнi
проблем теорiї автоматичного регулювання, кодування та обробки си-
гналiв у радiолокацiї та гiдролокацiї, проблем розпiзнавання образiв
мовних сигналiв та зображень.

Задачi оцiнювання невiдомих значень стохастичних процесiв вклю-
чають у себе задачi iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї.

Постановка задач iнтерполяцiї та екстраполяцiї стацiонарних стоха-
стичних послiдовностей, їх геометрична iнтерпретацiя та зведення до
задач теорiї функцiй належить А.М. Колмогорову [37] – [40]. Задача
екстраполяцiї стохастичної стацiонарної послiдовностi ξ(t), t ∈ Z, зi
скiнченим математичним сподiванням квадрата випадкової величини
ξ(t) полягалає в тому, щоб знайти такi коефiцiєнти ai, при яких лiнiйна
комбiнацiя

L = a1ξ(t− 1) + a2ξ(t− 2) + . . .+ anξ(t− n) + . . .

випадкових величин

ξ(t− 1), ξ(t− 2), . . . , ξ(t− n), . . .

якомога бiльш точно наближає невiдоме значення випадкової величини
ξ(t+m),m ≥ 0. За мiру точностi природно береться середньоквадрати-
чна похибка оцiнювання

σ2 =M |ξ(t+m)− L|2 .

Щодо проблеми iнтерполяцiї, то А.М. Колмогоров розглядав задачу оцi-
нювання одного пропущеного значення ξ(t) за вiдомими значеннями

ξ(t+ 1), ξ(t+ 2), . . . , ξ(t+ n), . . .

ξ(t− 1), ξ(t− 2), . . . , ξ(t− n), . . .

стацiонарної стохастичної послiдовностi ξ(t). Задачi екстраполяцiї та
iнтерполяцiї А.М. Колмогоров розв’язує, виходячи з того, що величи-
ни ξ(t), t ∈ Z, є елементами гiльбертового простору H = L2(Ω,F,P)
випадкових величин другого порядку, скалярний добуток в якому ото-
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тожнюється iз кореляцiйною функцiєю

⟨ξ(t+ k), ξ(t)⟩ = B(k) =Mξ(t+ k)ξ(t),

а оптимальна оцiнка (проекцiя) знаходиться виходячи iз геометричних
властивостей цього простору. А.М. Колмогоров розглядає дiю унiтар-
ного оператора зсуву U на множинi значень послiдовностi

Uξ(t) = ξ(t+ 1), t ∈ Z,

що дозволяє одержати ряд основних властивостей стацiонарних послi-
довностей як безпосереднiх наслiдкiв результатiв спектральної теорiї
унiтарних операторiв. Це, насамперед, спектральний розклад кореля-
цiйної функцiї

B(k) =

πw
−π

eikλdF (λ),

де F (λ) – неперервна злiва неспадна обмежена функцiя, так звана спе-
ктральна функцiя послiдовностi ξ(t), t ∈ Z, спектральний розклад самої
стацiонарної послiдовностi

ξ(t) =

πw
−π

eitλZ(dλ),

де Z(∆) – ортогональна стохастична мiра, що пiдпорядкована мiрi F (∆),
яка породжена спектральною функцiєю F (λ): F (∆) = M |Z(∆)|2. А
також, як наслiдок, можливiсть зображення випадкової величини η ∈
L2(ξ), де L2(ξ) – лiнiйний пiдпростiр простору H = L2(Ω,F,P), поро-
джений випадковими величинами ξ(t), у виглядi

η =

πw
−π

φ(λ)Z(dλ),

де φ(λ) ∈ L2(F ), L2(F ) – гiльбертiв простiр комплекснозначних функцiй
на [−π, π], iнтегровних в квадратi за мiрою F (∆).

Враховуючи вищевказанi властивостi стацiонарних послiдовностей
та розклад Вольда [333], [334] стацiонарної послiдовностi на суму син-
гулярної послiдовностi та рухомого середнього, А.М. Колмогоров зна-
ходить формули для обчислення величини середньоквадратичних по-
хибок екстраполяцiї та iнтерполяцiї та встановлює спектральнi умови
для можливостi iнтерполяцiї та екстраполяцiї випадкової стацiонарної
послiдовностi. Так необхiдною та достатньою умовою, за якої безпомил-
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кова екстраполяцiя невiдомих значень буде неможливою, є умова

P =
1

2π

πw
−π

ln f(λ)dλ > −∞,

де f(λ) – спектральна щiльнiсть стацiонарної послiдовностi ξ(t). Вели-
чина середньоквадратичної похибки екстраполяцiї на один крок вперед
обчислюється за формулою

σ2
e = 2π exp

{
1

2π

πw
−π

ln f(λ)dλ

}
,

тобто σ2
e/(2π) є (неперервним) середнiм геометричним спектральної щiль-

ностi f(λ).
Необхiдною та достатньою умовою, за якої безпомилкова iнтерполя-

цiя невiдомих значень буде неможливою, є умова (умова мiнiмальностi)

1

2π

πw
−π

1

f(λ)
dλ <∞.

Величина середньоквадратичної похибки iнтерполяцiї одного пропуще-
ного значення ξ(t) обчислюється за формулою

σ2
i = 2π

(
1

2π

πw
−π

1

f(λ)
dλ

)−1

,

тобто σ2
i /(2π) є (неперервним) середнiм гармонiйним спектральної щiль-

ностi f(λ).
Результати А.М. Колмогорова, що стосуються задачi екстраполяцiї

стацiонарних послiдовностей з невеликими вiдмiнностями вдалося пе-
ренести М.Г. Крейну [45] – [46] на випадок стацiонарних процесiв ξ(t),
t ∈ R. При цьому, як виявилось, умова, за якої безпомилкова екстрапо-
ляцiя невiдомих значень буде неможливою має вигляд

W =

∞w
−∞

ln f(λ)

1 + λ2
dλ > −∞.

Розклад стацiонарного процесу на регулярний та сингулярний процес,
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аналогiчний до розкладу Вольда, було дослiджено О.Ханнером [194]:

ξ(t) =

∞w
0

a(s)dη(t− s) + ξs(t).

При цьому сам випадковий процес ξ(t), t ∈ R, розглядається як одно-
параметрична система векторiв гiльбертового простору, тобто як кри-
ва цього простору. Кореляцiйна теорiя випадкових процесiв еквiвален-
тна теорiї кривих у гiльбертовому просторi, а стацiонарним випадковим
процесам вiдповiдають такi кривi цього простору для яких скалярний
добуток ⟨ξ(t), ξ(s)⟩ залежить лише вiд рiзницi (t− s).

Щодо безпосереднього знаходження оцiнок невiдомих значень послi-
довностей та процесiв, то Н. Вiнер [327] та А.М. Яглом [166] – [170], [338],
[339] запропонували два рiзних пiдходи до розв’язання задач екстра-
поляцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї стацiонарних процесiв та послiдов-
ностей, якi мають рацiональну спектральну щiльнiсть. В цих роботах
теорiя А.М. Колмогорова дещо спрощується, конкретизується i набуває
фiзичної iнтерпретацiї. Н. Вiнер за додатковим припущенням вiдносно
канонiчної факторизацiї спектральної щiльностi процесу з абсолютно
неперервним спектром шукає iмпульсну перехiдну функцiю c(s) фiль-
тра як розв’язок деякого iнтегрального рiвняння типу Вiнера–Хопфа.
Цей фiльтр перетворює процес ζ(t) = ξ(t) + η(t), що спостерiгається до
деякого моменту t, в оптимальну оцiнку невiдомого значення величини
ξ(t+ q):

ξ̂(t+ q) =

tw
−∞

c(t− s)ζ(s)ds, q > 0.

А.М. Яглом пропонує спосiб, за яким оцiнка невiдомого значення ви-
падкової величини шукається у виглядi

ξ̂(t) =
w
Λ

φ(λ)dZ(λ),

де φ(λ) ∈ L2(f) – частотна (спектральна) характеристика оцiнки, i
дає процедуру пошуку цiєї спектральної характеристики як граничного
значення аналiтичної в лiвiй пiвплощинi функцiї, яка задовольняє де-
яким визначеним умовам. Слiд вiдзначити роботи Г. Вольда [333], [334],
Г. Крамера [182] – [184] та Л.В. Робiнсона [297] – [299], якi вiдносяться
до теорiї прогнозування випадкових процесiв.

Аналогiчнi задачi оцiнки невiдомих значень дослiдженi i для вектор-
них випадкових процесiв. Так, загальнi результати теорiї екстраполяцiї
векторних стацiонарних процесiв вперше були сформульованi в роботi
В.М. Засухiна [28]. Подальший розвиток теорiя таких процесiв одер-
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жала в роботах Ю.А. Розанова [148] – [153], Н. Вiнера та П. Маса-
нi [327] – [332], [231] – [241], Г. Каллiанпура та В. Мандрекара [206]
– [209], [229], А. Макагона та М. Салеха [225] – [228], А.Г. Мiамi та
Г. Салеха [242] – [244], Г. Нiємi [275] – [277]. В роботах Х. Хелсона та
Д. Лоуденслегера [195] – [197], Х. Хелсона та Г. Сеге [198] вказано на тi-
сний зв’язок проблеми екстраполяцiї та проблеми апроксимацiї з теорiї
функцiй. Слiд також вiдзначити роботи Г. Салеха [302] – [310], Е.Б. Ро-
бертсона [295], Л.В. Робiнсона [297] – [299], М. Розенблата [300], [301],
П. Уiтла [326], М. Поурахмадi [285] – [288]. А.М. Яглом [166], [167] роз-
робив ефективний метод розв’язування задач прогнозування векторних
стацiонарних процесiв з рацiональною спектральною матрицею. Робо-
ти Д.С. Юла [340], Е. Вонга i Е.Б. Томаса [335] доповнюють роботу
А.М. Яглома. Бiльш детальну бiблiографiю робiт з теорiї стацiонарних
процесiв можна знайти в оглядових статтях П. Масанi [240], Т. Кайла-
та [205], книгах А.М. Яглома [170], [338], [339] та Ю.В. Розанова [153].

Потреби теорiї кодування та обробки сигналiв у радiолокацiї та гi-
дролокацiї, проблем розпiзнавання образiв стимулювали дослiдження
задач оцiнювання невiдомих значень випадкових полiв. Дослiдження
оцiнок однорiдних випадкових полiв стало можливим пiсля того, як
була розроблена спектральна теорiя однорiдних випадкових полiв, як
подальше узагальнення спектральної теорiї випадкових стацiонарних
послiдовностей та процесiв. Г. Каллiанпур, Б. Мандрекар [206] – [209],
Г. Каллiанпур, А.Г. Мiамi та Х. Нiємi [210], виходячи з комутативних
властивостей однорiдного поля, дослiдили розклад Вольда однорiдно-
го випадкового поля на площинi, спектральне зображення кореляцiйної
функцiї. Х. Корезлiогли та Ф. Лоубатон [220] – [223] сформулювали
умови для канонiчної факторизацiї спектральної щiльностi. А.Г. Мi-
амi та Х. Нiємi [245], [277], спираючись на їх дослiдження, знайшли
аналiтичнi вирази для середньоквадратичних помилок прогнозу одного
пропущеного значення стацiонарних полiв. Знаходження оптимальної
спектральної характеристики та найменшої середньо квадратичної по-
милки для задачi екстраполяцiї однорiдного поля вивчається в роботах
М.С. Пiнскера [131] та Цзян Цзе-пея [162], [163], [181], [204]. У цих робо-
тах дослiджуються умови регулярностi та розглядаються задачi лiнiйної
екстраполяцiї за спостереженнями у пiвплощинi. М.I. Фортус [157], [158]
знайшла формули для знаходження спектральної характеристики екс-
траполювання випадкових полiв як граничного значення аналiтичної у
деякiй областi функцiї та дослiдила задачу екстраполяцiї випадкового
поля, яке задовольняє хвильовому рiвнянню. М.А. Мiрзахмедов [54] –
[56] вивчав задачу лiнiйного оцiнювання однорiдних випадкових полiв
за пропусками спостережень поля в деякому прямокутнику. В роботах
О.А. Оревкової [128] – [130], [143] визначається поняття регулярностi
поля за деяким напрямком та вказуються необхiднi та достатнi умови
регулярностi за напрямком. Вказується на зв’язок задач екстраполяцiї
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поля з вiдомою спектральною щiльнiстю та проблемами тригонометри-
чної апроксимацiї.

Значний вклад у розвиток теорiї випадкових полiв внiс М. Й. Ядрен-
ко [171] – [175]. Вiн розвинув спектральну теорiю випадкових полiв та
дослiдив задачi оцiнювання однорiдного та iзотропного випадкового по-
ля дискретного та неперервного аргументу. Основнi його результати
опублiкованi у монографiї [176], [336].

У роботах Ю.Д. Попова [133] – [142] наведено означення регулярно-
стi однорiдного поля, що вiдрiзняється вiд означення Цзян Цзе-пея та
знаходяться екстраполяцiйнi формули за спостереженнями у скiнчен-
нiй областi. М.П. Моклячук [57] – [70], [74] – [77] дослiджував задачi
прогнозу для деяких класiв скалярних та векторних однорiдних полiв
на площинi за спостереженнями у точках спецiального вигляду. С. Ран-
ганат та К. Сейн [292] довели задачi лiнiйного прогнозу однорiдного
випадкового поля в цiлочисельних координатах для каузальної та семi-
каузальної областi до вигляду, який дає змогу за вiдомої спектральної
щiльностi, що допускає канонiчну факторизацiю, скласти алгоритм та
здiйснити комп’ютерну реалiзацiю прогнозу.

Iснує цiлий ряд задач, коли зручною математичною моделлю є лiнiй-
нi перетворення випадкових процесiв та полiв. До того ж, як показав
Дж. Франке [191] – [193] (див. також огляд результатiв з мiнiмаксної
обробки iнформацiї С.А. Кассама та Г.В. Пура [31], [218]), у багатьох
задачах мiнiмаксного дослiдження оцiнювання лише одного невiдомого
значення процессу приводить до того, що найменш сприятливою щiль-
нiстю буде щiльнiсть “бiлого шуму”. I тiльки дослiдження саме функцiо-
налiв вiд випадкового поля дає новi результати. Постановка та дослi-
дження задач оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень
випадкової стацiонарної послiдовностi або процесу, що до того ж спосте-
рiгається з шумом викладена у роботах М.П. Моклячука [71] – [73], [78]
– [92], [102], [246] – [256], де також наведенi формули для обчислення
величини середньоквадратичної похибки оптимальних оцiнок лiнiйних
функцiоналiв. Задачi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих
значень однорiдних випадкових полiв дослiдженi у роботах М.П. Мо-
клячука та С.В. Татаринова [107] – [113], [269], М.П. Моклячука та Н.Ю.
Щестюк [115] – [122], [164], [165], [270] – [272].

Класична теорiя iнтерполяцiї, екстраполяцiї та фiльтрацiї стохасти-
чних процесiв базується на припущеннi, що спектральнi щiльностi про-
цесiв вiдомi. На практицi, однак, повна iнформацiя про спектральнi
щiльностi у бiльшостi випадкiв неможлива. Щоб подолати це ускладне-
ння, знаходять параметричнi чи непараметричнi оцiнки спектральних
щiльностей або пiдбирають щiльностi, виходячи з iнших мiркувань. По-
тiм застосовують класичну теорiю оцiнювання, вважаючи, що вибранi
тим чи iншим способом спектральнi щiльностi є iстинними. Такий пiд-
хiд, як показали К.С. Вастола та Г.В. Пур [319] на конкретних при-
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кладах, може призвести до значного росту величини похибки оцiнки.
Тому доцiльно шукати оцiнки, якi є оптимальними одночасно для всiх
щiльностей з деякого класу можливих спектральних щiльностей. Такi
оцiнки називають мiнiмаксними, оскiльки вони мiнiмiзують максималь-
не значення величини похибки.

За останнi роки значно зрiс iнтерес до задач мiнiмасної iнтерполяцiї,
екстраполяцiї та фiльтрацiї стацiонарних процесiв. Л. Брейман [179],
С.Т. Чен та С.А. Кассам [180], П.Д. Хубер [201] – [203], С.А. Кассам та
iн. [214] – [218] дослiджували задачi фiльтрацiї та екстраполяцiї для спе-
цiальних класiв спектральних щiльностей. Г.В. Пур та iн. [281] – [284],
К.С. Вастола та Г.В. Пур [318] – [321], С. Верду та Г.В. Пур [322] – [325]
вивчали проблеми мiнiмаксної екстраполяцiї, iнтерполяцiї та фiльтрацiї
для рiзних моделей стохастичних процесiв.

Огляд результатiв з мiнiмаксної обробки iнформацiї зробили у свiй
час С.А. Кассам та Г.В. Пур [31], [218]. Iншi результати викладенi в
книгах О.М. Куркiна, Ю.Б. Коробочкiна, С.Д. Шаталова [48], М.П. Мо-
клячука [102], М.П. Моклячука та О.Ю. Масютки [52], [268].

Слiд особливо вiдзначити статтi У. Гренадера [16], [188], М.С. Йо-
вiтса та Д.Л. Джексона [341], в яких вперше запропоновано мiнiма-
ксний пiдхiд до задач екстраполяцiї та фiльтрацiї стацiонарних про-
цесiв та їх лiнiйних перетворень. Так, у статтi У. Гренандера [16], [188]
дослiджується задача оптимального лiнiйного оцiнювання функцiона-
ла

r 1

0
a(t)ξ(t)dt вiд стацiонарного стохастичного процесу ξ(t) за даними

спостережень процесу при t < 0. Проблема сформульована як гра двох
гравцiв з нульовою сумою. Перший гравець вибирає стохастичний про-
цес ξ(t) з класу процесiв з нульовим математичним сподiванням та оди-
ничною дисперсiєю так, щоб величина середньоквадратичної похибки
оцiнки функцiонала була найбiльшою. Другий гравець шукає лiнiйну
оцiнку функцiонала, яка мiнiмiзує величину середньоквадратичної по-
хибки. Показано, що така гра має положення рiвноваги. Процес одно-
стороннього рухомого середнього є найменш сприятливим у заданому
класi стацiонарних процесiв. Вiн дає найбiльше значення величини се-
редньоквадратичної похибки оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналаr 1

0
a(t)ξ(t)dt. Найбiльше значення величини похибки та найменш спри-

ятливий процес визначаються найбiльшим власним значенням та вiд-
повiдною власною функцiєю оператора, що задається функцiєю a(t).
Аналогiчна задача прогнозу функцiоналiв вiд стацiонарного процесу,
про який вiдомо лише обмеження на його дисперсiю та який спостерi-
гається разом з бiлим шумом (або без шуму), була дослiджена М.П. Мо-
клячуком [71] – [73].

У статтях Ю. Франка [191], [192] проблема мiнiмаксної екстраполя-
цiї дослiджена за допомогою методiв субдиференцiального числення.
Такий пiдхiд дає можливiсть знаходити рiвняння, що визначають най-

12



менш сприятливi спектральнi щiльностi для рiзноманiтних класiв щiль-
ностей.

У статтi М. Танiгушi [314] вперше дослiджена задача мiнiмаксної iн-
терполяцiї. Для моделi “ε – забруднення” стацiонарних послiдовностей
знайдений мiнiмаксно–робастний iнтерполятор за пропуском спостере-
жень в однiй точцi. Показано, що такий iнтерполятор є класичним для
спектральної щiльностi, яка визначає мiнiмаксний прогноз стацiонарної
послiдовностi на один крок.

С.А. Кассам [216] вказав на взаємозв’язок такої задачi та задачi пе-
ревiрки гiпотез. Вiн дослiдив задачу для “смугової” моделi стацiонарних
послiдовностей. Така модель включає модель “ε – забруднення” як час-
тковий випадок.

Ю. Франк [191] дослiдив задачу мiнiмаксної iнтерполяцiї з пропу-
ском одного спостереження та екстраполяцiї на один крок для корельо-
ваних стацiонарних послiдовностей.

Задачi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень сто-
хастичних стацiонарних процесiв та випадкових полiв, що до того ж
спостерiгається з шумом, дослiдженi в роботах М.П. Моклячука [71]
– [73], [78] – [92], [102], [246] – [262], у яких встановленi формули для
обчислення величини середньоквадратичної похибки оптимальних оцi-
нок лiнiйних функцiоналiв та знайденi найменш сприятливi спектральнi
щiльностi та мiнiмакснi (робастнi) спектральнi характеристики.

Задачi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень ве-
кторних стацiонарних процесiв та послiдовностей, що спостерiгається з
шумом, дослiдженi в роботах М.П. Моклячука та О.Ю. Масютки [104]
– [106], [51], [52], [263] – [268].

У роботах I.I. Дубовецької та М.П. Моклячука [21] – [27], [186], [187]
дослiдженi задачi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих зна-
чень перiодично корельованих стохастичних послiдовностей та процесiв.

У роботах М.М. Луза та М.П. Моклячука [49], [50] дослiдженi задачi
оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень стохастичних
послiдовностей зi стацiонарними приростами.

Задачi оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд стацiонарних процесiв,
що спостерiгаються з шумом, який в загальному випадку не є “бiлим”
i може бути корельованим або некорельованим з процесом, до теперi-
шнього часу вивченi ще недостатньо. В той же час задачi розпiзнавання,
оцiнювання та кодування сигналiв, якi виникають при обробцi зобра-
жень, в радiолокацiйних та гiдролокацiйних системах супроводження
цiлей, демодуляторах аналогових систем зв’язку та деяких iнших по-
требують конструктивного розв’язання.

Дана робота ставить своєю метою доповнити та розвинути методи
оцiнювання функцiоналiв вiд стохастичних процесiв та випадкових по-
лiв.
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Роздiл 1

ЗАДАЧI IНТЕРПОЛЯЦIЇ
ВИПАДКОВИХ ПОЛIВ

1.1. Iнтерполяцiя випадкових полiв дискретного
аргументу

1.1.1. Постановка задач

Нехай ξ(x) – однорiдне в широкому розумiннi випадкове поле, що ви-
значене на множинi D ⊂ R2. Це означає, що Mξ(x) = 0, M |ξ(x)|2 < +∞
та Mξ(x) ξ(y) залежить лише вiд рiзницi x−y. Якщо D – множина всiх
цiлочисельних точок Z2, то ξ(x) називають однорiдним полем дискре-
тного аргумента. Кореляцiйна функцiя однорiдного випадкового поля
дискретного аргумента допускає спектральне зображення [5], [6], [337],
[338]

B(x,y) = B(x− y) =Mξ(x) ξ(y) =

πw
−π

πw
−π

ei⟨θ,x−y⟩ F (dθ),

де F (dθ) – спектральна мiра випадкового поля, що визначена на σ–
алгебрi борелевих пiдмножин множини [−π;π)× [−π;π). Якщо ця мiра
абсолютно неперервна вiдносно мiри Лебега та

F (C) =
w
C

f(θ )dθ,

то f(θ) = f(λ, µ) називається спектральною щiльнiстю однорiдного ви-
падкового поля. Кореляцiйна функцiя

B(k, j) =Mξ(k + u, j + v)ξ(u, v)

випадкового поля ξ(k, j), (k, j) ∈ Z2 у цьому випадку може бути записа-
на у виглядi

B(k, j) =

πw
−π

πw
−π

ei(kλ+jµ)f(λ , µ )dλ dµ.

Нехай сума ξ(k, j) + η(k, j) однорiдних випадкових полiв спостерiга-
ється в цiлочисельних точках площини (поле дискретного аргументу)
за винятком деякої областi K ⊂ Z2, вигляд якої буде зазначений окре-
мо. Будемо дослiджувати задачу оптимального лiнiйного оцiнювання
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функцiонала

AKξ =
∑

(k,j)∈K

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (k, j) , (k, j) ∈ K
за даними спостережень однорiдного випадкового поля ξ(k, j) + η(k, j)
в точках (k, j) ∈ Z2\K. Тобто дослiджуватимемо задачу знаходження
оцiнки ÂKξ з класу лiнiйних функцiоналiв, що визначенi на множинi
спостережень однорiдного випадкового поля ξ(k, j) + η(k, j) в точках
(k, j) ∈ Z2\K, яка мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки

∆ =M
∣∣∣AKξ − ÂKξ

∣∣∣2 .
Така задача розв’язана у роботi Моклячука М.П. та Татарiнова С.В.
[113] за умови, що поля ξ(k, j) та η(k, j) некорельованi, а область K =
{(k, j) : 0 ≤ k ≤M, 0 ≤ j ≤ N}.

У цьому роздiлi дослiджується задача оптимального лiнiйного оцi-
нювання функцiоналiв вiд невiдомих значень однорiдного поля дискре-
тних аргументiв, яке спостерiгається з однорiдно зв’язаним шумом. До-
слiджується залежнiсть вигляду iнтерполяцiйних оцiнок вiд вигляду
областi (розглянутi областi, що мають вигляд скiнченної та нескiнчен-
ної смуги певної ширини). Для певних класiв спектральних щiльностей
знаходяться мiнiмакснi оцiнки функцiоналiв вiд однорiдного поля, що
спостерiгається з некорельованим шумом.

1.1.2. Оптимальнi оцiнки функцiоналiв вiд однорiдних та
однорiдно зв’язаних полiв

Оцiнки, що базуються на спостереженнях корельованих полiв є най-
бiльш загальним випадком у задачах оцiнювання за спостереженнями
сумiшi двох полiв. У випадку вiдомих спектральних щiльностей полiв
застосуємо метод А.М. Колмогорова [37] – [39], [40], який базується на
геометрiї гiльбертових просторiв i спектральнiй теорiї однорiдних полiв,
та допускає геометричну iнтерпретацiю. Задача лiнiйного оцiнювання
за цим методом полягає у знаходженнi величини ÂKξ, яка є проекцiєю
невiдомого значення AKξ на пiдпростiр, що утворюється замиканням
лiнiйної оболонки значень випадкових полiв, що спостерiгаються.

Нехай спостерiгається випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в
точках множини (u, v) ∈ Z2\K, тобто значення поля недоступнi для
вимiрювання у деякiй замкнутiй областi K. Нехай ξ(u, v) та η(u, v) –
однорiднi та однорiдно зв’язанi (у широкому розумiннi) випадковi поля.
Кореляцiйна структура таких полiв визначається додатньо визначеною
матрицею спектральних щiльностей

15



W (λ, µ) =

(
fξξ(λ, µ) fξη(λ, µ)
fηξ(λ, µ) fηη(λ, µ)

)
. (1.1)

При цьому
fξζ(λ, µ) = fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ),

fζζ(λ, µ) = fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ).

Розглядається задача лiнiйного оптимального оцiнювання функцiонала

AKξ =
∑

(k,j)∈K

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень випадкового поля ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\K.
Нехай L2(fζζ) позначає гiльбертiв простiр комплекснозначних фун-

кцiй на [−π, π) × [−π, π), що iнтегрованi в квадратi за мiрою, що має
щiльнiсть fζζ(λ, µ). Позначимо через LK−

2 (fζζ) лiнiйний пiдпростiр у
просторi L2(fζζ), породжений функцiями ei(uλ+vµ) при (u, υ) ∈ Z2\K.
Тодi, як наслiдок з теореми про спектральний розклад однорiдних по-
лiв, можна стверджувати, що кожна випадкова величина, яка належить
LK−
2 (fζζ), у тому числi i лiнiйна оцiнка ÂKξ функцiонала AKξ за дани-

ми спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\K, має
вигляд

ÂKξ =

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ), (1.2)

де Zζ(∆1,∆2)– ортогональна випадкова мiра поля ζ(u, v), h(λ, µ)– спе-
ктральна характеристика оцiнки ÂKξ. Необхiдною та достатньою умо-
вою для того, щоб безпомилкова iнтерполяцiя невiдомих значень була
неможливою є так звана умова мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
dµ < ∞. (1.3)

Ця умова була встановлена А.М. Колмогоровим [40] для задачi iн-
терполяцiї одного пропущеного значення випадкової послiдовностi без
шуму, та дослiджена Ю.А. Розановим [148] – [152], [153] для задачi
iнтерполяцiї пропущених значень з деякої множини недоступних для
спостереження значень n–вимiрного випадкового процесу дискретного
аргументу. Геометричний змiст цiєї умови полягає у тому, що довжина
перпендикуляра hK = AKξ − ÂKξ не дорiвнює нулю.

Застосуємо метод ортогональних проекцiй у гiльбертовому просторi,
який запропонував А.М. Колмогоров [40], щоб визначити спектральну
характеристику h(λ, µ) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу. Фун-
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кцiя h(λ, µ) повнiстю визначається двома умовами:

1. h(λ, µ) ∈ LK−
2 (fζζ);

2. (AK(λ, µ)− h(λ, µ))⊥LK−
2 (fζζ),

тобто
(AK(λ, µ)− h(λ, µ))⊥ei(kλ+jµ) (k, j) ∈ Z2\K,

де

AK(λ, µ) =
∑

(k,j)∈K

a(k, j)ei(kλ+jµ).

Теорема 1.1. Нехай ξ(k, j) та η(k, j) – однорiднi випадковi поля, що
мають матрицю спектральних щiльностей (1.1). Нехай виконується
умова мiнiмальностi (1.3). Спектральну характеристику h(λ, µ) та
величину середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптималь-
ної лiнiйної оцiнки функцiонала AKξ вiд невiдомих значень однорiдно-
го випадкового поля ξ(k, j) за даними спостережень випадкового поля
ξ(u, v)+ η(u, v) в точках множини (u, v) ∈ Z2\K можна обчислити за
наступними формулами

h(λ, µ) =
AK(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
−

− CK(λ, µ)

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
; (1.4)

∆(h; fξξ, fηη, fξη) =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|AK(λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ)−2h(λ, µ)AK(λ, µ)fξη(λ, µ)+

+ 2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ) + |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ. (1.5)

Тут

CK(λ, µ) =
∑

(k,j)∈K

ckje
i(kλ+jµ),

ckj , (k, j) ∈ K – невiдомi коефiцiєнти, що знаходяться iз системи рiв-
нянь ∑

(u,v)∈K

auvdk−u,j−v =
∑

(u,v)∈K

cuvbk−u,j−v, (k, j) ∈ K, (1.6)
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де

bpq =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
e−i(pλ+qµ)dλdµ,

dst =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
e−i(sλ+tµ)dλdµ.

Доведення. Умова 2) виконується, якщо

M
(
AKξ − ÂKξ

)
ζ(k, j) = 0, (k, j) ∈ Z2\K,

тобто

M

[
πw

−π

πw
−π

[AK(λ, µ)Zξ(dλ, dµ)− h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ)] ×

×
πw

−π

πw
−π

e−i(kλ+jµ)Zζ(dλ, dµ)

]
= 0, (k, j) ∈ Z2\K.

Отже для всiх (k, j) ∈ Z2\K маємо

πw
−π

πw
−π

[AK(λ, µ)fξζ(λ, µ)− h(λ, µ)fζζ(λ, µ)] e
−i(kλ+jµ)dλdµ = 0.

Iз цiєї умови випливає, що

AK(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))− h(λ, µ)fζζ(λ, µ) = CK(λ, µ),

де

CK(λ, µ) =
∑

(k,j)∈K

ckje
i(kλ+jµ),

ckj – невiдомi коефiцiєнти. З останнього рiвняння знаходимо вигляд
спектральної характеристики оцiнки

h(λ, µ) =
AK(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))− CK(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
=

=
AK(λ, µ)(fξξ + fξη)

fζζ(λ, µ)
− CK(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
.

Умова 1) еквiвалентна тому, що

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)e−i(kλ+jµ)dλdµ = 0, (k, j) ∈ K ⊂ Z2.
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Якщо функцiї

1

fζζ(λ, µ)
,

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)

розкласти у ряди Фур’є

1

fζζ(λ, µ)
=

∞∑
p=−∞

∞∑
q=−∞

bpqe
i(pλ+qµ),

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
=

∞∑
s=−∞

∞∑
t=−∞

dste
i(sλ+tµ),

то одержуємо наступну систему рiвнянь для знаходження невiдомих
cuv, (u, v) ∈ K:

πw
−π

πw
−π

 ∑
(u,v)∈K

auve
i(uλ+vµ)

( ∞∑
s,t=−∞

dste
i(sλ+tµ)

)
−

 ∑
(m,n)∈K

cmne
i(mλ+nµ)

( ∞∑
p,q=−∞

bpqe
i(pλ+jµ)

) e−i(kλ+jµ)dλdµ = 0,

(k, j) ∈ K.

З останнього рiвняння матимемо таку систему рiвнянь∑
(u,v)∈K

auvdk−u,j−v =
∑

(u,v)∈K

cuvbk−u,j−v, (k, j) ∈ K.

Середньоквадратична похибка оптимальної оцiнки функцiонала обчи-
слюється за формулою

∆(h; fξξ, fηη, fξη) =
1

4π2
M

[ πw
−π

πw
−π

(AKZξ(dλ, dµ)− hZζ(dλ, dµ))×

× (AKZξ(dλ, dµ)− hZζ(dλ, dµ))

]
=
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=
1

4π2
M

[
πw

−π

πw
−π

(
| AK |2 Zξ(dλ, dµ)Zξ(dλ, dµ)−

− hAKZζ(dλ, dµ)Zξ(dλ, dµ)−AKhZξ(dλ, dµ)Zζ(dλ, dµ)+

+ |h|2 Zζ(dλ, dµ)Zζ(dλ, dµ)
)]

=

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|AK |2 fξξ(λ, µ) −2Re(hAKfζξ(λ, µ))+|h|2 fζζ(λ, µ)

)
dλdµ =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|AK |2 fξξ(λ, µ) − 2Re(hAK(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)) +

+ |h|2 (fξξ(λ, µ) + 2Re fξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
)
dλdµ =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|AK − h|2 fξξ(λ, µ) − 2hAKfξη(λ, µ) +

+ 2 |h|2Refξη(λ, µ) + |h|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ,

де AK = AK(λ, µ), h = h(λ, µ) = h(fξξ, fηη, fξη).
Спектральна характеристика оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала
AKξ визначається формулою (1.4) та мiнiмiзує величину середньоква-
дратичної похибки. Отже, теорема доведена.

Наслiдок 1.1. Якщо область K ⊂ Z2 має вигляд K = {(k, j) : −M ≤
k ≤ P, 0 ≤ j ≤ N}, то спектральну характеристику h(λ, µ) та вели-
чину середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лi-
нiйної оцiнки функцiонала

A−MP
N ξ =

P∑
k=−M

N∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v)+
η(u, v) в точках множини (u, υ) ∈Z2\K можна обчислити за форму-
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лами (1.4), (1.5), де

CK(λ, µ) = C−MP
N (λ, µ) =

P∑
k=−M

N∑
j=0

ckje
i(kλ+jµ),

коефiцiєнти ckj знаходяться iз системи рiвнянь

D−MP
N a = B−MP

N c, (1.7)

де

a = (a0,N ; a0,N−1; ...; a0,0; a−1,N ; a−1,N−1; ...; a−1,0; a1,N ; a1,N−1; ...;

a1,0; ...; a−M,N ; ...; a−M,0; aP,N ; ...; aP,0)

c = (c0,N ; c0,N−1; ...; c0,0; c−1,N ; c−1,N−1; ...; c−1,0; c1,N ; c1,N−1; ...;

c1,0; ...; c−M,N ; ...; c−M,0; cP,N ; ...; cP,0)

D−MP
N , B−MP

N подвiйнi матрицi з елементами Dst
kj = d(k − s, j − t),

Bst
kj = b(k− s, j− t), −M ≤ k, s ≤ P, 0 ≤ j, t ≤ N визначенi коефiцiєнта-

ми Фур’є функцiй

1

fζζ (λ, µ)
,

fξξ (λ, µ) + fξη (λ, µ)

fζζ (λ, µ)

вiдповiдно.

Наслiдок 1.2. Якщо область K ⊂ Z2 має вигляд K = {(k, j) : k ∈
Z, 0 ≤ j ≤ N}, то спектральну характеристику h(λ, µ) та величину
середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала

ANξ =
∞∑

k=−∞

N∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v)+
η(u, v) в точках множини (u, v) ∈ Z2\K можна обчислити за форму-
лами (1.4), (1.5), де

AK(λ, µ) = AN (λ, µ) =
∞∑

k=−∞

N∑
j=0

akje
i(kλ+jµ) =

N∑
j=0

aj(λ)e
ijµ,
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aj(λ) =

∞∑
k=−∞

akje
ikλ,

CK(λ, µ) = CN (λ, µ) =
∞∑

k=−∞

N∑
j=0

ckje
i(kλ+jµ) =

N∑
j=0

cj(λ)e
ijµ,

cj(λ) =
∞∑

k=−∞

ckje
ikλ,

функцiї cj(λ) визначаються системою рiвнянь

N∑
j=0

aj(λ)dt−j(λ) =

N∑
j=0

cj(λ)bt−j(λ), t = 0, 1, . . . , N, (1.8)

де

bj(λ) =
1

2π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
e−ijµdµ, j = 0, 1, . . . , N,

dj(λ) =
1

2π

πw
−π

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
e−ijµdµ, j = 0, 1, . . . , N.

Якщо визначити оператори у просторi CN+1 як матрицi з елемента-
ми

BN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

fζζ (λ, µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . , N,

DN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ fξξ (λ, µ) + fξη (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dµ,

k, j = 0, 1, . . . , N , якi визначаються коефiцiєнтами Фур’є функцiй

1

fζζ(λ, µ)
,

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
,

вiдповiдно, то (1.8) матиме вигляд

DN (λ)a(λ) = BN (λ)c(λ),

звiдки
c(λ) = B−1

N (λ)DN (λ)a(λ). (1.9)
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Приклад 1.1. Приклад, у якому знайдено оцiнку функцiоналу

Aξ = a(0, 1)ξ(0, 1) + a(0, 0)ξ(0, 0) + a(−1, 1)ξ(−1, 1)+

+(−1, 0)ξ(−1, 0) + a(1, 1)ξ(1, 1) + a(1, 0)ξ(1, 0)

за спостереженнями поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z ×
(Z\{0, 1}) зi спектральними щiльностями

fζζ(λ, µ) =
A0B0

|eiλ − β1|2 |eiµ − β2|2
, |β1| < 1, |β2| < 1,

fξζ(λ, µ) =

∣∣eiλ − α1

∣∣2 ∣∣eiµ − α2

∣∣2
|eiλ − β1|2 |eiµ − β2|2

, |α1| < 1, |α2| < 1.

наведено у додатках (Приклад 4.1). ♢

Наслiдок 1.3. Нехай ξ(k, j), η(k, j) – некорельованi однорiднi випад-
ковi поля, що мають спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ), якi задо-
вольняють умову мiнiмальностi

πw
−π

(f(λ, µ) + g(λ, µ))−1 dµ < ∞, λ ∈ [−π;π] (1.10)

У цьому випадку спектральну характеристику h(f, g) та величину се-
редньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiонала ANξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спостере-
жень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z × (Z\{0, 1, . . . , N}) можна
обчислити за формулами

h(λ, µ) =
AN (λ, µ)f(λ, µ)− CN (λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
=

= AN (λ, µ)− AN (λ, µ)g(λ, µ) + CN (λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
, (1.11)

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|AN (λ, µ)g(λ, µ) + CN (λ, µ)|2

|f(λ, µ) + g(λ, µ)|2
f(λ, µ) dλ dµ+

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|AN (λ, µ)f(λ, µ)− CN (λ, µ)|2

|f(λ, µ) + g(λ, µ)|2
g(λ, µ) dλ dµ =
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=
1

2π

πw
−π

[⟨BN (λ) cN (λ), cN (λ)⟩+ ⟨RN (λ)aN (λ),aN (λ)⟩] dλ, (1.12)

де BN (λ), DN (λ), RN (λ) – оператори у просторi CN+1, що визначенi
матрицями з елементами

BN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ , k, j = 0, 1, ..., N,

(1.13)

DN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ , k, j = 0, 1, ..., N,

(1.14)

RN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ; k, j = 0, 1, ..., N,

(1.15)
де aN (λ) = (a0(λ), a1(λ), ..., aN (λ)) , cN (λ) = (c0(λ), c1(λ), ..., cN (λ)) ,

cN (λ) = B−1
N (λ)DN (λ)aN (λ), ⟨a(λ), c(λ)⟩ =

∑N
j=0 a(λ, j)c(λ, j) – скаляр-

ний добуток у просторi CN+1.

Наслiдок 1.4. Нехай ξ(k, j) – однорiдне випадкове поле, яке має спе-
ктральну щiльнiсть f(λ, µ), що задовольняє умову мiнiмальностi (1.10)
при g(λ, µ) = 0. Спектральну характеристику h(f) та середньоквадра-
тичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiонала ANξ вiд невi-
домих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спостережень поля
ξ(u, v) в точках множини (u, v) ∈ Z× (Z\{0, 1, ..., N}) можна обчисли-
ти за формулами

h(f) = AN (λ, µ)− CN (λ, µ) f−1(λ, µ), (1.16)

∆(f) =
1

2π

πw
−π

⟨
B−1

N (λ)aN (λ),aN (λ)
⟩
dλ (1.17)

де

CN (λ, µ) =

N∑
j=0

(B−1
N (λ)aN (λ)) (j) eijµ,

BN (λ) – оператор у просторi CN+1, який визначається матрицею
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BN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f (λ, µ)
dµ, k, j = 0, 1, ..., N, (1.18)

яка утворена iз коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f−1(λ, µ).

Наслiдок 1.5. Нехай ξ(k, j), η(k, j) - некорельованi однорiднi випадко-
вi поля, задовольняють умову мiнiмальностi (1.10) та мають спе-
ктральнi щiльностi

f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ) , g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ) .

Спектральну характеристику h(f, g) та величину середньоквадрати-
чної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдо-
мих значень поля ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v)+ η(u, v)
при (u, v) ∈ Z× (Z\{0, 1, . . . , N}) можна обчислити за формулами

h(f, g) =
AN (λ, µ)f1(λ)g2(µ)− CN (λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
=

= AN (λ, µ)− AN (λ, µ)f1(λ)g2(µ) + CN (λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
,

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|AN (λ, µ)f1(λ)g2(µ) + CN (λ, µ)|2

f1(λ) (f2(µ) + g2(µ))
2 f2(µ) dλ dµ+

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|AN (λ, µ)f1(λ)g2(µ)− CN (λ, µ)|2

f1(λ) (f2(µ) + g2(µ))
2 g2(µ) dλ dµ =

=
1

2π

πw
−π

f1(λ)
[⟨
DN aN (λ), B−1

N DNaN (λ)
⟩
+ ⟨RN aN (λ), aN (λ)⟩

]
dλ,

де BN , DN , RN – оператори у просторi CN+1, якi визначаються кое-
фiцiєнтами Фур’є функцiй

1

f2 (µ) + g2 (µ)
,

f2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
,

f2 (µ) g2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)

вiдповiдно:

BN (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . , N,
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DN (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . , N,

RN (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f2 (µ) g2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . , N.

Якщо ж однорiдне випадкове поле ξ(k, j), яке має спектральну щiль-
нiсть f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ) спостерiгається без шуму i виконуються
умови (1.10) при g (λ, µ) = 0, то спектральну характеристику h(f) та
середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiонала
ANξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спосте-
режень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z×(Z\{0, 1, . . . , N}) можна обчислити
за формулами

h(f) = AN (λ, µ)− C̃N (λ, µ)
1

f2(µ)
,

∆(f) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣∣C̃N (λ, µ)
∣∣∣2 f−1

1 (λ) f−1
2 (µ) dλ dµ =

=
1

2π

πw
−π

f1(λ)
⟨
B̃−1

N aN (λ), aN (λ)
⟩
dλ

де

C̃N (λ, µ) =

∞∑
j=0

(B̃−1
N aN (λ)) (j) eijµ,

B̃N– оператор у просторi CN+1, що визначається матрицею iз коефi-
цiєнтiв Фур’є функцiї 1

f2(µ)
:

B̃N (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, ..., N.

Приклад 1.2. Приклад, що iлюструє знаходження оцiнки функцiонала

A2ξ = a(−1, 1)ξ(−1, 1) + a(−1, 0)ξ(−1, 0) + a(1, 1)ξ(1, 1) + a(1, 0)ξ(1, 0),

за спостереженнями випадкового поля ξ(u, v) без шуму в точках мно-
жини {(u, v) ∈ Z× (Z\{0, 1})}, спектральна щiльнiсть якого дорiвнює

f(λ, µ) = f1(λ)f2(µ) = B0

/∣∣eiλ − β1
∣∣2 ∣∣eiµ − β2

∣∣2, |β1| < 1, |β2| < 1,
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наведено у додатках (Приклад 4.2). ♢

1.1.3. Мiнiмакснi оцiнки в умовах спектральної
невизначеностi

Якщо матриця спектральних щiльностей W (λ, µ) (1.1) точно не ви-
значена, але вiдомо, що вона належить до деякого класу DW допусти-
мих матриць спектральних щiльностей, то доцiльно знаходити оцiнки,
якi дають найменшу похибку для всiх матриць з деякого класу DW

матриць можливих спектральних щiльностей [218]. Такi оцiнки назива-
ються мiнiмаксними (робастними).

Задача знаходження мiнiмаксної оцiнки для поля розглядається як
антагонiстична гра, у якiй функцiоналом виграшу є середньоквадра-
тичне вiдхилення ∆(W ), простором стратегiй першого гравця, який
намагається максимiзувати ∆(W ) є множина допустимих спектраль-
них щiльностей DW , а простором стратегiй другого гравця, який на-
магається мiнiмiзувати ∆(W ), є множина спектральних характеристик
HD оптимальної оцiнки функцiонала ANξ (Вив. статтю У. Гренанде-
ра [188]).
Означення 1.1. Для заданої множини допустимих матриць спект-
ральних щiльностей DW матрицю W0 будемо називати найменш спри-
ятливою для оптимального оцiнювання функцiоналу Aξ, якщо саме
при цих значеннях спектральних щiльностей класична оптимальна
оцiнка дає найбiльшу похибку

∆(W0) = ∆ (h (W0) ;W0) = max
W0∈DW

∆(h (W ) ;W ) .

Означення 1.2. Спектральну характеристику h0 = h0 (λ, µ) опти-
мальної оцiнки функцiонала ANξ назвемо мiнiмаксною (робастною),
якщо вона мiнiмiзує максимальну похибку для заданої множини DW

матриць спектральних щiльностей , тобто якщо виконуються умови

min
h∈HD

max
W∈DW

∆(h;W ) = max
W∈DW

∆
(
h0;W

)
.

Найменш сприятлива матриця W0 iз множини матриць спектраль-
них щiльностей DW та мiнiмаксна спектральна характеристика h0 =
h (W0) утворюють сiдлову точку (h0,W0) функцiї ∆(h;W ) на множинi
HD ×DW . Нерiвностi сiдлової точки

∆
(
h0;W

)
≤ ∆

(
h0;W0

)
≤ ∆(h;W0) ∀h ∈ HD ∀W ∈ DW
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виконуються, якщо

∆(h (W0) ;W0) = max
W∈DW

∆(h (W0) ;W ) . (1.19)

Формула (1.19) вказує на спосiб знаходження мiнiмаксних (роба-
стних) оцiнок, який приводить до розв’язання задачi на умовний екс-
тремум.

Як наслiдок iз теореми 1.1 та наведених означень маємо таке твер-
дження.
Лема 1.1. Матриця спектральних щiльностей W0 найменш сприя-
тлива для заданої множини допустимих матриць спектральних щiль-
ностей DW при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANξ,
якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй 1

fζζ(λ,µ)
, fξξ(λ,µ)+fξη(λ,µ)

fζζ(λ,µ)
задають опе-

ратори B0
N (λ), D0

N (λ), якi визначають розв’язок екстремальної зада-
чi (1.19). Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(W0) можна
обчислити за формулою (1.4) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Задача на умовний екстремум (1.19) еквiвалентна задачi на безумов-
ний екстремум [29], [146], [101]

∆D (W ) = −∆(h (W0) ; W ) + δ (W |DW ) → inf,

де δ (W |DW ) – iндикаторна функцiя множиниDW . Розв’язок цiєї зада-
чi визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (W0). Тут ∂∆D (W0)– субдиференцiал
опуклого функцiоналу ∆D (W ) в точцi W0.

У тому випадку коли випадковi поля ξ(k, j) та η(k, j) некорельова-
нi та мають щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) вiдповiдно, означення 1.1 та 1.2
будуть мати наступний вигляд.
Означення 1.3. Щiльностi f0(λ, µ) ∈ Df , g0(λ, µ) ∈ Dg назвемо най-
менш сприятливими у заданому класi спектральних щiльностей D =

Df × Dg при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANξ,
якщо саме при цих значеннях спектральних щiльностей оптимальна
оцiнка функцiонала має найбiльшу похибку

∆(f0, g0) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f, g) ; f, g) .

Означення 1.4. Спектральну характеристику h0 (λ, µ) оптимальної
оцiнки функцiонала ANξ називатимемо мiнiмаксною (робастною), якщо
вона мiнiмiзує максимальну похибку для заданої множини спектраль-
них щiльностей D = Df ×Dg, тобто якщо виконуються умови
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h0 (λ, µ) ∈ HD =
∩

(f,g)∈Df×Dg

LN−
2 (f + g),

min
h∈HD

max
(f,g)∈D

∆(h ; f, g) = max
(f,g)∈D

∆(h0 ; f, g).

Нерiвностi сiдлової точки

∆(h0; f, g) 6 ∆(h0; f0, g0) 6 ∆(h; f0, g0) ∀h ∈ HD ∀(f, g) ∈ Df ×Dg

виконуються, коли h0 = h(f0, g0), h(f0, g0) ∈ HD та (f0, g0) є розв’язком
задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) , (1.20)

де
∆(h (f0, g0) ; f, g) =

=
1

4π2

πw
−π

|AN (λ, µ) g0 (λ, µ) + CN (λ, µ)|2

|f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)|2
f (λ, µ) dµ+

+
1

4π2

πw
−π

|AN (λ, µ) f0 (λ, µ)− CN (λ, µ)|2

|f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)|2
g (λ, µ) dµ.

Таким чином задача про пошук мiнiмакса для функцiї ∆(h(f, g); f, g)
зводиться до задачi на умовний супремум функцiї ∆(h (f0, g0) ; f, g) на
прямому добутку опуклих множин Df ×Dg.

Iз наслiдку 1.3 та означень 1.3, 1.4 випливає справедливiсть такого
твердження.

Лема 1.2. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi на прямому добутку множин Df ×Dg при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала ANξ, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй

1

(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
,

f0(λ, µ)

(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
,

f0(λ, µ)g0(λ, µ)

(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

задають оператори B0
N (λ), D0

N (λ), R0
N (λ) за формулами (1.13)–(1.15),
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якi визначають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈D

∆(h0; f, g) =

= max
(f,g)∈Df×Dg

1

2π

πw
−π

[ ⟨
DN (λ)aN (λ), B−1

N (λ)DN (λ) aN (λ)
⟩
+

+ ⟨RN (λ)aN (λ), aN (λ)⟩
]
dλ =

=
1

2π

πw
−π

[ ⟨
D0

N (λ)aN (λ), (B0
N (λ))−1D0

N (λ) aN (λ)
⟩
+

+
⟨
R0

N (λ)aN (λ), aN (λ)
⟩ ]
dλ. (1.21)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (1.11) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Iз наслiдку 1.4 та означень 1.3, 1.4 випливає справедливiсть такого
твердження.

Лема 1.3. Спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) однорiдного поля буде най-
менш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiйному оцiню-
ваннi функцiонала ANξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j)

за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z× (Z\{0, 1, . . . , N}),
якщо коефiцiєнти Фур’є функцiї (f0(λ, µ) )−1 задають оператор B0

N (λ),
який визначає розв’язок екстремальної задачi

max
f∈Df

1

2π

πw
−π

[⟨
B−1

N (λ)aN (λ), aN (λ)
⟩]
dλ =

1

2π

πw
−π

[⟨
(B0

N (λ))−1aN (λ), aN (λ)
⟩]
dλ. (1.22)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0) можна обчисли-
ти за формулою (1.16) за умови, що h(f0) ∈ HD.

Задача на умовний екстремум (1.20) еквiвалентна задачi на безумов-
ний екстремум [29], [146], [101]

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (1.23)
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де

δ ((f, g) |Df ×Dg ) =

{
0 , (f, g) ∈ Df ×Dg,
+∞, (f, g) /∈ Df ×Dg

– iндикаторна функцiя множини Df ×Dg. Розв’язок задачi (1.23) визна-
чається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), яка є необхiдною та достатньою [29],
[146], [101] для того, щоб точка (f0, g0) належала множинi мiнiмумiв
опуклої функцiї, де ∂∆D (f0, g0)– субдиференцiал опуклого функцiона-
лу ∆D (f, g) в точцi (f0, g0).

Далi розглянемо задачi, якi iлюструють застосування мiнiмаксного
методу до конкретних класiв спектральних щiльностей.

1.1.4. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiона-
ла ANξ вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j) за
даними спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках множи-
ни (u, v) ∈ Z × (Z\{0, 1, . . . , N}) для класу допустимих спектральних
щiльностей D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ), де

D2ε1(λ) =

=

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

πw
−π

(
f (λ, µ)− u1 (λ, µ)

)2
dµ ≤ ε1(λ) , λ ∈ [−π, π]

}
,

D2ε2(λ) =

=

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

πw
−π

(
g (λ, µ)− u2 (λ, µ)

)2
dµ ≤ ε2(λ) , λ ∈ [−π, π]

}
.

Лема 1.4. Нехай u (λ, µ) — невiд’ємна функцiя на L∞(µ) для λ ∈ [−π, π],
нехай ε > 0 та

D2ε =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

πw
−π

(f (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ ≤ ε(λ) , λ ∈ [−π, π]

}
.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f0 |D2ε ) має наступний вигляд

∂δ(f0 |D2ε ) =

{
{0} , 1

2π

r π

−π
(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ < ε(λ);

{γ(λ)ϕ0} , 1
2π

r π

−π
(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ = ε(λ),
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де

ϕ0(f) =
1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))f (λ, µ) dµ .

Доведення.
Якщо

1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ < ε(λ),

то для кожної функцiї h ∈ L∞(µ) та для ∀λ ∈ [−π, π] iснує θ > 0 таке,
що f0 ± θ h ∈ D2ε, а отже δ(f0 ± θ h) = 0. Звiдси δ(f0 ± θ h)− δ(f0) = 0.
Тодi для всiх h ∈ L∞(µ) та для всiх опорних функцiй φ ∈ ∂δ(f0 |D2ε )
маємо φ(h) = 0. Отже, ∂δ(f0 |D2ε ) = {0}.

Якщо
1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ = ε(λ),

то розглянемо

G(f) =
1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))2 dµ

для всiх λ ∈ [−π, π] як скiнченний опуклий функцiонал на L2(µ). Зна-
йдемо Гато-диференцiал у точцi f0 за напрямком f :

G′
0(f) = lim

ε→0

1

ε
(G(f0 + εf)−G(f0)) =

=
1

π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u (λ, µ))f (λ, µ) dµ = 2ϕ0(f).

Нехай L∗
i - спряжений простiр до Li(µ), i = 1, 2.

Тодi за твердженням 4.3.2 Йоффе та Тiхомiрова [29]

{φ ∈ L∗
2 | φ(f) ≤ φ(f0), ∀f ∈ D2ε } = {γ(λ) ϕ0(f) , γ(λ) ≥ 0} ∀λ ∈ [−π, π] .

Отже, оскiльки L∗
1 ⊆ L∗

2

∂δ(f0 |D2ε ) = {φ ∈ L∗
1 | φ(f) ≤ φ(f0), f ∈ D2ε } = {γ(λ) ϕ0(f) , γ(λ) ≥ 0} .

Зауважимо, що ϕ0(f) ∈ L∗
1. Лема доведена.

Теорема 1.2. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D2ε2 задо-
вольняють умову мiнiмальностi (1.10) i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0),
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що визначенi формулами

hf (f0, g0) =

∣∣∣∣ AN (λ, µ) g0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
+

CN (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣ , (1.24)

hg (f0, g0) =

∣∣∣∣ AN (λ, µ) f0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
− CN (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣ , (1.25)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1(λ), g0(λ, µ) ∈ D2ε2(λ)

є найменш сприятливi в D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ) при оптимальному лi-
нiйному оцiнюваннi функцiонала ANξ, якщо f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’яз-
ком систем рiвнянь∣∣∣∣ AN (λ, µ) g0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
+

C0
N (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 =

= γ1(λ)(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ)),∣∣∣∣ AN (λ, µ) f0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
− C0

N (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 =

= γ2(λ)(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ)),

де γ1(λ) > 0, γ2(λ) > 0, причому γ1(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2 dµ = ε1(λ), λ ∈ [−π, π] ,

та γ2(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2 dµ = ε2(λ), λ ∈ [−π, π] .

Функцiя h (f0, g0), обчислена за формулою (1.11), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала ANξ.

Доведення: За умов обмеженостi функцiй hf (f0, g0), hg (f0, g0), що
визначенi за формулами (1.24), (1.25), функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є
неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi L1 × L1. Задача ви-
значення найменш сприятливих в D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ) спектральних
щiльностей (f0, g0) при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiона-
ла ANξ зводиться до знаходження мiнiмального значення функцiоналу

∆(h (f0, g0) ; f, g) =
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= − 1

4π2

πw
−π

πw
−π

h2f (f0, g0)f (λ, µ) dλdµ− 1

4π2

πw
−π

πw
−π

h2g(f0, g0)g (λ, µ) dλdµ.

на множинi спектральних щiльностей D2ε1(λ)×D2ε2(λ). Для цього мо-
жна знайти мiнiмальне значення ∆(h (f0, g0) ; f, g) для кожного λ ∈
[−π, π] в кожнiй точцi множини D2ε1(λ)×D2ε2(λ). Для всiх λ ∈ [−π, π]
маємо

∆′(h(f0, g0); f, g) =

= − 1

4π2

πw
−π

h2f (f0, g0)f (λ, µ) dµ− 1

4π2

πw
−π

h2g(f0, g0)g (λ, µ) dµ.

Враховуючи лему 1.4, одержуємо, що f0(λ, µ) ∈ D2ε1(λ), g0(λ, µ) ∈
D2ε2(λ) є найменш сприятливими щiльностями, якщо

1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2 dµ = ε1(λ), λ ∈ [−π, π] ,

1

2π

πw
−π

(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2 dµ = ε2(λ), λ ∈ [−π, π] ,

та iснують такi γ1(λ) > 0, γ2(λ) > 0, що для всiх варiацiй f(λ, µ), g(λ, µ)
щiльностей f0(λ, µ), g0(λ, µ) та для λ ∈ [−π, π] виконується рiвняння

πw
−π

h2f (f0, g0)f (λ, µ) dµ+

πw
−π

h2g(f0, g0)g (λ, µ) dµ =

= γ1(λ)

πw
−π

(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ))f (λ, µ) dµ+

+γ2(λ)

πw
−π

(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ))g (λ, µ) dµ.

Звiдси випливає твердження теореми.

1.1.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = D0

f (λ)×D0
g(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiона-
ла ANξ вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j) за
даними спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках множи-
ни (u, v) ∈ Z × (Z\{0, 1, . . . , N}) для класу допустимих спектральних
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щiльностей D0
f (λ)×D0

g(λ), де

D0
f (λ) =

{
f(λ, µ)| 1

2π

πw
−π

f(λ, µ)dµ ≤ P1(λ), λ ∈ [−π, π]

}
,

D0
g(λ) =

{
g(λ, µ)| 1

2π

πw
−π

g(λ, µ)dµ ≤ P2(λ), λ ∈ [−π, π]

}
.

Для даного класу допустимих спектральних щiльностей справелдиве
наступне твердження.

Теорема 1.3. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f (λ), g0(λ, µ) ∈ D0

g(λ) задо-
вольняють умову мiнiмальностi (1.10) i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0),
що визначенi формулами (1.24), (1.25), обмеженi. Спектральнi щiль-
ностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприятливi в D0

f (λ)×D0
g(λ) при опти-

мальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANξ за даними спосте-
режень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках множини (u, v) ∈
Z × (Z\{0, 1, . . . , N}), якщо f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком систем рiв-
нянь∣∣∣∣AN (λ, µ)

g0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
+

C0
N (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 = α2(λ), (1.26)

∣∣∣∣AN (λ, µ)
f0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
− C0

N (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 = β2(λ), (1.27)

де α2(λ) > 0, β2(λ) > 0, причому α2(λ) ̸= 0 та β2(λ) > 0, якщо

1

2π

πw
−π

f0(λ, µ)dµ = P1(λ),
1

2π

πw
−π

g0(λ, µ)dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π] .

Функцiя h (f0, g0), обчислена за формулою (1.11), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала ANξ.

Доведення:
Очевидно, маємо опуклу множину D0

f (λ) × D0
g(λ). Для множини спе-

ктральних щiльностей D0
f (λ)×D0

g(λ) складаємо функцiю Лагранжа для
кожного λ ∈ [−π, π]:

L (λ, f, g, α(λ), β(λ))) =
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= − 1

2π

πw
−π

∣∣∣∣ AN (λ, µ) g0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
+

CN (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 f (λ, µ) dµ−
− 1

2π

πw
−π

∣∣∣∣ AN (λ, µ) f0 (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
− CN (λ, µ)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

∣∣∣∣2 g (λ, µ) dµ+
+⟨α2(λ),

1

2π

πw
−π

f(λ, µ)dµ− P1(λ)⟩+

+⟨β2(λ),
1

2π

πw
−π

g(λ, µ)dµ− P2(λ)⟩,

де α2(λ), β2(λ) – множники Лагранжа, якi вiдповiдають обмеженням
даного класу.

Оскiльки щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f (λ), g0(λ, µ) ∈ D0

g(λ) i функцiї
hf (f0, g0), hg (f0, g0) обмеженi, то за цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g)
є неперервним лiнiйним функцiоналом у просторi L1×L1. Тому з умови
0 ∈ ∂L (f0, g0) при D = D0

f (λ) × D0
g(λ) знаходимо, що найменш сприя-

тливi щiльностi f0 ∈ D0
f (λ), g0 ∈ D0

g(λ) задовольняють рiвняння (1.26),
(1.27).

Зауважимо, що α(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

f0(λ, µ)dµ = P1(λ), λ ∈ [−π, π] , (1.28)

а також β(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

g0(λ, µ)dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π] . (1.29)

Отже теорема доведена.

Наслiдок 1.6. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) вiдома, а спе-
ктральна щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ D0

g(λ), умова мiнiмальностi для фун-
кцiї f(λ, µ) + g0(λ, µ) виконується, функцiя hg (f, g0) обмежена. Тодi
спектральна щiльнiсть g0(λ, µ) є найменш сприятливою в класi D0

g(λ)

при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANξ, якщо

g0 (λ, µ) = max
{
0, α−1(λ)

∣∣AN (λ, µ) f (λ, µ)− C0
N (λ, µ)

∣∣− f (λ, µ)
}

та пара f (λ, µ) , g0 (λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (1.21).
Функцiя h (f, g0), визначена формулою (1.11), i є мiнiмаксною спектраль-
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ною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала ANξ.

1.1.6. Найменш сприятливi щiльностi в класi D = D−0(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiона-
ла ANξ вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j)
за даними спостережень поля ξ(u, v) в точках множини (u, v) ∈ Z ×
(Z\{0, 1, . . . , N}) для класу допустимих спектральних щiльностей

D−0(λ) =

{
f(λ, µ)| 1

2π

πw
−π

1

f(λ, µ)
dλ ≥ P (λ), ∀λ ∈ [−π, π]

}
.

Для даного класу допустимих спектральних щiльностей справелдиве
наступне твердження.

Теорема 1.4. Нехай випадкове поле ξ(k, j) спостерiгається без шуму
i нехай f0(λ, µ) ∈ D−0(λ). Тодi найменш сприятлива в класi D−0(λ)

спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) при оптимальному лiнiйному оцiню-
ваннi функцiонала ANξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j)

за даними спостережень поля ξ(u, v) в точках множини (u, v) ∈ Z ×
(Z\{0, 1, . . . , N}) має вигляд

f−1
0 (λ, µ) = P

N∑
j=−N

a|j|(λ)

a0(λ)
eijµ. (1.30)

Якщо послiдовнiсть коефiцiєнтiв a0(λ), a1(λ), . . . , aN (λ), або послiдов-
нiсть коефiцiєнтiв aN (λ), aN−1(λ), . . . , a0(λ), якi визначають функцiо-
нал ANξ, строго позитивна, то функцiя (1.30) додатна i її можна
зобразити у виглядi

f−1
0 (λ, µ) =

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

γj(λ)e
−ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

.

Мiнiмаксну спектральну характеристику h(f) оптимальної оцiнки фун-
кцiоналу AN (λ, µ) можна обчислити за формулою

h(f) = −
N∑
j=1

aj(λ)e
−ijµ

у випадку, коли послiдовнiсть a0(λ), a1(λ), . . . , aN (λ) строго позитивна
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та за формулою

h(f) = −
N∑
j=1

aN−j(λ)e
−i(j−N)µ

у випадку, коли послiдовнiсть aN (λ), aN−1(λ), ..., a0(λ) строго позитив-
на.

Доведення:
Задача визначення найменш сприятливої в D−0(λ) спектральної щiль-
ностi f0(λ, µ) при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiоналаANξ
зводиться до знаходження мiнiмального значення функцiоналу

∆(f) = − 1

4π2

πw
−π

πw
−π

|CN (λ, µ)|2 f−1(λ, µ)dµ

на множинi спектральних щiльностей D−0(λ). Для цього можна знайти
мiнiмальне значення

∆(f) = − 1

2π

πw
−π

|CN (λ, µ)|2

f20 (λ, µ)
f(λ, µ)dµ

для кожного λ ∈ [−π, π] в кожнiй точцi множини D−0(λ). Складаємо
функцiю Лагранжа для кожного λ ∈ [−π, π]:

L (λ, f, α(λ)) =

= − 1

2π

πw
−π

|CN (λ, µ)|2

(f0 (λ, µ))
2 f (λ, µ) dµ+

⟨
α2(λ),

1

2π

πw
−π

1

f2(λ, µ)
f(λ, µ)dµ−P (λ)

⟩
=

= − 1

2π

πw
−π

(
|CN (λ, µ)|2

f20 (λ, µ)
− α2(λ)

f20 (λ, µ)

)
f (λ, µ) dµ− ⟨α2(λ), P(λ)⟩,

де α2(λ) – множник Лагранжа.
За умови L′

f (λ, f, α(λ)) = 0 матимемо∣∣C0
N (λ, µ)

∣∣2
f20 (λ, µ)

=
α2

f20 (λ, µ)
,
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Звiдси отримаємо∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

cj(λ)e
ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

= α2(λ), ∀λ ∈ [−π, π]

Тодi c0(λ) = α(λ), ck(λ) = 0, k = 1, ..., N .
Зауважимо, що α(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

f−1
0 (λ, µ)dµ = P (λ), λ ∈ [−π, π]

i тодi
r0(λ) = P (λ), λ ∈ [−π, π] .

Iз системи рiвнянь
BN

0 (λ)cN (λ) = aN (λ),

де BN (λ)– оператор у просторi CN+1, визначений матрицею

BN (λ) (k, j) = rj−k(λ) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)λ 1

f (λ, µ)
dλ; k, j = 0, 1, . . . , N,

можна виразити коефiцiєнти Фур’є rj(λ) функцiї 1
f0(λ,µ) наступним чи-

ном

r|j|(λ) =
Pa|j|(λ)

a0(λ)
, j = 0, ...N.

Тодi, якщо послiдовнiсть коефiцiєнтiв a0(λ), a1(λ), . . . , aN (λ), або послi-
довнiсть коефiцiєнтiв aN (λ), aN−1(λ), . . . , a0(λ) строго позитивна, фун-
кцiя

f−1
0 (λ, µ) =

N∑
j=−N

r|j|(λ)e
ijµ = P

N∑
j=−N

a|j|(λ)

a0(λ)
eijµ

додатна i її можна зобразити у виглядi

f−1
0 (λ, µ) =

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

γj(λ)e
−ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

де γj(λ) знаходяться з рiвняння∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

γj(λ)e
−ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

=
N∑

j=−N

r|j|(λ)e
ijµ.
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У цьому випадку f0 (λ, µ) – щiльнiсть однорiдного випадкового поля
авторегресiї з параметром λ. Мiнiмаксну спектральну характеристику
h(f) оптимальної оцiнки функцiоналу AN (λ, µ) можна обчислити за
формулою

h(f) =
N∑
j=0

aj(λ)e
ijµ − a0(λ)

P
P

N∑
j=−N

a|j|(λ)

a0(λ)
eijµ = −

N∑
j=1

aj(λ)e
−ijµ

у випадку, коли послiдовнiсть a0(λ), a1(λ), . . . , aN (λ) строго позитивна
та

h(f) =
N∑
j=0

aj(λ)e
ijµ− aN (λ)

P
P

N∑
j=−N

a|j|(λ)

a0(λ)
eijµ = −

N∑
j=1

aN−j(λ)e
−i(j−N)µ

у випадку, коли послiдовнiсть aN (λ), aN−1(λ), . . . , a0(λ) строго позитив-
на.

Приклади застосування iнтерполяцiйних формул для поля дискре-
тного аргументу наведено у додатках.

1.2. Iнтерполяцiя випадкових полiв неперервного
аргументу

1.2.1. Постановка задач

Нехай ξ(x) – однорiдне в широкому розумiннi випадкове поле, ви-
значене на R2. Якщо кореляцiйна функцiя такого поля B(x1,x2) =

Mξ(x1) ξ(x2) = B(x1 − x2) неперервна в точцi x = 0, то поле ξ(x)
неперервне у середньоквадратичному сенсi в кожнiй точцi x ∈ R2. Коре-
ляцiйна функцiя однорiдного середньо квадратично неперервного поля
допускає спектральний розклад

B(x1 − x2) =

∞w
−∞

∞w
−∞

ei(θ,x1−x2)F (dθ),

де F (dθ) – спектральна мiра випадкового поля. Якщо ця мiра абсолютно
неперервна вiдносно мiри Лебега та

F (C) =
w
C

f(θ )dθ,

то f(θ) = f(λ, µ) називається спектральною щiльнiстю однорiдного се-
редньо квадратично неперервного випадкового поля ξ(u, v)
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При цьому

B(u, v) =

∞w
−∞

∞w
−∞

ei(uλ+vµ)f(λ, µ)dλ dµ.

Нехай спостерiгається сума неперервних однорiдних випадкових полiв
ξ (u, v)+ η (u, v) в усiх точках площини за винятком деякої областi K ⊂
R2, вигляд якої буде зазначений окремо.

Розглянемо задачу лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
w
(s,

w
t)∈K

a(s, t)ξ(s, t)dsdt

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (s, t) , (s, t) ∈ K
за даними спостережень поля з шумом ζ(u, v) = ξ (u, v)+η (u, v) в точках
множини {(u, v) ∈ R2\K}.

Задача полягає в тому, щоб за даними спостережень поля ξ(u, v) +

η(u, v) при (u, v) ∈ R2\K знайти таку лiнiйну оцiнку Âξ функцiона-
ла Aξ, щоб мiнiмiзувати величину середньоквадратичної похибки ∆ =

M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2.
У тому випадку, коли поля ξ(u, v) та η(u, v) некорельованi, а область

K = {(s, t) : 0 ≤ s ≤ S, 0 ≤ t ≤ T} ця задача розв’язана у роботi Мокля-
чука М.П. та Татарiнова С.В. [113].

У цьому роздiлi дослiджується задача лiнiйного оцiнювання фун-
кцiонала

AT ξ =

∞w
−∞

Tw
0

a(s, t)ξ(s, t)dsdt

вiд однорiдного випадкового поля ξ(s, t) за спостереженнями суми одно-
рiдних та однорiдно зв’язаних полiв ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в областi
K = {(u, v) : u ∈ R, 0 ≤ v ≤ T}. Окремо дослiдимо класичнi оцiнки за
умови, що спектральнi щiльностi полiв вiдомi та мiнiмакснi оцiнки за
умови спектральної невизначенностi полiв.

1.2.2. Оптимальнi лiнiйнi оцiнки

Розглянемо випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v), де ξ(u, v) та
η(u, v) – середньоквадратично неперервнi однорiднi та однорiдно зв’я-
занi (у широкому розумiннi) випадковi поля. Кореляцiйна структура
таких полiв визначається матрицею (1.1). Нехай це поле спостерiгає-
ться у кожнiй точцi площини за винятком областi K = { (u, v) | (u, v) ∈
R× [0, T ] }, що має вигляд нескiнченної смуги шириною T .

Для того щоб безпомилкова лiнiйна iнтерполяцiя невiдомих значень
поля була неможлива, припустимо, що виконується умова мiнiмальностi
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[153]

∞w
−∞

| γ (λ, µ) |2

fζζ (λ, µ)
dµ <∞, γ (λ, µ) =

Tw
0

α (λ, t) eitµdt ∀λ ∈ R. (1.31)

Лiнiйнi оцiнки ÂT ξ функцiонала AT ξ мають вигляд

ÂT ξ =

∞w
−∞

∞w
−∞

h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ),

де Zζ(∆1,∆2) – ортогональна випадкова мiра поля ζ(u, v) = ξ(u, v) +

η(u, v), h(λ, µ) – спектральна характеристика оцiнки ÂT ξ. Функцiя h(λ, µ)
належить пiдпростору LT−

2 (fζζ) у гiльбертовому просторi L2(fζζ), по-
родженому функцiями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈ R× (R\[0, T ]).

Розглянемо спочатку задачу лiнiйного середньоквадратичного опти-
мального оцiнювання функцiонала за умови, що матриця спектральних
щiльностей вiдома. Задача полягає у тому, щоб знайти спектральну ха-
рактеристику h(λ, µ) лiнiйної оцiнки ÂT ξ функцiонала AT ξ, яка мiнiмi-
зує величину середньоквадратичної похибки

∆(fξξ, fηη, fξη) = min
h∈LT−

2 (fζζ)
∆(h; fξξ, fηη, fξη) = min

ÂT ξ
M
∣∣∣AT ξ − ÂT ξ

∣∣∣2 .
Застосуємо умови ортогональностi у гiльбертовому просторi [40]. Ор-
тогональнiсть рiзницi AT ξ − ÂT ξ до ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) для всiх
(u, v) ∈ R× (R\[0, T ]) еквiвалентна тому, що

∞w
−∞

∞w
−∞

[AT (λ, µ)fξζ(λ, µ)− h(λ, µ)fζζ(λ, µ)] e
−i(uλ+vµ)dλdµ = 0

для всiх (u, v) ∈ R2\K, тобто для всiх (u, v) ∈ R× (R\[0, T ]).
Iз цiєї умови випливає, що

AT (λ, µ) [fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)]− h(λ, µ)fζζ(λ, µ) = CT (λ, µ),

де CT (λ, µ) аналiтична у нижнiй пiвплощинi функцiя, що рiвномiрно
прямує до нуля вiдносно λ для кожного µ ∈ [0, T ]. Ця умова виконує-
ться, наприклад, для всiх функцiй, що розкладаються (в сенсi збiжностi

42



в середньо квадратичному) в одностороннiй ряд Фур’є

CT (λ, µ) =

∞w
−∞

Tw
0

c(s, t) ei(sλ+tµ)dsdt =

=

Tw
0

( ∞w
−∞

c(s, t)eisλds

)
eitµdt =

Tw
0

c(λ, t)eitµdt

Отже маємо наступнi формули для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала:

h(λ, µ) =
AT (λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
−

− CT (λ, µ)

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
; (1.32)

∆(h, fξξ, fξη, fηη) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

(
|AT (λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ)−

− 2h(λ, µ)AT (λ, µ)fξη(λ, µ) + 2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ)+

+ |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ. (1.33)

Тут

AT (λ, µ) =

∞w
−∞

Tw
0

a(s, t) ei(sλ+tµ)dsdt =

=

Tw
0

( ∞w
−∞

a(s, t)eisλds

)
eitµdt =

Tw
0

a(λ, t)eitµdt,

функцiї c(λ, t) знаходяться з рiвностi

c(λ, t) = B−1
T (λ, t)DT (λ, t)a(λ, t), (1.34)

яка справедлива для (λ, t) ∈ R × [0, T ], BT (λ), DT (λ) – оператори у
просторi L2[0, T ], якi визначаються перетворенням Фур’є функцiй
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1

fζζ(λ, µ)
,

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)

вiдповiдно

(BT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
Tw
0

c (λ, v) eivµ
1

fζζ (λ, µ)
dvdµ, (1.35)

(DT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
Tw
0

c (λ, v) eivnµ
fξξ (λ, µ) + fξη (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dvdµ,

(1.36)
(λ, t) ∈ R× [0, T ].

Отже справджуються такi твердження.

Теорема 1.5. Нехай ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v), де ξ(u, v) та η(u, v) –
середньоквадратично неперервнi однорiднi та однорiдно зв’язанi (у ши-
рокому розумiннi) випадковi поля. Нехай виконується умова (1.31).
Спектральну характеристику h(λ, µ) та величину середньоквадрати-
чної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiона-
ла AT ξ вiд невiдомих значень поля ξ(s, t) за даними спостережень поля
ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R × (R\[0, T ]) можна обчислити
за формулами (1.32), (1.33).

Наслiдок 1.7. Нехай ξ(u, v) та η(u, v) – некорельованi однорiднi ви-
падковi поля, що мають спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ), якi за-
довольняють умову мiнiмальностi

∞w
−∞

|γ (λ, µ)|2

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ <∞, γ (λ, µ) =

Tw
0

α (λ, t) eitµdt, ∀λ ∈ R. (1.37)

Спектральну характеристику h(f, g) та величину середньоквадрати-
чної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала AT ξ вiд
невiдомих значень поля ξ(s, t) за даними спостережень поля ξ(u, v) +

η(u, v) при (u, v) ∈ R× (R\[0, T ]) можна обчислити за формулами

h(f, g) =
AT (λ, µ)f(λ, µ)− CT (λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
=
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= AT (λ, µ)−
AT (λ, µ)g(λ, µ) + CT (λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
, (1.38)

∆(f, g) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|AT (λ, µ)g(λ, µ) + CT (λ, µ)|2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 f(λ, µ) dλ dµ+

+
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|AT (λ, µ)f(λ, µ)− CT (λ, µ)|2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 g(λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

[⟨BT (λ) c(λ), c(λ)⟩+ ⟨RT (λ) a(λ), a(λ)⟩] dλ (1.39)

де
⟨
b(λ), c(λ)

⟩
=

r T

0
b(λ, t)c(λ, t)dt – скалярний добуток у просторi L2[0, T ],

c(λ) = B−1(λ)D(λ)a(λ),

BT (λ), DT (λ), RT (λ) – оператори у просторi L2[0, T ], якi визначаю-
ться через перетворення Фур’є функцiй

1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
,

f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
,

f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)

вiдповiдно

(BT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
Tw
0

c (λ, v) eivµ
1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dvdµ,

(1.40)

(DT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
Tw
0

c (λ, v) eivµ
f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dvdµ,

(1.41)

(RT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
Tw
0

c (λ, v) eivµ
f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dvdµ,

(1.42)
(s, t) ∈ R× [0, T ].

Наслiдок 1.8. Нехай ξ(s, t) - однорiдне випадкове поле, яке має спе-
ктральну щiльнiсть f(λ, µ), що задовольняє умову (1.37) при g(λ, µ) =
0. Спектральну характеристику h(f) та середньоквадратичну похиб-
ку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ вiд невiдомих значень
однорiдного поля ξ(s, t) за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈
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R× (R\{0, T ]) можна обчислити за формулами

h(f) = AT (λ, µ)− CT (λ, µ) f−1(λ, µ), (1.43)

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|CT (λ, µ)|2 f−1(λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

⟨
BT (λ)c(λ), c(λ)

⟩
dλ, (1.44)

де

(BT (λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

(
Tw
0

c(λ, v)eivµdv

)
1

f(λ, µ)
dµ, (1.45)

функцiя c(λ, t) знаходиться з рiвностi c(λ, t) = B−1
T (λ, t)a(λ, t), яка є

справедливою для (λ, t) ∈ R× [0, T ].

Наслiдок 1.9. Нехай ξ(s, t), η(s, t)) – некорельованi однорiднi випад-
ковi поля, що мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ),
g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ) , якi задовольняють умову (1.37). Спектраль-
ну характеристику h(f, g) та величину середньоквадратичної похиб-
ки ∆(f, g) оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ вiд невiдомих зна-
чень поля ξ(s, t) за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при
(u, υ) ∈ R× (R\[0, T ]) можна обчислити за формулами

h(f, g) =
AT (λ, µ)f1(λ)f2(µ)− C(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
=

= AT (λ, µ)−
AT (λ, µ)f1(λ)g2(µ) + C(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
,

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
[⟨
Da(λ), B−1Da(λ)

⟩
+ ⟨Ra(λ), a(λ)⟩

]
dλ,

де B, D, R - оператори у просторi L2[0, T ], якi визначаються спiввiд-
ношеннями:

(Bc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( Tw
0

c (v) eivµdv

)
1

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ,
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(Dc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( Tw
0

c (v) eivµdv

)
f2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ,

(Rc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( Tw
0

c (v) eivµdv

)
f2 (µ) g2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ.

Якщо однорiдне випадкове поле ξ(s, t), яке має спектральну щiль-
нiсть f(λ, µ) = f1(λ)f2(µ), спостерiгається без шуму, то спектраль-
ну характеристику h(f) та середньоквадратичну похибку ∆(f) опти-
мальної оцiнки функцiонала AT ξ вiд невiдомих значень однорiдного по-
ля ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R×(R\[0, T ])
можна обчислити за формулами

h(f) = AT (λ, µ)− C̃T (λ, µ)
1

f2(µ)
,

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|CT (λ, µ)|2 f−1
1 (λ) f−1

2 (µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
⟨
B̃−1

T a(λ), a(λ)
⟩
dλ,

де

CT (λ, µ) = f1(λ)C̃T (λ, µ) =

Tw
0

(B̃−1
T (λ)a(λ)) (t) eitµdt,

B̃T – оператор у просторi L2[0, T ), який визначається спiввiдношен-
ням(

B̃T c
)
(s) =

1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( Tw
0

c (v) eivµdv

)
1

f2 (µ)
dµ, 0 ≤ s ≤ ∞.

1.2.3. Мiнiмакснi оцiнки в умовах невизначеностi

У тому випадку, коли точнi значення щiльностей невiдомо, проте
визначено клас допустимих спектральних щiльностей, будемо знаходи-
ти мiнiмакснi (робастнi) оцiнки, якi дають найменшу похибку для всiх
щiльностей iз заданого класу можливих спектральних щiльностей. Вра-
ховуючи означення найменш сприятливих спектральних щiльностей, мi-
нiмаксної спектральної характеристики, теорему 1.5 та наслiдки 1.7, 1.8,
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1.9, можемо переконатись у справедливостi наступних тверджень, що
сформульованi у виглядi лем.

Лема 1.5. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в Df×Dg при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала
AT ξ, якщо функцiї (f0(λ, µ)+ g0(λ, µ))

−1, f0(λ, µ) (f0(λ, µ)+ g0(λ, µ))
−1,

f0(λ, µ) g0(λ, µ) (f0(λ, µ)+g0(λ, µ))
−1 задають оператори B0

T (λ), D
0
T (λ),

R0
T (λ) за формулами (1.40), (1.41), (1.42), якi визначають розв’язок

екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) =

= max
(f,g)∈Df×Dg

1

2π

∞w
−∞

[⟨BT (λ) c(λ), c(λ)⟩+ ⟨RT (λ) a(λ), a(λ)⟩] dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

[⟨
B0

T (λ) c(λ), c(λ)
⟩
+
⟨
R0

T (λ) a(λ), a(λ)
⟩]
dλ. (1.46)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (1.38) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 1.6. Спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) однорiдного поля ξ(s, t) бу-
де найменш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiйному оцi-
нюваннi функцiонала AT ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(s, t)
за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R × (R\[0, T ]), якщо
функцiя (f0(λ, µ))

−1 задає оператор B0
T за формулою (1.45), який ви-

значає розв’язок екстремальної задачi

max
f∈Df

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|CT (λ, µ)|2 f−1(λ, µ) dλ dµ =

= max
f∈Df

1

2π

∞w
−∞

⟨
BT (λ)c(λ), c(λ)

⟩
dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

⟨
B0

T (λ)c(λ), c(λ)
⟩
dλ. (1.47)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0) можна обчисли-
ти за формулою (1.43) за умови, що h(f0) ∈ HD.
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Найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) та мiнiмаксна спе-
ктральна характеристика h0 = h(f0,g0) утворюють сiдлову точку фун-
кцiї ∆(h; f,g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки виконую-
ться, коли h0 = h(f0, g0), h(f0, g0) ∈ HD та (f0, g0) є розв’язком задачi
на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) (1.48)

де

∆(h (f0, g0) ; f, g) =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|AT (λ, µ) g0 (λ, µ) + CT (λ, µ)|2

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2 f (λ, µ) dλdµ

+
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|AT (λ, µ) f0 (λ, µ)− CT (λ, µ)|2

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2 g (λ, µ) dλdµ.

Задача на умовний екстремум (1.48) еквiвалентна задачi на безумов-
ний екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (1.49)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множини Df ×Dg.
Розв’язок задачi (1.49) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), де

∂∆D (f0, g0) – субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi
(f0, g0). Скористаємося вказаною умовою щоб знайти найменш сприя-
тливi спектральнi щiльностi у деяких класах допустимих щiльностей.

1.2.4. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала
AT ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(s, t) за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ R×(R\[0, T ]) у тому випадку, коли
точнi значення щiльностей невiдомо, проте визначено клас допустимих
спектральних щiльностей D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ), де

D2ε1(λ) =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

∞w
−∞

(f (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2dµ ≤ ε1(λ), λ ∈ R

}
,

D2ε2(λ) =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

∞w
−∞

(g (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2dµ ≤ ε2(λ), λ ∈ R

}
.
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Розв’язок задачi на безумовний екстремум (1.49) в класiD = D2ε1(λ)×
D2ε2(λ) дає можливiсть сформулювати наступну теорему.

Теорема 1.6. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D2ε2 задо-
вольняють умову мiнiмальностi (1.37) i функцiї:

hf (f0, g0) =
|AT (λ, µ) g0 (λ, µ) + CT (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (1.50)

hg (f0, g0) =
|AT (λ, µ) f0 (λ, µ)− CT (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
(1.51)

обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D2ε2 най-
менш сприятливi в D2ε1×D1ε2 при оптимальному лiнiйному оцiнюван-
нi функцiонала AT ξ, якщо f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D2ε2 є розв’язком
систем рiвнянь∣∣AT (λ, µ) f0 (λ, µ) + C0

T (λ, µ)
∣∣2 =

= (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2
(f0(λ, µ)− u1(λ, µ))γ1(λ), (1.52)

∣∣AT (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
T (λ, µ)

∣∣2 =

= (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2
(g0(λ, µ)− u2(λ, µ))γ2(λ), (1.53)

де функцiї γ1(λ) ≥ 0, γ2(λ) ≥ 0 для всiх λ ∈ (−∞,∞), i задовольняють
умови

1

2π

∞w
−∞

(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2dµ = ε1(λ),

1

2π

∞w
−∞

(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2 dµ = ε2(λ).

Функцiя h (f0, g0), обчислена за формулою (1.38), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ.

Для доведення теореми скористаємося виглядом субдиференцiалiв
iндикаторної функцiї для класу D = D2ε(λ) у просторi L2(−∞,∞). Ма-
тимемо, що f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D2ε2 є найменш сприятливими
щiльностями, якщо для всiх λ ∈ (−∞,∞) виконуються умови

1

2π

∞w
−∞

(f0 (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2dµ = ε1(λ),
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1

2π

∞w
−∞

(g0 (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2dµ = ε2(λ),

та iснують такi γ1(λ) ≥ 0, γ2(λ) ≥ 0 , що для всiх f(λ, µ), g(λ, µ)

∞w
−∞

h2f (f0, g0)f (λ, µ) dµ+

∞w
−∞

h2g(f0, g0)g (λ, µ) dµ =

= γ1

∞w
−∞

(f0 (λ, µ)−u1 (λ, µ))f (λ, µ) dµ+γ2
∞w

−∞
(g0 (λ, µ)−u2 (λ, µ))g (λ, µ) dµ.

1.2.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = Du

v (λ)×Dε(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала
AT ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(s, t) за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ R×(R\[0, T ]) у тому випадку, коли
точнi значення щiльностей невiдомо, проте визначено клас допустимих
спектральних щiльностей D = Du

v (λ)×Dε(λ), де

Du
v =

{
f (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

2π

∞w
−∞

f(λ, µ) dµ = p1(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
,

Dε =

{
g (λ, µ) | g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εw (λ, µ) ,

1

2π

∞w
−∞

g(λ, µ) dµ = p2(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
,

де спектральнi щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ), g1(λ, µ) заданi i фiксованi i,
крiм того, щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ) обмеженi. Клас Du

v описує “смуго-
ву” модель випадкових полiв. Клас Dε описує модель “ε - забруднення”
випадкових полiв.

Лема 1.7. Нехай u (λ, µ) , v (λ, µ) — фiксованi функцiї на L∞(µ) для
всiх λ ∈ (−∞,∞), нехай ε > 0. Тодi субдиференцiал iндикаторної фун-
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кцiї δ (f0 |Du
v ) має наступний вигляд

∂δ(f0 |Du
v ) = {ϖ(λ)} ,

ϖ(λ) =
1

2π

∞w
−∞

(γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1
1 (λ))f0(λ, µ)dµ,

функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ v (λ, µ); функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ).

Лема 1.8. Нехай ω1 (λ, µ) , ω2 (λ, µ) — невiд’ємнi функцiї на L∞(µ) для
∀λ ∈ (−∞,∞), нехай ε > 0. Субдиференцiал iндикаторної функцiї
δ (g0 |Dε ) має вигляд

∂δ(f0 |Dε ) = {ψ(λ)} ,

ψ(λ) =
1

2π

∞w
−∞

(φ(λ, µ) + α−1
2 (λ))f0(λ, µ)dµ,

функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ).

Теорема 1.7. Нехай f0(λ, µ) ∈ Du
v , g0(λ, µ) ∈ Dε, задовольняють умо-

ву (1.37), функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), якi обчисленi за формулами
(1.50), (1.51), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) най-
менш сприятливi в класi D = Du

v (λ)×Dε(λ) при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала AT ξ, якщо вони задовольняють рiвняння∣∣AT (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

T (λ, µ)
∣∣ =

= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
(
γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1

1 (λ)
)
, (1.54)

∣∣AT (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
T (λ, µ)

∣∣ =
= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

(
φ(λ, µ) + α−1

2 (λ)
)
, (1.55)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ v (λ, µ); функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ); функцiя φ (λ, µ) ≤ 0

i φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1 − ε)g1 (λ, µ), задовольняють для всiх
λ ∈ (−∞,∞) умови

1

2π

∞w
−∞

f0(λ, µ)dµ = p1(λ),
1

2π

∞w
−∞

g0(λ, µ)dµ = p2(λ), (1.56)
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i визначають розв’язок екстремальної задачi (1.46). Функцiя h (f0, g0),
яка обчислена за формулою (1.38), є мiнiмаксною спектральною хара-
ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ.

Для доведення теореми зауважимо, що маємо прямий добуток опу-
клих множин D = Du

v (λ) × Dε(λ). Оскiльки щiльностi f0(λ, µ) ∈ Du
v ,

g0(λ, µ) ∈ Dε i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0) обмеженi, то за цих умов
функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лiнiйним функцiоналом у
просторi L1 × L1. Тому

∂∆Du
v×Dε

(f0, g0) = −∂∆(h (f0, g0) ; f0, g0) + ∂δ ((f0, g0) |Du
v ×Dε ) ,

З умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = Du
l × Dε знаходимо, що найменш

сприятливi щiльностi f0 ∈ D0
f , g0 ∈ D0

g задовольняють рiвняння (1.54),
(1.55).

Наслiдок 1.10. Нехай спектральна щiльнiстьf(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть f(λ, µ)+g0(λ, µ) задовольняє умову (1.37), i функцiя hg (f, g0) об-
числена за формулою (1.51), обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ, µ)
найменш сприятлива в класi Dε при оптимальному лiнiйному оцiню-
ваннi функцiонала Aξ, якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max

{
(1− ε) g1 (λ, µ) ,

α2(λ)
∣∣AT (λ, µ) f (λ, µ)− C0

T (λ, µ)
∣∣− f (λ, µ)

}
i пара (f(λ, µ), g0(λ, µ))визначає розв’язок екстремальної задачi (1.46).
Функцiя h (f, g0), обчислена за формулою (1.38), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ.

Наслiдок 1.11. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ Du
v задаволь-

няє умову (1.37) i функцiя h(f0) обмежена. Тодi за умови вiдсутностi
шуму спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) найменш сприятлива в класi Du

v

при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала AT ξ за даними
спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R× (R\[0, T ]) якщо

f0 (λ, µ) = max
{
v (λ, µ) ,min

{
u (λ, µ) , α1 (λ)

∣∣C0
T

(
eiλ, eiµ

)∣∣}}
i функцiя f0(λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (1.47) при
Df = Du

v . Мiнiмаксна спектральна характеристика обчислюється за
формулою (1.43).
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1.2.6. Найменш сприятливi щiльностi в класi Dε1(λ)×Dε2(λ)

Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання функцiонала
AT ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ R×(R\[0, T ]) у тому випадку, коли
точнi значення щiльностей невiдомо, проте визначено клас допустимих
спектральних щiльностей Dε1(λ)×Dε2(λ), де

Dε1(λ) =

{
f(λ, µ)| 1

2π

∞w
−∞

| f(λ, µ)− f1(λ, µ) | dµ ≤ ε1(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
,

Dε2(λ) =

{
g(λ, µ)| 1

4π2

∞w
−∞

| g(λ, µ)− g1(λ, µ) | dµ ≤ ε2(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
.

Даний клас спектральних щiльностей Dε1(λ)×Dε2(λ) описує моделi
“ε – околу” полiв у просторi L1 × L1.

Для застосування умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) для даного класу спе-
ктральних щiльностей вимагатимемо, щоб щiльностi f0(λ, µ) ∈ Dε1 ,
g0(λ, µ) ∈ Dε2 а функцiї, визначенi формулами (1.50), (1.51) були обме-
женi.

За цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лiнiйним
функцiоналом у просторi L1 × L1. Тому

∂∆Dε2
×Dε1

(f0, g0) = −∂∆(h (f0, g0) ; f0, g0) + ∂δ
(
(f0, g0)

∣∣Dε1 ×Dε2

)
.

Лема 1.9. Нехай f1 (λ, µ) – фiксована функцiя на L∞(µ) для всiх λ ∈
(−∞,∞), нехай ε > 0. Тодi субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f |Dε )

має наступний вигляд

∂δ(f0 |Dε ) = {ψ(λ)} ,

ψ(λ) =
1

2π

∞w
−∞

(f0(λ, µ)− f1(λ))α1(λ)f(λ, µ)dµ,

де α1(λ, µ) ≤ 1 та α1(λ, µ) = sign(f0(λ, µ) − f1(λ, µ)), коли (f0(λ, µ) ̸=
f1(λ, µ)).

З умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = Dε1 ×Dε2 знаходимо, що найменш
сприятливi щiльностi f0(λ, µ) ∈ Dε1 , g0(λ, µ) ∈ Dε2 задовольняють рiв-
няння∣∣AT (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

T (λ, µ)
∣∣ =

= (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) (f0(λ, µ)− f1(λ, µ))α1(λ), (1.57)
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∣∣AT (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
T (λ, µ)

∣∣ =
= (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) (g0(λ, µ)− g1(λ, µ))α1(λ) (1.58)

Очевидно, що для найменш сприятливих щiльностей мають викону-
ватись умови нормування

1

2π

∞w
−∞

|f0(λ, µ)− f1(λ, µ)| dµ = ε1(λ), (1.59)

1

2π

∞w
−∞

|g0(λ, µ)− g1(λ, µ)| dµ = ε2(λ), (1.60)

закладенi у визначеннi класiв допустимих щiльностей.
Отже, маємо наступну теорему.

Теорема 1.8. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ Dε1 , g0(λ, µ) ∈ Dε2 задоволь-
няють умову (1.37) i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за
формулами (1.50), (1.51), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ),
g0(λ, µ) найменш сприятливi в Dε1 × Dε2 при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала AT ξ, якщо f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком
систем рiвнянь (1.57), (1.58), задовольняють умови нормування (1.59),
(1.60) i визначають розв’язок екстремальної задачi (1.46). Функцiя
h (f0, g0), обчислена за формулою (1.38), є мiнiмаксною спектральною
характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала AT ξ.

1.3. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями у
цiлочисельних точках

1.3.1. Оптимальнi оцiнки неперервного поля за
спостереженнями у цiлочисельних точках площини

Нехай ξ(t, s) та η(t, s) – некорельованi однорiднi поля неперервних
аргументiв iз спектральними щiльностями fξ(λ, µ) та fη(λ, µ) вiдповiд-
но. Припустимо, що поле ξ(t, s) + η(t, s) спостерiгається в точках мно-
жини (u, v) ∈ Z2\(T × S). Задача полягає у знаходженнi найкращої
у середньоквадратичному оцiнки ξ̂(t, s) невiдомих значень поля ξ(t, s),
(t, s) ∈ T × S. Кожна лiнiйна оцiнка ξ̂(t, s) невiдомого значення поля
шукається у виглядi

ξ̂(t, s) =

∞w
−∞

∞w
−∞

h(λ, µ) (Zξ(dλ, dµ) + Zη(dλ, dµ)) ,
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де h(λ, µ) належить пiдпростору L−TS
2 (fξ + fη) гiльбертового простору

L2(fξ + fη), який породжується функцiями {ei(uλ+vµ) : (u, v) ∈ Z2\(T ×
S)}.

Знайдемо оцiнку ξ̂(t, s) невiдомого значення неперервного у сере-
дньоквадратичному поля ξ(t, s) за спостереженнями поля ξ(u, v)+η(u, v)
в точках множини (u, v) ∈ Z2\ [0, N ]× [0,M ]. У цьому випадку iз геоме-
трiї гiльбертового простору випливає, що
∞w

−∞

∞w
−∞

(ei(tλ+sµ)fξ(λ, µ)− h(λ, µ)(fξ(λ, µ) + fη(λ, µ))e
−i(uλ+vµ)dλdµ = 0,

(u, v) ∈ Z2\ [0, N ]× [0,M ] .

Оскiльки функцiя h (λ, µ) – перiодична (залежить вiд eiuλ, eivµ, u ∈ Z,
v ∈ Z), то ми можемо записати цю умову у виглядi

∞∑
k=−∞

∞∑
j=−∞

πw
−π

πw
−π

[
eit(λ+2πk)eis(µ+2πj)fξ(λ+ 2πk, µ+ 2πj)−

−h(λ, µ)
[
fξ(λ+ 2πk, µ+ 2πj) + fη(λ+ 2πk, µ+ 2πj)

]
e−i(uλ+vµ

]
dλdµ = 0,

(u, v) ∈ Z2\ [0, N ]× [0,M ] .

Звiдси
πw

−π

πw
−π

[
Fξ(t, s, λ, µ)−h(λ, µ)

[
Fξ(0, 0, λ, µ)+Fη(0, 0, λ, µ)

]
e−i(uλ+vµ)

]
dλdµ = 0,

(u, v) ∈ Z2\ [0, N ]× [0,M ] ,

де

Fξ(t, s, λ, µ) =

∞∑
k=−∞

∞∑
j=−∞

eit(λ+2πk)eis(µ+2πj)fξ(λ+ 2πk, µ+ 2πj),

Fη(t, s, λ, µ) =

∞∑
k=−∞

∞∑
j=−∞

eit(λ+2πk)eis(µ+2πj)fη(λ+ 2πk, µ+ 2πj).

Отже, спектральна характеристика h(fξ, fη) оптимальної лiнiйної оцiн-
ки ξ̂(t, s) та величина середньоквадратичної похибки мають вигляд

h(fξ, fη) =
Fξ(t, s, λ, µ)− CNM (eiλ, eiµ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
(1.61)
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∆(h, fξ, fη) =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
Fξ(0, 0, λ, µ)−

| Fξ(t, s, λ, µ) |2 −
∣∣CMN (eiλ, eiµ)

∣∣2
Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)

)
dλdµ,

(1.62)

де

CNM (eiλ, eiµ) =

N∑
u=0

M∑
v=0

cuve
iuλeivµ.

Коефiцiєнти cuv, u = 0, 1, . . . , N ; v = 0, 1, . . . ,M , формують вектор

cNM = (c0,M ; c0,M−1; . . . ; c0,0; c1,M ; c1,M−1; . . . ; c1,0; cN,M ; . . . ; cN,0),

який визначається з рiвняння

aNM = BNMcNM ,

aNM = (a0,M ; a0,M−1; . . . ; a0,0; a1,M ; a1,M−1; . . . ; a1,0; aN,M ; . . . ; aN,0),

де елементи akj : k = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M , вектора - це коефiцiєн-
ти Фур’є

akj =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

H(λ, µ)e−ikλe−ijµdλdµ

функцiї

H(λ, µ) =
Fξ(t, s, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
.

Оператор BNM визначається матрицею з елементами

B(k, j,m, n) =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

1

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
e−i(m−k)λe−i(n−j)µdλdµ,

0 ≤ k ≤ N, 0 ≤ j ≤M, 0 ≤ m ≤ N, 0 ≤ n ≤M.

У тому випадку, коли потрiбно знайти лiнiйну оцiнку ÂNMξ фун-
кцiонала

ANMξ =
N∑

k=0

M∑
k=0

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень поля, ми отримаємо, як наслiдок, наступнi фор-
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мули

h(fξ, fη) =
ANM (eiλ, eiµ)Fξ(0, 0, λ, µ)− CNM (eiλ, eiµ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
(1.63)

∆(h, fξ, fη) =

1
4π2

r π

−π

r π

−π
|ANM (eiλ,eiµ)Fξ(0,0,λ,µ)+CNM (eiλ,eiµ) |2

(Fξ(0,0,λ,µ)+Fη(0,0,λ,µ) )
2 Fξ(0, 0, λ, µ)dλdµ+

+ 1
4π2

r π

−π

r π

−π
|ANM (eiλ,eiλ)Fξ(0,0,λ,µ)−CNM (eiλ,eiλ) |2

(Fξ(0,0,λ,µ)+Fη(0,0,λ,µ) )
2 Fη(0, 0, λ, µ)dλdµ =

= ⟨BNM cNM , cNM ⟩+ ⟨RNM aNM , aNM ⟩ , (1.64)
де aNM = {a(k, j) : k = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M} – коефiцiєнти фун-
кцiонала ANMξ, cNM – невiдомi коефiцiєнти, якi визначаються з рiвня-
ння

cNM = B−1
NMDNMaNM ,

де BNM , DNM , RNM матрицi операторiв у просторi CN+1 ×CN+1, еле-
менти яких є коефiцiєнти Фур’є наступних функцiй

F̂B(0, 0, λ, µ) =
1

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)

F̂D(0, 0, λ, µ) =
Fξ(0, 0, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)

F̂R(0, 0, λ, µ) =
Fξ(0, 0, λ, µ)Fη(0, 0, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
вiдповiдно,

B (k, j,m, n) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

F̂B(0, 0, λ, µ)e
−i(m−k)λe−i(n−j)µdλdµ, (1.65)

D (k, j,m, n) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

F̂D(0, 0, λ, µ)e−i(m−k)λe−i(n−j)µdλdµ, (1.66)

R (k, j,m, n) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

F̂R(0, 0, λ, µ)e
−i(m−k)λe−i(n−j)µdλdµ, (1.67)

0 ≤ k ≤ N, 0 ≤ j ≤M, 0 ≤ m ≤ N, 0 ≤ n ≤M.

Спектральну характеристику та величину середньоквадратичної по-
хибки оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу

ANMξ =

N∑
k=0

M∑
k=0

a(k, j)ξ(k, j)
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вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за спостереженнями ξ(u, v), u ∈ T =
Z\ {0, 1, . . . , N} , v ∈ S = Z\ {0, 1, . . . ,M} можна обчислити за насту-
пними формулами

h(fξ) = ANM (eiλ, eiµ)− CNM (eiλ, eiµ)F−1
ξ (0, 0, λ, µ) (1.68)

∆(h(fξ), fξ) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

| CNM (eiλ, eiµ) |2 F−1
ξ (0, 0, λ, µ)dλdµ =

=
⟨
B−1

NM aNM ,aNM

⟩
, (1.69)

оператор BNM визначається матрицею з елементами

B (k, j,m, n) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

F−1
ξ (0, 0, λ, µ)e−i(m−k)λei(n−j)µdλdµ.

Теорема 1.9. Оптимальну лiнiйну оцiнку ξ̂(k, j) невiдомого значення
поля ξ(t, s) за спостереженнями ξ(u, v)+η(u, v), u ∈ T = Z\ {0, 1, ..., N} ,
v ∈ S = Z\ {0, 1, ...,M} та величину середньоквадратичної похибки
оптимальної лiнiйної оцiнки можна обчислити за формулами (1.61),
(1.62). У випадку оцiнки функцiоналу ANMξ =

∑N
k=0

∑M
k=0 a(k, j)ξ(k, j)

формули мають вигляд (1.63), (1.64), для оцiнки функцiоналу за спо-
стереженнями без шуму (1.68), (1.69).

Приклад 1.3. Приклад, у якому знайдено оптимальну лiнiйну оцiнку
невiдомого значення функцiонала

A21ξ =

2∑
k=0

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями поля ξ(t, s) з коварiцiйною функцiєю

R(t, s) = σ2e−α|t|e−β|s| ♢

розмiщено у додатках (Приклад 4.4).

1.3.2. Мiнiмакснi (робастнi) оцiнки за спостереженнями у
цiлочисельних точках площини в умовах невизначеностi

У випадку неповної iнформацiї щодо спектральних щiльностей полiв
неперервних аргументiв за спостереженнями у цiлочисельних точках за-
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стосування запропонованих формул може привести до досить значної
величини похибки. Тому будемо шукати мiнiмакснi (робастнi) оцiнки,
якi дають найменшу похибку для всiх щiльностей з деякого класу мо-
жливих спектральних щiльностей.

Лема 1.10. Спектральнi щiльностi f0η (λ, µ), f0ξ (λ, µ) найменш сприя-
тливi для заданої множини спектральних щiльностей Dfξ ×Dfη при
оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANMξ, якщо пере-
творення Фур’є F̂D(0, 0, λ, µ), F̂B(0, 0, λ, µ), F̂R(0, 0, λ, µ) функцiй

1

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
,

Fξ(0, 0, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
,

Fξ(0, 0, λ, µ)Fη(0, 0, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
,

задають оператори B0
NM , D

0
NM , R

0
NM за формулами (1.65), (1.66),

(1.67), якi визначають розв’язок екстремальної задачi

sup
(fξ,fη)∈D

⟨BNM cNM , cNM ⟩+ ⟨RNM aNM ,aNM ⟩ =

=
⟨
B0

NM cNM , cNM

⟩
+
⟨
R0

NM aNM ,aNM

⟩
(1.70)

Мiнiмаксна спектральна характеристика обчислюється за формулою
(1.63).

Щiльностi f0ξ (λ, µ), f
0
η (λ, µ) будуть найменш сприятливими, якщо фун-

кцiї F 0
ξ (λ, µ), F

0
η (λ, µ) та мiнiмаксна спектральна характеристика h0 =

h(F 0
η , F

0
ξ ) утворюють сiдлову точку функцiї ∆(h;Fξ, Fη) на множинi

HD × D. Нерiвностi сiдлової точки виконуються, коли h0 = h(F 0
ξ , F

0
η ),

h(F 0
ξ , F

0
η ) ∈ HD i (F 0

ξ , F
0
η ) є розв’язком задачi на умовний екстремум

sup
(fξ,fη)∈D

∆(h(F 0
ξ , F

0
η );F

0
ξ , F

0
η ) = ∆(h(F 0

ξ , F
0
η );F

0
ξ , F

0
η ). (1.71)

∆(h, Fξ, Fη) =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣ANM (eiλ, eiλ)Fη(0, 0, λ, µ) + CNM (eiλ, eiλ)
∣∣2

(Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ))
2 Fξ(0, 0, λ, µ)dλdµ
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+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣ANM (eiλ, eiλ)Fξ(0, 0, λ, µ)− CNM (eiλ, eiλ)
∣∣2

(Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ))
2 Fη(0, 0, λ, µ)dλdµ.

Лема 1.11. Нехай
(
F 0
ξ , F

0
η

)
– розв’язок екстремальної задачi (1.71).

Спектральнi щiльностi f0ξ (λ, µ), f
0
η (λ, µ) найменш сприятливi в Dfξ ×

Dfη при оптимальному оцiнюваннi функцiонала ANMξ, а спектральна

характеристика h0 = h(F 0
ξ , F

0
η ) є мiнiмаксною, якщо h

(
F 0
ξ , F

0
η

)
∈ HD.

Лема 1.12. Нехай U0 (λ, µ) – невiд’ємна функцiя на L∞(λ, µ), ε > 0

та

D2ε =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

(F (0, 0, λ, µ)− U0 (λ, µ))
2dµ ≤ ε

}
.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f0 |D2ε ) має наступний вигляд

∂δ(f0 |D2ε ) =

{
{0} , 1

4π2

r π

−π

r π

−π
(F (0, 0, λ, µ)− U0 (λ, µ))

2dλdµ < ε,

{γϕ0} , 1
4π2

r π

−π

r π

−π
(F (0, 0, λ, µ)− U0 (λ, µ))

2dλdµ = ε,

ϕ0(f) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(F (0, 0, λ, µ)− U0 (λ, µ))F (0, λ, µ) dλdµ .

Лема 1.13. Нехай U0 (λ, µ) , V0 (λ, µ) — фiксованi функцiї на L∞(λ, µ),
ε > 0 та

Du
v =

{
f (λ, µ) |V0 (λ, µ) ≤ F (0, 0, λ, µ) ≤ U0 (λ, µ) ,

1

4π2

πw
−π

πw
−π

F (0, 0, λ, µ) dλdµ = p1

}
.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f0 |Du
v ) має вигляд

∂δ(f0 |Du
v ) = {ϖ(λ, µ)} ,

ϖ(λ, µ) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1
1 )F(0, 0, λ, µ)dµdλ,

де функцiя γ1(λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при F (0, 0, λ, µ) ≥ V0 (λ, µ);
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функцiя γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при F (0, 0, λ, µ) ≤ U0 (λ, µ).

Лема 1.14. Нехай ω1 (λ, µ) , ω2 (λ, µ) — невiд’ємнi функцiї на L∞(λ, µ),
ε > 0, та нехай

Dε =

{
f (λ, µ) |F (0, 0, λ, µ) = (1− ε)ω1 (λ, µ) + εw2 (λ, µ) ,

1

2π

πw
−π

πw
−π

F (0, 0, λ, µ)dµ = p2

}
.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f0 |Dε ) має наступний вигляд

∂δ(f0 |D2ε ) = {ψ} ,

ψ =
1

4π2

∞w
−∞

(φ(λ, µ) + α−1
2 )F (0, λ, µ)dλdµ,

якщо функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i φ (λ, µ) = 0 при w0 (λ, µ) ≥ (1− ε)w1 (λ, µ).

Лема 1.15. Нехай F0 (λ, µ) — невiд’ємна функцiя на L∞(λ, µ), ε > 0

та нехай

Dε =

{
f(λ, µ)| 1

4π2

πw
−π

πw
−π

| F (0, 0, λ, µ)− F0(λ, µ) | dλdµ ≤ ε

}
.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї δ (f0 |Dε ) має наступний вигляд

∂δ(f0 |D2ε ) = {ψ(λ)} ,

ψ(λ) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(F (0, 0, λ, µ)− F0 (λ, µ))
2α1(λ, µ)f(λ, µ)dµ,

де α1(λ, µ) ≤ 1 та α1(λ, µ) = sign(F(0, 0, λ, µ)−F0 (λ, µ)), коли F (0, 0, λ, µ) ̸=
F0 (λ, µ).

1.3.3. Найменш сприятливi щiльностi в класi D2ε1 ×D1ε2

Умова (1.71) та леми 1.12 – 1.15 дають можливiсть визначити найменш
сприятливi спектральнi щiльностi для конкретних класiв спектраль-
них щiльностей. Знайдемо найменш сприятливi спектральнi щiльностi
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в класi D2ε1 ×D1ε2 , який описує модель “ε – околу” в просторi L2 ×L1:

D2ε1 =

{
fξ(λ, µ)|

1

4π2

πw
−π

πw
−π

| Fξ(0, 0, λ, µ)− F0(λ, µ) |2 dλdµ ≤ ε1

}
,

D1ε2 =

{
fη(λ, µ)|

1

4π2

πw
−π

πw
−π

| Fη(0, 0, λ, µ)−G0(λ, µ) | dλdµ ≤ ε2

}
.

Теорема 1.10. Нехай щiльностi f0ξ (λ, µ) ∈ D2ε1 , f
0
η (λ, µ) ∈ D1ε2 та

нехай функцiї

hfξ
(
F 0
ξ , F

0
η

)
=

∣∣ANM (λ, µ)F 0
η (0, 0, λ, µ) + CNM (λ, µ)

∣∣
F 0
ξ (0, 0, λ, µ) + F 0

η (0, 0, λ, µ)
, (1.72)

hfη
(
F 0
ξ , F

0
η

)
=

∣∣∣ANM (λ, µ)F 0
ξ (0, λ, µ)− CNM (λ, µ)

∣∣∣
F 0
ξ (0, λ, µ) + F 0

η (0, λ, µ)
, (1.73)

що визначаються функцiями F 0
ξ (0, 0, λ, µ), F

0
η (0, 0, λ, µ), обмеженi. Спе-

ктральнi щiльностi f0ξ (λ, µ), f
0
η (λ, µ) найменш сприятливi в D2ε1 ×

D1ε2 при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала ANMξ, якщо
F 0
ξ (0, 0, λ, µ), F

0
η (0, 0, λ, µ) є розв’язком систем рiвнянь

∣∣ANM (λ, µ)Fη (0, 0, λ, µ) + C0
NM (λ, µ)

∣∣2 =

= (Fξ (0, 0, λ, µ) + Fη (0, 0, λ, µ))
2
(Fξ(0, 0, λ, µ)− F0(0, 0, λ, µ))α1,

(1.74)

∣∣ANM (λ, µ)Fξ (0, 0, λ, µ)− C0
NM (λ, µ)

∣∣2 =

= (Fξ (0, 0, λ, µ) + Fη (0, 0, λ, µ))
2
φ(λ, µ))α2, (1.75)

де |φ(λ, µ) ≤ 1|, причому φ(λ, µ) = sign(Fη(0, 0, λ, µ) − G0(λ, µ)) коли
Fη(0, 0, λ, µ) ̸= G0(λ, µ), виконуються умови

1

4π2

πw
−π

πw
−π

| Fξ(0, 0, λ, µ)− F0(λ, µ) |2 dλ dµ = ε1,

1

4π2

πw
−π

πw
−π

| Fη(0, 0, λ, µ)−G0(λ, µ) | dλ dµ = ε2,
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та F 0
ξ (0, 0, λ, µ), F

0
η (0, 0, λ, µ) визначають розв’язок екстремальної за-

дачi (1.71).
Функцiя h

(
f0ξ , f

0
η

)
, обчислена за формулою (1.63), є мiнiмаксною спе-

ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала ANMξ.

1.3.4. Найменш сприятливi щiльностi в класi D0
fξ

×D0
fη

Знайдемо найменш сприятливi щiльностi в класi D0
fξ

×D0
fη

, де

D0
fξ

=

{
fξ(λ, µ)|

1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξ(0, 0, λ, µ)dλdµ ≤ P1

}
,

D0
fη =

{
fη(λ, µ)|

1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fη(0, 0, λ, µ)dλdµ ≤ P2

}
.

Нехай функцiї (1.72), (1.73) обмеженi. Скористаємось умовою 0 ∈
∂∆D

(
f0ξ , f

0
η

)
для D0

fξ
× D0

fη
. Дана умова виконується, якщо найменш

сприятливi щiльностi з цього класу задовольняють рiвняння∣∣ANM (λ, µ)Fη (0, 0, λ, µ) + C0
NM (λ, µ)

∣∣ =
= α1 (Fξ (0, 0, λ, µ) + Fη (0, 0, λ, µ)) , (1.76)

∣∣ANM (λ, µ)Fξ (0, 0, λ, µ)− C0
NM (λ, µ)

∣∣ =
= α2 (Fξ (0, 0, λ, µ) + Fη (0, 0, λ, µ)) , (1.77)

де константи α1 ≥ 0,α2 ≥ 0. Зауважимо, що α1 ̸= 0 i α2 ̸= 0 якщо

1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξ(0, 0, λ, µ)dλdµ = P1,

1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fη(0, 0, λ, µ)dλdµ = P2.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.11. Нехай щiльностi f0ξ (λ, µ) ∈ D0
fξ

, f0η (λ, µ) ∈ D0
fη

задо-
вольняють умову мiнiмальностi i функцiї, що визначенi за формулами
(1.72), (1.73) обмеженi. Спектральнi щiльностi f0ξ (λ, µ), f

0
η (λ, µ) най-

менш сприятливi в D0
fξ
×D0

fη
при оптимальному лiнiйному оцiнюван-
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нi функцiонала ANMξ, якщо f0ξ (λ, µ), f
0
η (λ, µ) є розв’язком систем рiв-

нянь (1.76), (1.77) i визначають розв’язок екстремальної задачi (1.71).
Функцiя h

(
f0ξ , f

0
η

)
, обчислена за формулою (1.63), є мiнiмаксною спе-

ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала ANMξ.

Теорема 1.12. Нехай поле ξ(u, v) спостерiгається без шуму, тобто
fη(λ, µ) = 0, щiльнiсть f0ξ (λ, µ) ∈ D−1

uv , де

D−1
uv =

{
f0ξ (λ, µ)

∣∣ 0 < v(λ, µ) ≤ F−1
ξ (0, 0, λ, µ) ≤ u(λ, µ),

1

4π2

πw
−π

πw
−π

1

Fξ(0, 0, λ, µ)
dλdµ = P

}
,

де v(λ, µ), u(λ, µ)- заданi щiльностi. Спектральна щiльнiсть f0ξ (λ, µ)

найменш сприятлива в D−1
vu при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi

функцiонала ANMξ, якщо справджується рiвнiсть

F−1
0 (0, 0, λ, µ) = max

{
v(λ, µ),

min

{
u(λ, µ),

∣∣∣∣∣∣P
M∑
k=0

N∑
j=0

((
B0

MN

)−1
a
)
kj
ei(kλ+jµ)

∣∣∣∣∣∣
−2}}

.

Доведення:
З умови 0 ∈ ∂∆D (Fξ) при D = D−1

uv знаходимо, що коефiцiєнти Фур’є
функцiї F−1

0 (0, 0, λ, µ) задовольняють рiвняння

B0
MNcMN = aMN

та рiвняння∣∣∣∣∣∣
M∑
k=0

N∑
j=0

((
B0

MN

)−1
aMN

)
kj
ei(kλ+jµ)

∣∣∣∣∣∣
2

= ψ1(λ, µ) + ψ2(λ, µ) + α−2
0 ,

де ψ1(λ, µ) ≥ 0 та ψ1(λ, µ) = 0 при F−1
ξ (0, 0, λ, µ) ≥ v(λ, µ); ψ2(λ, µ) ≤ 0

та ψ2(λ, µ) = 0 при F−1
ξ (0, 0, λ, µ) ≤ u(λ, µ), α0 невiдомий множник Ла-

гранжа. Тому при v(λ, µ) ≤ F−1
ξ (0, 0, λ, µ) ≤ u(λ, µ) функцiя F−1

0 (0, 0, λ, µ)
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має вигляд

F−1
0 (0, 0, λ, µ) =

M∑
k=−M

N∑
j=−N

r|k|,|j|e
i(kλ+jµ), rk,j =

Pa(k, j)

a(0, 0)
.

Найменш сприятливою в D−1
uv буде щiльнiсть випадкового поля авторе-

гресiї порядку (M,N), якщо виконується спiввiдношення

v−1(λ, µ) ≥ P

M∑
k=−M

N∑
j=−N

a|k|,|j|

a0,0
ei(kλ+jµ) =

=

∣∣∣∣∣∣
M∑

k=−M

N∑
j=−N

γk,je
−i(kλ+jµ)

∣∣∣∣∣∣
2

≥ u−1 (λ, µ)

Звiдси

F−1
0 (0, 0, λ, µ) = max

{
v(λ, µ),

min

{
u(λ, µ),

∣∣∣∣∣∣P
M∑
k=0

N∑
j=0

((
B0

MN

)−1
aMN

)
kj
ei(kλ+jµ)

∣∣∣∣∣∣
−2}}

.

Теорема доведена.

1.3.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi DQ
P

Розглянемо задачу оптимального оцiнювання функцiонала ANMξ у
тому випадку, коли поле ξ(u, v) спостерiгається без шуму, тобто fη(λ, µ) =
0, а щiльнiсть f0ξ (λ, µ) ∈ DQ

P , де

DQ
P =

{
f0ξ (λ, µ)

∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

F−1
ξ (0, 0, λ, µ) cos(pλ) cos(qµ)dλdµ = rPQ,

0 ≤ p ≤ P, 0 ≤ q ≤ Q

}
.

Тут
{
rpq
}
p∈0,P ;q∈0,Q

– строго позитивна послiдовнiсть, тобто iснують

такi коефiцiєнти αp,q, що
∑P

p=0

∑Q
q=0 αp,qrp,q > 0. Проблема моментiв

у цьому випадку розв’язується неоднозначно [2], [47] i множина DQ
P мi-
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стить нескiнченно багато щiльностей. Функцiя

F−1
0 (0, 0, λ, µ) =

P∑
p=−P

Q∑
q=−Q

r|p|,|q|e
i(pλ+qµ)

також належить DQ
P . Вiдповiдна задача на умовний екстремум має ви-

гляд

∆D(Fξ) = − 1

4π2

πw
−π

πw
−π

| CNM (eiλ, eiµ) |2 F−1
ξ (0, 0, λ, µ) ) dλdµ+

+
1

4π2

P∑
p=0

Q∑
q=0

αpq

( πw
−π

πw
−π

F−1
ξ (0, 0, λ, µ) cos(pλ) cos(qµ)dλdµ−rPQ

)
→ inf .

Звiдси знаходимо таке рiвняння

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=0

M∑
j=0

C(k, j)ei(kλ+jµ)

∣∣∣∣∣∣
2

=
N∑

k=0

M∑
j=0

αpq cos(pλ) cos(qµ) =

=

∣∣∣∣∣
P∑

p=0

Q∑
q=0

γpqe
−i(pλ+qµ)

∣∣∣∣∣
2

,

де αpq– множники Лагранжа. Розглянемо наступнi випадки
а) P > N,Q > M . У цьому випадку екстремальна задача вироджена i
найменш сприятливою буде щiльнiсть f0ξ (λ, µ) ∈ DQ

P така, що

F−1
0 (0, 0, λ, µ) =

P∑
p=−P

Q∑
q=−Q

r|p|,|q|e
i(pλ+qµ),

де коефiцiєнти
{
rpq, 0 ≤ p ≤ P, 0 ≤ q ≤ Q

}
вiдомi з умови задачi.

б) P < N,Q > M . У цьому випадку коефiцiєнти rpq, 0 ≤ p ≤ P, 0 ≤
q ≤ M вiдомi з визначення множини DQ

P допустимих щiльностей. Для
знаходження iнших коефiцiєнтiв rij , P ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ M спочатку
розв’язуємо систему рiвнянь

ast =
N∑

k=0

M∑
l=0

cklr−k+s,−l+t, 0 ≤ s ≤ P, 0 ≤ t ≤M
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вiдносно ckl, 0 ≤ k ≤ P, 0 ≤ l ≤ M , потiм, поклавши ckl = 0, P ≤ k ≤
N, 0 ≤ l ≤M , знаходимо невiдомi rij , P ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤M з системи

ast =
N∑

k=0

M∑
l=0

cklr−k+s,−l+t

для P ≤ s ≤ N, 0 ≤ t ≤ M . Зауважимо, що випадок P > N,Q < M є
симетричним до щойно розглянутого.
в) P < N,Q < M . Коефiцiєнти rpq, 0 ≤ p ≤ P, 0 ≤ q ≤ Q вiдомi з
визначення класу DQ

P допустимих щiльностей. З системи

ast =
N∑

k=0

M∑
l=0

cklr−k+s,−l+t, 0 ≤ s ≤ P, 0 ≤ t ≤ Q

знаходимо ckl, 0 ≤ k ≤ P, 0 ≤ l ≤ Q, потiм, поклавши ckl = 0, P ≤ k ≤
N, Q ≤ l ≤M , знаходимо невiдомi rij , P ≤ i ≤ N, Q ≤ j ≤M з системи

ast =

N∑
k=0

M∑
l=0

cklr−k+s,−l+t, P ≤ s ≤ N, Q ≤ t ≤M

i найменш сприятливу щiльнiсть f0ξ (λ, µ) ∈ DQ
P таку, що

F−1
0 (0, 0, λ, µ) =

P∑
p=−P

Q∑
q=−Q

r|p|,|q|e
i(pλ+qµ).

Приклад 1.4. Приклад, у якому знайдено оцiнку функцiоналу

A22ξ = ξ(0, 0) + 2ξ(0, 1) + 4ξ(1, 0) + 3ξ(1, 1)+

+ ξ(0, 2) + 2ξ(1, 2) + ξ(2, 0) + ξ(2, 1) + (1/5)ξ(2, 2)

для поля, спектральна щiльнiсть якого визначена наступним чином

DQ
P =

{
f0ξ (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξ(0, 0, λ, µ) cos(pλ) cos(qµ)dλdµ = rPQ

}
де

r00 = 1, r01 = r0,−1 = 2, r10 = r−10 = 2, r11 = r−1,−1 = r−1,1 = r1,−1 = 4,

♢
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розмiщено у додатках (Приклад 4.5).

1.3.6. Висновки до роздiлу 1

Для однорiдного поля ξ(u, v) дискретного аргумента, що спостерiга-
ється разом з корельованим шумом η(u, v) в точках множини {(u, v) ∈
Z2\K} за умови вiдомої додатно визначеної матрицi спектральних щiль-
ностей запропонованi iнтерполяцiйнi формули (1.4), (1.5) для обчислен-
ня спектральної характеристики h(λ, µ) та середньоквадратичної похиб-
ки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала AKξ вiд
невiдомих значень поля. Для знаходження оптимальної лiнiйної оцiн-
ки застосований метод А.М. Колмогорова, який базується на геоме-
трiї гiльбертового простору. Дослiджена залежнiсть вигляду формул
вiд геометрiї областi. У тому випадку, коли однорiднi поля дискре-
тних аргументiв ξ(u, v) та η(u, v)– некорельованi, спектральну характе-
ристику h(f, g) та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) опти-
мальної лiнiйної оцiнки функцiонала ANξ вiд невiдомих значень поля
ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, υ) ∈Z ×
(Z\{0, 1, ..., N}) можна обчислити за формулами (1.11), (1.12). Розгля-
нутi спектральнi щiльностi, що розпадаються на добутки f (λ, µ) =
f1 (λ) f2 (µ), g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ).

За умови неповної iнформацiї щодо спектральних щiльностей поля
та шуму застосовано мiнiмаксний (робастний) пiдхiд до задачi оцiн-
ки функцiонала. Знайденi формули для обчислення мiнiмаксних спе-
ктральних характеристик та найменш сприятливих спектральних щiль-
ностей для конкретних класiв спектральних щiльностей D = D2ε1(λ)×
D2ε(λ), D0

f (λ) × D0
g(λ), D−0(λ). Приведенi алгоритми застосування iн-

терполяцiйних формул та приклади обчислювальної реалiзацiї цих ал-
горитмiв.

Для однорiдного поля неперервного аргументу методом А.М. Кол-
могорова знайденi формули (1.32), (1.33) для обчислення спектраль-
ної характеристики h(f, g) та величини середньоквадратичної похибки
∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала AT ξ у тому випадку
коли поле спостерiгається разом iз однорiдно зв’язаним шумом та фор-
мули (1.38), (1.39) для спостережень з некорельованим шумом. Знайденi
мiнiмакснi оцiнки функцiонала AT ξ, використовуючи методи субдифе-
ренцiонального числення. Визначенi найменш сприятливi спектральнi
щiльностi для певних класiв спектральних щiльностей, а саме для кла-
сiв D0

f ×D0
g , Du

l ×Dε, Dε1 ×Dε2 .
Знайденi формули (1.52), (1.53) для обчислення спектральної хара-

ктеристики h(f, g) та величини середньоквадратичної похибки ∆(f, g)
оптимальної лiнiйної оцiнки невiдомих значень поля неперервного ар-
гументу за спостереженнями в цiлочисельних точках площини.
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У тому випадку, коли оцiнюється функцiонал

ANMξ =
N∑

k=0

M∑
k=0

a(k, j)ξ(k, j)

формули мають вигляд (1.63), (1.64), та (1.68), (1.69) за спостережен-
нями без шуму. Знайдено вигляд найменш сприятливих щiльностей та
мiнiмаксних спектральних характеристик в класах спектральних щiль-
ностей D2ε1 × D1ε2 , D

0
fξ

× D0
fη

, DQ
P . Основнi результати цього роздiлу

були надрукованi у роботах [164], [165], [270], [272].
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Роздiл 2

ЗАДАЧI ЕКСТРАПОЛЯЦIЇ
ВИПАДКОВИХ ПОЛIВ

2.1. Екстраполяцiя випадкових полiв дискретного
аргументу

2.1.1. Постановка задач

Нехай сума однорiдних та однорiдно зв’язаних (у широкому розумiн-
нi) випадкових полiв ξ(u, v) + η(u, v) спостерiгається у всiх цiлочисель-
них точках Z2 за винятком деякої областi K (пiвплощини або чвертi
площини).

Розглянемо задачу лiнiйного оцiнювання функцiоналу

Aξ =
∑∑

(k,j)∈K
a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (k, j) , (k, j) ∈ K.
Необхiдно за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈
Z2\K знайти таку оцiнку Âξ функцiоналу Aξ з класу лiнiйних оцi-
нок, щоб мiнiмiзувати величину середньоквадратичної похибки ∆ =

M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2.
Найбiльш поширеним методом знаходження оптимальних екстрапо-

ляцiйних оцiнок є метод, який базується на канонiчнiй факторизацiї
спектральних щiльностей та пошуку спектральних характеристик як
граничних значень аналiтичних у деякiй областi функцiй, що задоволь-
няють певним властивостям [148]– [152], [153], [166], [167], [220]– [223]. У
статтях Моклячука М.П. та Татарiнова С.В. [110], [112], [155], [156] за-
пропонований метод оцiнки функцiоналiв вiд однорiдного випадкового
поля дискретних аргументiв, що спостерiгається в точках (k, j) ∈ Z2\Z2

+
з бiлим шумом. Цей метод застосовується при умовi, що спектральна
щiльнiсть f (λ, µ) + σ2 допускає канонiчну факторизацiю

f (λ, µ) + σ2 =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

i величина середньоквадратичної похибки та спектральна характери-
стика оптимальної оцiнки мають наступний вигляд

h(f) = A
(
e−iλ, e−iµ

)
− r

(
eiλ, eiµ

)
d−1

(
e−iλ, e−iµ

)
,
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∆(f) = ∥Ad∥2 − σ2 ∥a∥2 ,

r
(
eiλ, eiµ

)
=

∞∑
k,j=0

(Ad)kj e
i(kλ+jµ),

A
(
eiλ, eiµ

)
=

∞∑
k,j=0

a(k, j) ei(kλ+jµ),

A – оператор у просторi ℓ2 × ℓ2, який визначається спiввiдношенням

(Ad)kj =
∞∑

u,v=0

a(k + u, j + v)duv, k, j = 0, 1, . . .

У випадку невiдомої спектральної щiльностi поля М.П. Моклячук та
С.В. Татарiнов [51,53,78] застосовують мiнiмаксний метод, що приво-
дить до задачi на умовний екстремум

∥Ad∥2 → max, f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

− σ2 ∈ D.

В данiй роботi використовуаємо пiдхiд до задач оцiнювання, що ба-
зується на методi А.М. Колмогорова [40], який не вимагає канонiчної
факторизацiї спектральної щiльностi поля ξ(u, v)+η(u, v). Знайдено мi-
нiмакснi оцiнки та найменш сприятливi спектральнi щiльностi для кон-
кретних класiв спектральних щiльностей. Класичнi та мiнiмакснi оцiнки
знайдено за даними спостережень у пiвплощинi та за спостереженнями
в усiх точках площини за винятком точок першої чвертi.

2.1.2. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Нехай однорiдне випадкове поле ξ(u, v) + η(u, v) спостерiгається в
точках (u, v) ∈ Z2\Z× Z+, де ξ(u, v) та η(u, v) – однорiднi та однорiдно
зв’язанi (у широкому розумiннi) випадковi поля. Кореляцiйна структу-
ра таких полiв визначається додатньо визначеною матрицею спектраль-
них щiльностей (1.1).

Нехай виконується умова мiнiмальностi [38], [40], [148] – [152], [153]

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ [−π;π] . (2.1)

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратичного оптимального

72



оцiнювання функцiоналу

A+ξ =

∞∑
k=−∞

∞∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j), k ∈ Z, j ∈
Z+, якщо матриця спектральних щiльностей вiдома. Будемо вважати,
що функцiя a(k, j), яка визначає функцiонал A+ξ, задовольняє умови:

∞∑
k=−∞

∞∑
j=0

|a(k , j)| <∞,
∞∑
j=0

(j + 1) |a(λ, j)|2 <∞, λ ∈ [−π;π] , (2.2)

a(λ, j) =
∞∑

k=−∞

a(k, j)eikλ.

За цих умов функцiонал A+ξ має скiнченний другий момент i оператор
A(λ) у просторi ℓ2 послiдовностей d = {d(v) : v = 0, 1, . . . } iз скiнченною
сумою квадратiв, який задається спiввiдношенням

(A(λ)d) (j) =
∞∑
v=0

a(λ, j + v)d(v), j = 0, 1, . . . (2.3)

симетричний i компактний для всiх λ ∈ [−π;π]. Лiнiйна оцiнка Â+ξ
функцiоналу A+ξ за даними спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v)+η(u, v)
при (u, v) ∈ Z2\Z× Z+ має вигляд

Â+ξ =

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ).

Функцiя h(λ, µ) належить пiдпростору L−
2 (fζζ) у просторi L2(fζζ), по-

родженому функцiями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈ Z2\Z× Z+. Необхiдною та
достатньою умовою оптимальностi оцiнки Â+ξ є умова ортогональностi
у гiльбертовому просторi H = L2(Ω, F, P ) випадкових величин другого
порядку:

A+ξ − Â+ξ ⊥ ζ(k, j), (k, j) ∈ Z2\Z× Z+.

За цiєї умови

A+(λ, µ) [fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)]− h(λ, µ)fζζ(λ, µ) = C+(λ, µ),
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де

A+(λ, µ) =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

a(k, j)ei(kλ+jµ) =
∞∑
j=0

aj(λ )eijµ,

aj(λ) =
∞∑

k=−∞

a(k, j)eikλ;

C+(λ, µ) =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

c(k, j)ei(kλ+jµ) =
∞∑
j=0

cj(λ)e
ijµ,

cj(λ) =
∞∑

k=−∞

c(k, j)eikλ.

Звiдси знаходимо, що спектральна характеристика оптимальної оцiнки
обчислюється за формулою

h(λ, µ) =
A+(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))

fζζ(λ, µ)
− C+(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
, (2.4)

де функцiї cj(λ) – визначаються системою рiвнянь

∞∑
j=0

aj(λ)dt−j(λ) =

∞∑
j=0

cj(λ)bt−j(λ), t ∈ Z+,

bj(λ) =
1

2π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
e−ijµdµ,

dj(λ) =
1

2π

πw
−π

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
e−ijµdµ.

Якщо визначити оператори B(λ), D(λ) у просторi ℓ2 матрицями з еле-
ментами:

BN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

fζζ (λ, µ)
dµ,

DN (λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ fξξ (λ, µ) + fξη (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . ,

якi задаються коефiцiєнтами Фур’є функцiй

1

fζζ(λ, µ)
,

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
,
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вiдповiдно, то рiвняння для знаходження функцiй cj(λ) матиме вигляд

D(λ)a(λ) = B(λ)c(λ),

звiдки
c(λ) = B−1(λ)D(λ)a(λ).

Спектральна характеристика h(λ, µ) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiоналу A+ξ мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки

∆(h; fξξ, fηη, fξη) = min
Âξ

M
∣∣∣A+ξ − Â+ξ

∣∣∣2 =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A+(λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ)− 2h(λ, µ)A+(fξη(λ, µ)+

+2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ) + |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ))dλdµ (2.5)
Отже справджуються такi твердження.

Теорема 2.1. Нехай ζ(k, j) = ξ(k, j) + η(k, j) – сума однорiдних та
однорiдно зв’язаних випадкових полiв. Нехай виконуються умова мiнi-
мальностi (2.1) та умови (2.2). Спектральну характеристику h(λ, µ)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптималь-
ної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за да-
ними спостережень поля ζ(k, j) = ξ(k, j) + η(k, j) в точках множини
(u, v) ∈ Z2\Z× Z+ можна обчислити за формулами (2.4), (2.5).

Наслiдок 2.1. Нехай ξ(k, j), η(k, j) – некорельованi однорiднi випадко-
вi поля, що мають спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ), якi задо-
вольняють умову мiнiмальностi

πw
−π

1

f(λ, µ) + g(λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ [−π;π] . (2.6)

Нехай виконуються умови (2.2). Спектральну характеристику h(f, g)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiн-
ки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z × Z+ можна обчи-
слити за формулами

h(f, g) =
A+(λ, µ)f(λ, µ)− C+(λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
=
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= A+(λ, µ)−
A+(λ, µ)g(λ, µ) + C+(λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
, (2.7)

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A+(λ, µ)g(λ, µ) + C+(λ, µ)|2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 f(λ, µ)dλdµ+

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A+(λ, µ)f(λ, µ)− C+(λ, µ)|2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 g(λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

πw
−π

 ∞∑
j=0

(B (λ)c(λ))(j) c̄(λ, j) +
∞∑
j=0

(R(λ) a(λ)) (j) ā(λ, j)

 dλ =

=
1

2π

πw
−π

[⟨B(λ) c(λ), c(λ)⟩] dλ+
1

2π

πw
−π

[⟨R(λ) a(λ), a(λ)⟩] dλ, (2.8)

де c(λ) = B−1(λ)D(λ)a(λ), ⟨a(λ), c(λ)⟩ =
∑∞

j=0 a (λ, j) c̄(λ, j) – скалярний
добуток у просторi ℓ2; B(λ), D(λ), R(λ) - оператори у просторi ℓ2, якi
визначаються коефiцiєнтами Фур’є функцiй

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
−1
, g(λ, µ) (f(λ, µ) + g(λ, µ))

−1
,

f(λ, µ) g(λ, µ) (f(λ, µ) + g(λ, µ))
−1
,

вiдповiдно

B(λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ, (2.9)

D(λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ, (2.10)

R(λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ; (2.11)

k, j = 0, 1, . . .

Наслiдок 2.2. Нехай ξ(k, j) – однорiдне випадкове поле, яке має спе-
ктральну щiльнiсть f(λ, µ), що задовольняє умову мiнiмальностi

πw
−π

1

f(λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ [−π;π] . (2.12)

Нехай виконуються умови (2.2). Спектральну характеристику h(f)
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та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiо-
нала A+ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z × Z+ можна обчислити за
формулами

h(f) = A+ (λ, µ)− C+ (λ, µ) f−1(λ, µ) =

= A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1 (λ, µ) , (2.13)

∆(f) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|C+ (λ, µ)|2 f−1(λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

πw
−π

⟨
B−1(λ)a(λ), a(λ)

⟩
dλ =

1

2π

πw
−π

∥A(λ) d(λ)∥2 dλ, (2.14)

де

C+(λ, µ) =
∞∑
j=0

(B−1(λ)a(λ)) (j) eijµ, r (λ, µ) =
∞∑
j=0

(A(λ)d(λ))(j)eijµ,

оператор A(λ) у просторi ℓ2 визначається спiввiдношенням (2.3), а
оператор B(λ) у просторi ℓ2 визначається матрицею з коефiцiєнтiв
Фур’є функцiї f−1(λ, µ)

B(λ) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f (λ, µ)
dµ, k, j = 0, 1, ...,

функцiя d(λ) = {d(λ, v) : v = 0, 1, . . . } визначає канонiчну факториза-
цiю спектральної щiльностi

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d(λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

.

Наслiдок 2.3. Нехай ξ(k, j), η(k, j) – некорельованi однорiднi випад-
ковi поля, що мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ),
g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ), що задовольнють умову мiнiмальностi (2.6).
Нехай виконуються умови (2.2). Спектральну характеристику h(f, g)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiн-
ки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z × Z+ можна обчи-
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слити за формулами

h(f, g) =
A+(λ, µ)f1(λ)f2(µ)− C+(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
=

= A+(λ, µ)−
A+(λ, µ)f1(λ)g2(µ) + C+(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
, (2.15)

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

f1(λ)
[⟨
Da(λ), B−1Da(λ)

⟩
+ ⟨Ra(λ), a(λ)⟩

]
dλ, (2.16)

де B, D, R – оператори у просторi ℓ2, якi задаються матрицями з
коефiцiєнтiв Фур’є функцiй

(f2(µ) + g2(µ))
−1
, f2(µ) (f2(µ) + g2(µ))

−1
, f2(µ)g2(µ) (f2(µ) + g2(µ))

−1

вiдповiдно

B (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . ,

D (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . ,

R (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ f2 (µ) g2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . .

У тому випадку, коли однорiдне випадкове поле ξ(k, j) спостерiгається
без шуму, (g(λ, µ) = 0), спектральну характеристику h(f) та сере-
дньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ

вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спостережень
поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z× Z+ можна обчислити за формулами

h(f) = A+ (λ, µ)− C̃+ (λ, µ)
1

f2(µ)
, (2.17)

h(f) = A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1
2 (µ) , (2.18)

∆(f) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|C+ (λ, µ)|2 f−1
1 (λ) f−1

2 (µ) dλ dµ =

=
1

2π

πw
−π

f1(λ)
⟨
B̃−1a(λ), a(λ)

⟩
dλ =
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=
1

2π

πw
−π

f1(λ) ∥A(λ) d2∥2 dλ, (2.19)

C̃+ (λ, µ) =

∞∑
j=0

(B̃−1a(λ)) (j) eijµ, r (λ, µ) =

∞∑
j=0

(A(λ)d2)(j)e
ijµ,

оператор A(λ) у просторi ℓ2 визначається спiввiдношенням (2.3), а
оператор B̃ у просторi ℓ2 визначається матрицею з коефiцiєнтiв Фур’є
функцiї (f2(µ))−1:

B̃ (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)µ 1

f2 (µ)
dµ, k, j = 0, 1, . . . ,

d = {d(v) : v = 0, 1, . . . } визначає канонiчну факторизацiю спектраль-
ної щiльностi

f (λ, µ) = |d(λ, µ)|2 =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d(λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

= f1(λ)

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d(v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

.

Приклад 2.1. Приклад, у якому для однорiдного випадкового поля ξ(k, j),
що має спектральну щiльнiсть

f(λ, µ) =
σ4

4π2

1

|1− α e−iλ|2
1

| 1− β e−iµ |2
= f1(λ)f2(µ),

f1(λ) =
σ2

2π

1

|1− α e−iλ|2
, f2(µ) =

σ2

2π

1

| 1− β e−iµ |2
, |α| < 1, |β| < 1,

♢
знайдено оцiнку функцiоналу A+ξ =

∑1
k=−1

∑1
j=0 a(k, j)ξ(k, j) двома

способами, подано у додатках (Приклад 4.5). Результати, отриманi цими
двома способами, спiвпадають i узгоджуються з результатами Ю.А. Ро-
занова [153] та А.М. Яглома [168], якi базуються на властивостях аналi-
тичних функцiй i пошуку спектральної характеристики як функцiї, що
задовольняє певним властивостям.
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2.1.3. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями в точках
площинi, за винятком точок поля першої чвертi

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратичного оптимального
оцiнювання функцiоналу

A++ξ =
∞∑
k=0

∞∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j), k ≥ 0, j ≥
0 за даними спостережень в точках (u, v) ∈ Z2\Z2

+ поля ζ(u, v) = ξ(u, v)+
η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+ , яке є сумою однорiдно зв’язаних випадкових
полiв та має спектральну щiльнiсть fζζ(λ, µ) = fξξ(λ, µ)+2Refξη(λ, µ)+
fηη(λ, µ), що задовольняє умову мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
dλ dµ <∞. (2.20)

Будемо вважати, що функцiя a(k, j), яка визначає функцiонал A++ξ,
задовольняє умови

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|a(k, j)| <∞,
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(k + 1)(j + 1) |a(k, j)|2 <∞. (2.21)

Тодi функцiонал A++ξ має скiнченний другий момент i оператор
A++ у просторi ℓ2,2 подвiйних послiдовностей d = {d(k, j) : k, j = 0, 1, . . . }
зi скiнченною сумою квадратiв, який задається спiввiдношенням

(A++d) (k, j) =
∞∑
u=0

∞∑
v=0

a(k + u, j + v)d(u, v), (2.22)

симетричний i компактний.
Лiнiйну оцiнку функцiоналу A++ξ за даними спостережень поля

ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках (u, v) ∈ Z2\Z2
+ шукаємо у виглядi

Â++ξ =

πw
−π

πw
−π

h(eiλ, eiµ)Zζ(dλ, dµ).

Функцiя h(eiλ, eiµ) належить пiдпростору L−
2 (fζ) у просторi L2(fζ), по-

родженому функцiями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈ Z2\Z2
+. Спектральна хара-

ктеристика h(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу A++ξ мiнi-
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мiзує величину середньоквадратичної похибки

∆(fξξ, fξη, fηη) = min
h∈L−

2 (f+g)
∆(h; fξξ, fξη, fηη) = min

Â++ξ
M
∣∣∣A++ξ − Â++ξ

∣∣∣2 .
Величина ∆(fξξ, fξη, fηη) визначається лише щiльностями fξξ, fξη, fηη.
Якщо щiльностi вiдомi, то, використавши властивостi ортогонального
проектування у гiльбертовому просторi H = L2(Ω, F, P ) випадкових
величин другого порядку, одержимо

h(λ, µ) =
A++(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))− C++(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
, (2.23)

∆(fξξ, fξη, fηη) =

=

1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A++(λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ) − 2h(λ, µ)A++(λ, µ)fξη(λ, µ)+

+2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ) + |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ))dλdµ, (2.24)
де

C++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

c(k, j)ei(kλ+jµ),

A++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

a (k, j)ei(kλ+jµ),

c = B−1Da,

B, D – оператори у просторi ℓ2,2 якi визначаються коефiцiєнтами Фур’є
функцiй (fζζ(λ, µ))

−1 , fξξ(λ, µ) (fζζ(λ, µ))
−1, вiдповiдно:

(Bc) (k, j) =
∞∑
u=0

∞∑
v=0

c (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) 1

fζζ (λ, µ)
dλdµ,

(Dc) (k, j) =
∞∑
u=0

∞∑
v=0

c (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) fξξ (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dλdµ,

k, j = 0, 1, . . .

Пiдсумуємо викладенi результати у виглядi наступної теореми.

Теорема 2.2. Нехай ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) – сума однорiдних та
однорiдно зв’язаних випадкових полiв та нехай виконуються умови
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мiнiмальностi (2.20) та умови (2.21). Спектральну характеристи-
ку h(λ, µ) та величину середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη)

оптимальної оцiнки функцiонала A++ξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j)
за даними спостережень поля ξ(u, v)+η(u, v) в точках множини (u, v) ∈
Z2\Z2

+ можна обчислити за формулами (2.23), (2.24).

Наслiдок 2.4. Нехай ξ(k, j), η(k, j) – некорельованi однорiднi випадко-
вi поля, що мають спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ), якi задоволь-
няють умову мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

f(λ, µ) + g(λ, µ)
dλ dµ < ∞. (2.25)

Нехай виконуються умови (2.21). Спектральну характеристику h(f, g)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiн-
ки функцiонала A++ξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+ можна обчислити
за формулами

h(f, g) =
A++(e

iλ, eiµ)f(λ, µ)− C++(e
iλ, eiµ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
, (2.26)

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣A++(e
iλ, eiµ)g(λ, µ) + C++(e

iλ, eiµ)
∣∣2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 f(λ, µ)dλdµ

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣A++(e
iλ, eiµ)f(λ, µ)− C++(e

iλ, eiµ)
∣∣2

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
2 g(λ, µ) dλ dµ =

=

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(B c)(k, j)c̄(k, j) +

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(Ra)(k, j)ā(k, j) =

= ⟨B c, c⟩+ ⟨Ra, a⟩ , (2.27)
де

C++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

c (k, j)ei(kλ+jµ),

A++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

a (k, j)ei(kλ+jµ),

c = B−1Da,

⟨a, c⟩ =
∑∞

k=0

∑∞
j=0 a(k, j)c̄(k, j) - скалярний добуток у просторi ℓ2,2

82



подвiйних послiдовностей a = {a(k, j) : k, j = 0, 1, ...} iз скiнченою су-
мою квадратiв, B, D, R - оператори у просторi ℓ2,2 якi визначаються
коефiцiєнтами Фур’є функцiй

(f(λ, µ) + g(λ, µ))
−1
, g(λ, µ) (f(λ, µ) + g(λ, µ))

−1
,

f(λ, µ) g(λ, µ) (f(λ, µ) + g(λ, µ))
−1

вiдповiдно:

(Bc) (k, j) =

=
∞∑
u=0

∞∑
v=0

c (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) 1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλdµ,

(2.28)

(Dc) (k, j) =

=

∞∑
u=0

∞∑
v=0

c (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλdµ,

(2.29)

(Rc) (k, j) =

=
∞∑
u=0

∞∑
v=0

c (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλdµ,

(2.30)

k, j = 0, 1, . . .

Наслiдок 2.5. Нехай ξ(k, j) – однорiдне випадкове поле, що спосте-
рiгається без шуму та має спектральну щiльнiсть f(λ, µ), яка задо-
вольняє умову мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

f(λ, µ)
dλ dµ < ∞. (2.31)

Нехай виконуються умови (2.21). Спектральну характеристику h(f)
та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки функцiо-
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нала A++ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними
спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+ можна обчислити за
формулами

h(f) = A++

(
eiλ, eiµ

)
− C++

(
eiλ, eiµ

)
f−1(λ, µ) =

= A++

(
eiλ, eiµ

)
− (A++ d)

(
eiλ, eiµ

)
d−1

(
eiλ, eiµ

)
, (2.32)

∆(f) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣C++(e
iλ, eiµ)

∣∣2 f−1(λ, µ)dλdµ =

=
⟨
B−1a, a

⟩
= ∥A++d∥2 , (2.33)

де

C++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(B−1a) (k, j) ei(kλ+jµ),

(A++ d) (e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(A++ d) (k, j) e
i(kλ+jµ),

A++, B – оператори у просторi ℓ2,2, якi визначаються спiввiдношен-
ням (2.22) та спiввiдношенням

(Ba) (k, j) =
∞∑
u=0

∞∑
v=0

a (u, v)
1

4π2

πw
−π

πw
−π

ei((u−k)λ+(v−j)µ) 1

f (λ, µ)
dλdµ,

послiдовнiсть d = {d(u, v) : u, v = 0, 1, . . . } визначає канонiчну факто-
ризацiю спектральної щiльностi

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d (u, v) ei(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

.

Приклад 2.2. Приклад, у якому розв’язано задачу оптимального лiнiй-
ного оцiнювання невiдомого значення функцiонала

Aξ =
1∑

k=0

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями випадкового однорiдного поля ξ(u, v) в точках мно-
жини (u, v) ∈ Z2\Z+×Z+, спектральна щiльнiсть якого має такий самий
вигляд як i в попередньому прикладi 2.1, розмiщено у додатках (При-
клад 4.7). ♢
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2.1.4. Мiнiмакснi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Скористатись формулами для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(k, j) за да-
ними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z× Z+ можна
за умови, що визначенi спектральнi щiльноятi полiв, якi задовольня-
ють вiдповiднi умови мiнiмальностi. У тому випадку, коли спектраль-
нi щiльностi невiдомi, а визначенi лише класи можливих (допустимих)
спектральних щiльностей застосовують мiнiмаксний пiдхiд ро задачi
оцiнювання функцiонала. Вiдповiднi означення найменш сприятливих
спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характеристик
наведенi у попереднiх роздiлах. У цьому раздiлi матимемо такi твер-
дження, що є наслiдком означень, тверджень теореми 2.1 та наслiдкiв
2.1 – 2.3.

Лема 2.1. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в класi допустимих спектральних щiльностей Df × Dg при
оптимальнiї лiнiйнiй екстраполяцiї функцiонала A+ξ, якщо коефiцi-
єнти Фур’є функцiй

(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
−1, f0(λ, µ)(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

−1,

f0(λ, µ)g0(λ, µ)(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
−1

задають оператори B0(λ), D0(λ), R0(λ) за формулами (2.9)–(2.11), якi
визначають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

1

2π

πw
−π

[⟨
D(λ)a(λ), B−1(λ)D(λ) a(λ)

⟩
+ ⟨R(λ) a(λ), a(λ)⟩

]
dλ =

=
1

2π

πw
−π

[⟨
D0(λ)a(λ), (B0(λ))−1D0(λ)a(λ)

⟩
+
⟨
R0(λ)a(λ), a(λ)

⟩]
dλ.

(2.34)
Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (2.7) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.2. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового поля ξ(k, j)
яке допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ(k, j) =
∞∑

u=−∞

j∑
v=−∞

d0 (k − u, j − v) γ (u, v) , (2.35)
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де γ (u, v) — стандартне поле з некорельованими значеннями, буде
найменш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiйному оцi-
нюваннi функцiонала A+ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при
(u, v) ∈ Z2\Z× Z+, якщо спектральна щiльнiсть f0 (λ, µ) допускає ка-
нонiчну факторизацiю

f0 (λ, µ) =
∣∣d0 (λ, µ)∣∣2 , d0 (λ, µ) =

∞∑
v=0

d0 (λ, v) e−ivµ, (2.36)

де d0(λ) =
{
d0(λ, v) : v = 0, 1, . . .

}
– розв’язок задачi на умовний екстре-

мум
1

2π

πw
−π

∥A+(λ) d(λ)∥2 dλ→ max,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

∈ Df . (2.37)

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за фор-
мулою (2.13) за умови, що h(f0) ∈ HDf

.

Найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) та мiнiмаксна спе-
ктральна характеристика h0 = h(f0, g0) утворюють сiдлову точку фун-
кцiї ∆(h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки виконую-
ться, коли h0 = h(f0, g0), h(f0, g0) ∈ HD i (f0, g0) є розв’язком задачi на
умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) (2.38)

де

∆(h (f0, g0) ; f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C+ (λ, µ)|2

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2 f (λ, µ) dλdµ

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C+ (λ, µ)|2

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2 g (λ, µ) dλ dµ.

Задача на умовний екстремум (2.38) еквiвалентна задачi на безумов-
ний екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (2.39)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) - iндикаторна функцiя множини Df ×Dg. Розв’я-
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зок задачi (2.39) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), де ∂∆D (f0, g0)
– субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi (f0, g0). Ско-
ристаємося даною умовою для знаходження найменш сприятливих спе-
ктральних щiльностей для конкретних класiв допустимих щiльностей.

2.1.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi D0
f (λ)×D0

g(λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невi-
домих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спостережень поля
ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z × Z+ за умови, що спектральнi щiль-
ностi полiв невiдомi, а визначенi лише класи допустимих спектральних
щiльностей, що мають вигляд D0

f (λ)×D0
g(λ), де

D0
f (λ) =

{
f(λ, µ) | 1

2π

πw
−π

f(λ, µ) dµ ≤ P1(λ), λ ∈ [−π, π]

}
,

D0
g(λ) =

{
g(λ, µ) | 1

2π

πw
−π

g(λ, µ) dµ ≤ P2(λ), λ ∈ [−π, π]

}
.

Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f , g0(λ, µ) ∈ D0

g та нехай функцiї

hf (f0, g0) =
|A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C+ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.40)

hg (f0, g0) =
|A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C+ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.41)

обмеженi. За цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лi-
нiйним функцiоналом у просторi L1. Тому з умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при
D = D0

f ×D0
g знаходимо, що найменш сприятливi спектральнi щiльностi

f0 ∈ D0
f , g0 ∈ D0

g задовольняють рiвняння∣∣A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0
+ (λ, µ)

∣∣ = α1(λ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.42)∣∣A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
+ (λ, µ)

∣∣ = α2(λ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.43)
де константи α1 (λ) ≥ 0,α2 (λ) ≥ 0.

Зауважимо, що α(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

πw
−π

f0(λ, µ) dµ = P1(λ), (2.44)
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та β(λ) ̸= 0, якщо
1

2π

πw
−π

g0(λ, µ) dµ = P2(λ). (2.45)

Справедливi такi твердження.

Теорема 2.3. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f (λ), g0(λ, µ) ∈ D0

g(λ) за-
довольняють умову мiнiмальностi (2.6), i нехай функцiї hf (f0, g0),
hg (f0, g0), що визначенi за формулами (2.40), (2.41), обмеженi. Спе-
ктральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприятливi в D0

f (λ) ×
D0

g(λ) при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо
f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком систем рiвнянь (2.42), (2.43) i визнача-
ють розв’язок екстремальної задачi (2.34). Функцiя h (f0, g0), обчисле-
на за формулою (2.7) за умови, що h(f0, g0) ∈ HDf

, є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ.

Наслiдок 2.6. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) вiдома, спектраль-
на щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ D0

g(λ), функцiя f(λ, µ) + g0(λ, µ) задовольняє
умову мiнiмальностi (2.6), виконуються умови (2.2), функцiя hg (f, g0),
що обчислена за формулою (2.41), обмежена. Спектральна щiльнiсть
g0(λ, µ) найменш сприятлива в класi D0

g(λ) при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо вона визначається формулою

g0 (λ, µ) = max
{
0, α−1

2 (λ) |A+ (λ, µ) f (λ, µ)− C+ (λ, µ) | − f (λ, µ)
}

i пара f(λ, µ), g0(λ, µ) задає розв’язок екстремальної задачi (2.34). Фун-
кцiя h (f, g0), обчислена за формулою (2.7) за умови, що h(f, g0) ∈ HD,
є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки
функцiонала A+ξ.

Наслiдок 2.7. Нехай виконуються умови (2.2). Спектральна щiль-
нiсть

f0 (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

d0 (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d0(λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

однорiдного випадкового поля, що допускає розклад рухомого середнього

ξ(k, j) =
∞∑

u=−∞

j∑
v=−∞

d0 (k − u, j − v) γ (u, v) (2.46)
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де d0(λ) =
{
d0(λ, v) : v = 0, 1, . . .

}
– власний елемент оператора A(λ),

що вiдповiдає найбiльшому власному значенню v(λ) i задовольняє умовi

∞∑
v=0

∣∣ d0 (λ, v) ∣∣2 = P1(λ),

найменш сприятлива в класi D0
f (λ) при оптимальному лiнiйному оцi-

нюваннi функцiонала A+ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при
(u, v) ∈ Z2\Z × Z+. Мiнiмаксну спектральну характеристику можна
обчислити за формулою (2.13). Мiнiмаксне значення похибки оцiнки
функцiоналу A+ξ дорiвнює

1

2π

πw
−π

P1(λ)v
2(λ)dλ.

Наслiдок 2.8. Нехай ξ(k, j) - однорiдне випадкове поле, що має спе-
ктральну щiльнiсть f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ), де f1(λ) – фiксована щiль-
нiсть,

r π

−π
f1 (λ) dλ = P 2

1 , f2(µ) задовольняє умову умову мiнiмально-
стi (2.12), та

f2(µ) ∈ D0
f =

{
f(µ) | 1

2π

πw
−π

f(µ) dµ ≤ P 2
2

}
.

Нехай виконуються умови (2.2). Тодi найменш сприятливою щiльнi-
стю в класi D0

f при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiона-
ла A+ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+ буде
щiльнiсть

f0 (λ, µ) = f1 (λ)

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

d0(v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

,

де d0 =
{
d0(v) : v = 0, 1, . . .

}
,
√
f1(λ)d

0 – власний елемент оператора
A(λ), що вiдповiдає найбiльшому власному значенню v(λ) i задовольняє
умову

∑∞
v=0

∣∣ d0 (v) ∣∣2 = P 2
2 . Мiнiмаксну спектральну характеристику

h(f) можна обчислити за формулами (2.17).

Приклад 2.3. Приклад, у якому розглянуто випадкове однорiдне поле iз
спектральною щiльнiстю f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ), f1(λ) – фiксована щiль-
нiсть,

r π

−π
f1 (λ) dλ = P 2

1 , точне значення щiльностi f2 (µ) невiдомо, але
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вiдомо, що вона належить класу D0
f , та знайдено оптимальну лiнiйну

оцiнку невiдомого значення функцiоналуAξ =
∑N

k=−N

∑1
j=0 a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\Z × Z+, розмiщено у додатках
(Приклад 4.8).

2.1.6. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = Du

v (λ)×Dε(λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невi-
домих значень однорiдного поля ξ(k, j) за даними спостережень поля
ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z × Z+ за умови, що спектральнi щiль-
ноятi полiв невiдомi, а визначенi лише класи допустимих спектральних
щiльностей D = Du

v (λ)×Dε(λ), де клас Du
v (λ) описує “смугову” модель

випадкових полiв:

Du
v (λ) =

{
f (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

4π2

πw
−π

f(λ, µ)dµ = P1(λ), λ ∈ [−π, π]
}
,

клас Dε(λ) описує модель “ε - забруднення” випадкових полiв:

Dε(λ) =

{
g (λ, µ) | g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εw (λ, µ) ,

1

4π2

πw
−π

g(λ, µ)dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π]
}
,

спектральнi щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ), g1(λ, µ) заданi i фiксованi i, крiм
того, щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ) обмеженi.

Нехай f0(λ, µ) ∈ Du
v (λ), g0(λ, µ) ∈ Dε(λ) такi спектральнi щiльностi,

що функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), обчисленi за формулами (2.40), (2.41),
обмеженi. З умови 0 ∈ ∆D (f0, g0) при D = Du

v (λ) × Dε(λ) знаходимо,
що найменш сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

+ (λ, µ)
∣∣ =

= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
(
γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1

1 (λ)
)
, (2.47)
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∣∣A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
+ (λ, µ)

∣∣ =
= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

(
φ(λ, µ) + α−1

2 (λ)
)
, (2.48)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ v (λ, µ); функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ u (λ, µ); функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i
φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ).

Сформулюємо одержане твердження у виглядi теореми.

Теорема 2.4. Нехай f0(λ, µ) ∈ Du
v (λ), g0(λ, µ) ∈ Dε(λ), виконується

умова мiнiмальностi (2.6), умови (2.2) i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0),
якi обчисленi за формулами (2.40), (2.41), обмеженi. Спектральнi щiль-
ностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприятливi в класi D = Du

v (λ)×Dε(λ)

при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо вони
задовольняють рiвняння (2.47), (2.48), умови (2.44), (2.45) i визнача-
ють розв’язок екстремальної задачi (2.34). Функцiя h (f0, g0), що об-
числена за формулою (2.7), є мiнiмаксною спектральною характери-
стикою оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ.

Наслiдок 2.9. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть f(λ, µ) + g0(λ, µ) задовольняє умову мiнiмальностi (2.6), вико-
нуються умови (2.2) i функцiя hg (f, g0), обчислена за формулою (2.41),
обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ, µ) найменш сприятлива в кла-
сi Dε при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо

g0 (λ, µ) = max

{
(1− ε) g1 (λ, µ) ,

α2(λ)
∣∣A+ (λ, µ) f (λ, µ)− C0

+ (λ, µ)
∣∣− f (λ, µ)

}
(2.49)

i пара (f(λ, µ), g0(λ, µ)) визначає розв’язок екстримальної задачi (2.34).
Функцiя h (f, g0), обчислена за формулою (2.7) є мiнiмаксною спектраль-
ною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ.

Наслiдок 2.10. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ Du
v , викону-

ється умова мiнiмальностi (2.12), умови (2.2) та функцiя h(f0) обме-
жена. Спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) найменш сприятлива в класi
D0

f при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A+ξ за да-
ними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z× Z+, якщо

f0 (λ, µ) = max
{
v (λ, µ) ,min

{
u (λ, µ) , α1 (λ)

∣∣C0
+

(
eiλ, eiµ

) ∣∣}} (2.50)
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i функцiя f0(λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.39) при
Df = Du

v . Мiнiмаксна спектральна характеристика обчислюється за
формулою (2.13) .

2.1.7. Мiнiмакснi оцiнки за спостереженнями в усiх точках
площини за винятком точок першої чвертi

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратичного оптимального
оцiнювання функцiоналу A++ξ вiд невiдомих значень однорiдного ви-
падкового поля ξ(k, j), (k, j) ∈ Z2

+ за даними спостережень поля ξ(u, v)+
η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+, за умови, що спектральнi щiльностi f(λ, µ),
g(λ, µ) поля ξ(u, v) та поля η(u, v) невiдомi, а визначенi лише класи
можливих (допустимих) спектральних щiльностей. У цьому раздiлi ма-
тимемо такi твердження, що є наслiдком означень, тверджень теореми
2.2 та наслiдкiв 2.4 – 2.5.

Лема 2.3. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в Df × Dg при оптимальнiї лiнiйнiй екстраполяцiї функцiо-
нала A++ξ, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

−1,
f0(λ, µ)(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

−1, f0(λ, µ)g0(λ, µ)(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
−1 зада-

ють оператори B0, D0, R0, за формулами (2.28) – (2.30), якi визна-
чають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

⟨
Da,B−1Da

⟩
+ ⟨Ra, a⟩ =

=
⟨
D0a, (B0)−1D0a

⟩
+
⟨
R0a, a

⟩
. (2.51)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (2.26) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.4. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового поля ξ(k, j),
що допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ(k, j) =

k∑
u=−∞

j∑
v=−∞

d0 (k − u, j − v) γ (u, v) , (2.52)

де γ (u, v) — стандартне поле з некорельованими значеннями, буде
найменш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiйному оцi-
нюваннi функцiонала A++ξ, якщо спектральна щiльнiсть f0 (λ, µ) до-
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пускає канонiчну факторизацiю

f0 (λ, µ) =
∣∣d0 (λ, µ)∣∣2 , d0 (λ, µ) = ∞∑

u=0

∞∑
v=0

d0 (λ, v) e−i(uλ+vµ), (2.53)

де d0(λ) =
{
d0(u, v) : v = 0, 1, . . .

}
– розв’язок задачi на умовний екс-

тремум
∥A++d∥2 → max,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

∈ Df . (2.54)

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за фор-
мулою (2.32) та за умови, що h(f0) ∈ HDf

.

Найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) та мiнiмаксна спе-
ктральна характеристика h0 = h(f0,g0) утворюють сiдлову точку фун-
кцiї ∆(h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки виконую-
ться, коли h0 = h(f0, g0), h(f0, g0) ∈ HD i (f0, g0) є розв’язком задачi на
умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) , (2.55)

де
∆(h (f0, g0) ; f, g) =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
g0 (λ, µ) + C++

(
eiλ, eiµ

)∣∣2
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

2 f (λ, µ) dλdµ

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
f0 (λ, µ)− C++

(
eiλ, eiµ

)∣∣2
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

2 g (λ, µ) dλdµ,

C++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

c(k, j)ei(kλ+jµ),

A++(e
iλ, eiµ) =

∞∑
k=0

∞∑
j=0

a(k, j)ei(kλ+jµ).

Задача на умовний екстремум (2.55) еквiвалентна задачi на безумовний
екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (2.56)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множини Df ×Dg. Розв’я-
зок задачi (2.56) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), де ∂∆D (f0, g0)
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– субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi (f0, g0). Ско-
ристаємося даною умовою для знаходження найменш сприятливих спе-
ктральних щiльностей для конкретних класiв допустимих щiльностей.

2.1.8. Найменш сприятливi щiльностi в класi D0
f ×D0

g

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратичного оптимального
оцiнювання функцiоналу A++ξ вiд невiдомих значень однорiдного ви-
падкового поля ξ(k, j), (k, j) ∈ Z2

+ за даними спостережень поля ξ(u, v)+
η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+, за умови, що спектральнi щiльностi полiв не-
вiдомi, а визначенi лише класи допустимих спектральних щiльностей,
що мають вигляд D0

f ×D0
g , де

D0
f =

{
f(λ, µ)| 1

4π2

πw
−π

πw
−π

f(λ, µ)dλdµ ≤ P1

}
,

D0
g =

{
g(λ, µ)| 1

4π2

πw
−π

πw
−π

g(λ, µ)dλdµ ≤ P2

}
.

Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f , g0(λ, µ) ∈ D0

g та нехай функцiї

hf (f0, g0) =
|A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C++ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.57)

hg (f0, g0) =
|A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C++ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.58)

обмеженi. За цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лi-
нiйним функцiоналом у просторi L1 × L1. Тому

∂∆D0
f×D0

g
(f0, g0) = −∂∆(h (f0, g0) ; f0, g0) + ∂δ

(
(f0, g0)

∣∣D0
f ×D0

g

)
.

З умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = D0
f ×D0

g знаходимо, що найменш
сприятливi щiльностi f0 ∈ D0

f , g0 ∈ D0
g задовольняють рiвняння∣∣A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

++ (λ, µ)
∣∣ = α1 (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.59)∣∣A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0

++ (λ, µ)
∣∣ = α2 (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.60)

константи α1 ≥ 0,α2 ≥ 0. Зауважимо, що α1 ̸= 0 при

1

4π2

πw
−π

πw
−π

f0(λ, µ)dλdµ = P1, (2.61)

94



та α2 ̸= 0, якщо
1

4π2

πw
−π

πw
−π

g0(λ, µ)dλdµ = P2. (2.62)

Справедливi такi твердження.

Теорема 2.5. Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f , g0(λ, µ) ∈ D0

g задоволь-
няють умову мiнiмальностi (2.25), виконуються умови (2.21), i фун-
кцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за формулами (2.57), (2.58),
обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в D0

f×D0
g при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала

A++ξ, якщо f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком систем рiвнянь (2.59), (2.60),
задовольняють умови (2.61), (2.62), i визначають розв’язок екстре-
мальної задачi (2.51). Функцiя h (f0, g0), обчислена за формулою (2.26),
є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки
функцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.11. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) вiдома, спектраль-
на щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ D0

g, функцiя f(λ, µ)+g0(λ, µ) задовольняє умову
мiнiмальностi (2.25), виконуються умови (2.21) та функцiя hg (f, g0),
що обчислена за формулою (2.58), обмежена. Спектральна щiльнiсть
g0(λ, µ) найменш сприятлива в класi D0

g при оптимальному лiнiйному
оцiнюваннi функцiонала A++ξ, якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max
{
0, α−1

2 (λ) |A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C++ (λ, µ)| − f (λ, µ)
}

i пара f(λ, µ), g0(λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.51).
Функцiя h (f, g0) обчислена за формулою (2.26), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала Aξ.

Наслiдок 2.12. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового по-
ля, що допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ(k, j) =
k∑

u=−∞

j∑
v=−∞

d0 (k − u, j − v) γ (u, v) (2.63)

де d0 =
{
d0(u, v) : u, v = 0, 1, ...

}
– власний елемент оператора A++, що
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вiдповiдає найбiльшому власному значенню v i задовольняє умовi
∞∑
u=0

∞∑
v=0

∣∣ d0 (u, v) ∣∣2 = P1,

найменш сприятлива в класi D0
f при оптимальному лiнiйному оцi-

нюваннi функцiонала A++ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при
(u, v) ∈ Z2\Z2

+. Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчи-
слити за формулою (2.32). Мiнiмаксне значення похибки оцiнки фун-
кцiоналу A++ξ дорiвнює P1v

2.

Приклад 2.4. Приклад, у якому дослiджено оптимальну лiнiйну оцiнку
невiдомого значення функцiоналу Aξ =

∑1
k=0

∑1
j=0 a(k, j)ξ(k, j) за спо-

стереженнями поля ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\Z+ з спектральною щiльнiстю,
точне значення якої невiдомо, але вiдомо, що вона належить класу:

Df =

{
f(λ, µ) :

πw
−π

πw
−π

f(λ, µ)dλdµ ≤ P

}

розглянуто у додатках (Приклад 4.9). ♢

2.1.9. Найменш сприятливi щiльностi в класi D = Du
v ×Dε

Розглянемо задачу в класi спектральних щiльностей D = Du
v × Dε, де

клас Du
v описує “смугову” модель випадкових полiв

Du
v =

{
f (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

4π2

πw
−π

πw
−π

f(λ, µ)dλdµ = P1

}
,

клас Dε описує модель “ε - забруднення” випадкових полiв:

Dε =

{
g (λ, µ) | g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εw (λ, µ) ,

1

4π2

πw
−π

πw
−π

g(λ, µ)dλdµ = P2

}
,
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спектральнi щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ), g1(λ, µ) заданi i фiксованi i, крiм
того, щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ) обмеженi.
Нехай f0(λ, µ) ∈ Du

v , g0(λ, µ) ∈ Dε такi спектральнi щiльностi, що фун-
кцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), обчисленi за формулами (2.57), (2.58), обме-
женi. З умови 0 ∈ ∆D (f0, g0) при D = Du

v ×Dε знаходимо, що найменш
сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

++ (λ, µ)
∣∣ =

= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
(
γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1

1 (λ)
)
, (2.64)

∣∣A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
++ (λ, µ)

∣∣ =
= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

(
φ(λ, µ) + α−1

2 (λ)
)
, (2.65)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ v (λ, µ) ; функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ u (λ, µ); функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i
φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ).

Сформулюємо одержане твердження у виглядi теореми.

Теорема 2.6. Нехай f0(λ, µ) ∈ Du
v , g0(λ, µ) ∈ Dε задовольняють умову

мiнiмальностi (2.25), виконуються умови (2.21), i функцiї hf (f0, g0),
hg (f0, g0), що визначенi за формулами (2.57), (2.58), обмеженi. Спе-
ктральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприятливi в класi D =

Du
v ×Dε при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A++ξ,

якщо вони задовольняють рiвняння (2.64), (2.65), умови (2.61), (2.62) i
визначають розв’язок екстремальної задачi (2.51). Функцiя h (f0, g0),
обчислена за формулою (2.26) є мiнiмаксною спектральною характе-
ристикою оптимальної оцiнки функцiонала A++ξ.
Наслiдок 2.13. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть f(λ, µ) + g0(λ, µ) задовольняє умову мiнiмальностi (2.25), ви-
конуються умови (2.21), i функцiя hg (f, g0) обчислена за формулою
(2.58), обмежена. Спектральна щiльнiсть g0(λ, µ) найменш сприятли-
ва в класi Dε при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала
A++ξ, якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max

{
(1− ε) g1 (λ, µ) ,

α2(λ)
∣∣A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C0

++ (λ, µ)
∣∣− f (λ, µ)

}
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i пара (f(λ, µ), g0(λ, µ)) визначає розв’язок екстримальної задачi (2.51).
Функцiя h (f, g0), обчислена за формулою (2.26), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.14. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ Du
v , задо-

вольняє умову мiнiмальностi (2.31), виконуються умови (2.21) та
функцiя h(f0) обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) найменш спри-
ятлива в класi D0

f при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiо-
нала Aξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+, якщо
вона має вигляд

f0 (λ, µ) = max
{
v (λ, µ) ,min

{
u (λ, µ) , α1 (λ)

∣∣C0
(
eiλ, eiµ

)∣∣}} (2.66)

i визначає розв’язок екстремальної задачi (2.51) при Df = Du
v . Мiнiма-

ксна спектральна характеристика обчислюється за формулою (2.32).

2.1.10. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = D2ε1 ×D1ε2

Розглянемо задачу мiнiмаксного оцiнювання функцiонала A++ξ в
класi щiльностей D2ε1×D1ε2 , що описують моделi “ε–околу” випадкових
полiв у просторi L2 × L1. Нехай множина щiльностей

D2ε1 =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

|f(λ, µ)− f1(λ, µ)|2 dλdµ ≤ ε1

}

описує “ε–окiл” у просторi L2 заданої обмеженої спектральної щiльностi
f1(λ, µ), а множина щiльностей

D1ε2 =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

|g(λ, µ)− g1(λ, µ)| dλdµ ≤ ε2

}

описує “ε–окiл” у просторi L1 заданої обмеженої спектральної щiль-
ностi g1(λ, µ). Нехай f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D1ε2 такi, що функцiї
hf (f0, g0), hg (f0, g0), що обчисленi за формулами (2.57), (2.58), обмеже-
нi. З умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = D2ε1 ×D1ε2 знаходимо рiвняння∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
g0 (λ, µ) + C0

(
eiλ, eiµ

) ∣∣ =
= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

2
(f0(λ, µ)− f1(λ, µ))α1, (2.67)
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∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
f0 (λ, µ)− C0

(
eiλ, eiµ

)∣∣2 =

= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ)) Ψ(λ, µ)α2, (2.68)

де Ψ(λ, µ) ≤ 1 та Ψ(λ, µ) = sign (g0(λ, µ)− g1(λ, µ)) при g0(λ, µ) ̸=
g1(λ, µ), α1, α2– сталi величини. Рiвняння (2.67), (2.68) разом з екс-
тремальною умовою (2.51) та умовами нормування

1

4π2

πw
−π

πw
−π

|f0(λ, µ)− f1(λ, µ)|2 dλdµ = ε1, (2.69)

1

4π2

πw
−π

πw
−π

|g0(λ, µ)− g1(λ, µ)| dλdµ = ε2, (2.70)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2ε1 ×
D1ε2 .

Справедливi такi теореми.

Теорема 2.7. Нехай f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D1ε2 задовольняють
умову мiнiмальностi (2.25), нехай виконуються умови (2.21) та не-
хай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що обчисленi за формулами (2.57),
(2.58), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш
сприятливi в класi D2ε1 × D1ε2 для оптимальної екстраполяцiї фун-
кцiонала A++ξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.67), (2.68), умо-
ви нормування (2.69), (2.70) i визначають розв’язок екстремальної за-
дачi (2.51). Функцiя h (f0, g0), що обчислена за формулою (2.26), є мi-
нiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки фун-
кцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.15. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть g0(λ, µ) ∈ D1ε2 щiльнiсть f(λ, µ) + g0(λ, µ) задовольняє умову
мiнiмальностi (2.25), виконуються умови (2.21), i функцiя hg (f, g0),
що обчислена за формулою (2.58), обмежена. Спектральна щiльнiсть
g0(λ, µ) найменш сприятлива в класi D1ε2 для оптимальної екстрапо-
ляцiї функцiонала A++ξ, якщо якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max
{
g1 (λ, µ) , α2

∣∣A (eiλ, eiµ) f (λ, µ)− C0
(
eiλ, eiµ

)∣∣− f (λ, µ)
}

i щiльностi f(λ, µ), g0(λ, µ)визначають розв’язок екстремальної задачi
(2.51). Функцiя h (f, g0), що обчислена за формулою (2.26), є мiнiма-
ксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiо-
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нала A++ξ.

Наслiдок 2.16. Нехай спектральна щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , фун-
кцiя f−1

0 (λ, µ) iнтегрована, виконуються умови (2.21), i функцiя h(f0),
обчислена за формулою (2.32), обмежена. Спектральна щiльнiсть f0(λ, µ)
найменш сприятлива в класi D2ε1 для оптимальної екстраполяцiї фун-
кцiонала A++ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+,
якщо виконується спiввiдношення∣∣C0

(
eiλ, eiµ

)∣∣2 = f20 (λ, µ) (f0 (λ, µ)− f1 (λ, µ)) α1

i функцiя f0(λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.51). Мiнi-
максна спектральна характеристика обчислюється за формулою (2.32).

2.2. Екстраполяцiя випадкових полiв
неперервного аргументу

2.2.1. Постановка задач

Нехай однорiдне випадкове поле ξ (u, v) + η (u, v), яке уявляє собою
суму однорiдних неперервних у середньоквадратичному полiв ξ (u, v)
та η (u, v), спостерiгається в усiх точках площини за винятком деякої
областiK, яка уявляє собою пiвплощину або чверть пiвплощини. Задача
лiнiйного оцiнювання функцiонала

Aξ =
w
(s,

w
t)∈K

a(s, t)ξ(s, t)dsdt

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (u, v) , (u, v) ∈ K
за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\K поля-
гає у знаходженнi такої оцiнки Âξ функцiонала з класу лiнiйних оцi-
нок, щоб мiнiмiзувати величину середньоквадратичної похибки ∆ =

M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2.
У випадку вiдомих спектральних щiльностей процесiв або полiв най-

бiльш поширеним методом знаходження оптимальних екстраполяцiй-
них оцiнок є метод, який базується на канонiчнiй факторизацiї спе-
ктральних щiльностей [148]– [152], [153], [166], [167], [220]– [223] та пошу-
ку спектральної характеристики оцiнки як граничного значення деякої
аналiтичної функцiї, що задовольняє певним властивостям.

У цьому роздiлi, аналогiчно тому як це зроблено для поля дискре-
тних аргументiв, знайдемо оптимальнi оцiнки методом А.М. Колмого-
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рова за умови вiдомих спектральних щiльностей полiв та мiнiмакснi
оцiнки за умови спектральної невизначеностi полiв. При цьому ми не
будемо вимагати канонiчної факторизацiї спектральної щiльностi.

2.2.2. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Нехай випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) спостерiгається при
(u, v) ∈ R2\R × R+, де ξ(u, v), η(u, v) – середньоквадратично неперерв-
нi однорiднi та однорiдно зв’язанi (у широкому розумiннi) випадковi
поля, кореляцiйна структура яких визначається додатньо визначеною
матрицею спектральних щiльностей (1.1). Нехай спектральна щiльнiсть
fζζ(λ, µ) = fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ) задовольняє умовi мiнi-
мальностi, яку у цьому випадку доцiльно записати у виглядi

∞w
−∞

|γ (λ, µ)|2

fζζ (λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ R, (2.71)

де γ (λ, µ) – деяка функцiя експоненцiального типу

γ (λ, µ) =

∞w
0

α (λ, t) eitµdt.

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратичного оптимального
оцiнювання функцiонала

A+ξ =

∞w
−∞

∞w
0

a (s, t) ξ (s, t) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (s, t) , s ∈ R, t ∈
R+, при умовi, що спектральнi щiльностi fξξ(λ, µ), fξη(λ, µ), fηη(λ, µ)
вiдомi. Для того, щоб функцiонал A+ξ мав скiнченний другий момент
припустимо, що функцiя a (s, t) задовольняє умови

∞w
−∞

∞w
0

| a (s, t) | dt ds <∞,

∞w
0

t |a (λ, t)|2 dt <∞, λ ∈ R, (2.72)

де

a (λ, t) =

∞w
−∞

a (s, t) eisλds.

Тодi оператор A+(λ) у просторi L2[0,∞), який задається спiввiдношен-
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ням

(A+(λ)d) (t) =

∞w
0

a (λ, t+ υ) d (v) dv, (2.73)

симетричний i компактний для всiх λ ∈ R. Лiнiйну оцiнку Â+ξ фун-
кцiонала A+ξ за даними спостережень поля ξ (u, v)+η (u, v) при (u, v) ∈
R2\R× R+, як завжди, шукаємо у виглядi

Â+ξ =

∞w
−∞

∞w
−∞

h (λ, µ)Zζ (dλ, dµ) ,

де Zζ (∆1,∆2) – ортогональна випадкова мiра поля ζ(u, v) = ξ(u, v) +

η(u, v), h (λ, µ) – спектральна характеристика оцiнки Â+ξ, яка нале-
жить пiдпростору L−

2 (fζζ) в просторi L2 (fζζ), що породжений функцi-
ями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈ R2\R× R+. Отже, задача знаходження опти-
мальної оцiнки зводиться до знаходження спектральної характеристики
h (f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу A+ξ, яка мiнiмiзує ве-
личину середньоквадратичної похибки. Використавши властивостi ор-
тогонального проектування у гiльбертовому просторi H = L2(Ω, F, P )
випадкових величин другого порядку, одержимо

h(λ, µ) =
A+(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))

fζζ(λ, µ)
− C+(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
(2.74)

∆(h, fξξ, fξη, fηη) =

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

(
|A+(λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ)− 2h(λ, µ)A+(λ, µ)fξη(λ, µ)

+2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ) + |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ, (2.75)

де

C+ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

c (s, t) ei(sλ+tµ)dtds =

∞w
0

c (λ, t) eitµ dt,

A+ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

a (s, t) ei(sλ+tµ)dtds =

∞w
0

a (λ, t) eitµ dt,

a (λ, t) =

∞w
−∞

a (s, t) eisλds,
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c (λ, t) =

∞w
−∞

c (s, t) eisλds,

функцiя c(λ, t) знаходиться з рiвняння

c(λ, t) = a(λ)DT (λ)B
−1
T (λ),

яке є справедливим для (λ, t) ∈ R × R+; BT (λ), DT (λ) – оператори у
просторi L2[0,∞), якi для 0 ≤ s ≤ ∞ визначаються спiввiдношеннями:

(B(λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

(∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
1

fζζ (λ, µ)
dµ,

(D(λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

(∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
fξξ (λ, µ) + fξη (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dµ.

Сформулюємо одержанi результати у виглядi теореми.

Теорема 2.8. Нехай випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v)+η(u, v), де ξ(u, v),
η(u, v) – середньоквадратично неперервнi однорiднi та однорiдно зв’я-
занi (у широкому розумiннi) випадковi поля, спостерiгається в точках
множини (u, v) ∈ R2\R × R+. Нехай виконуються умова мiнiмiльно-
стi (2.71) та умови (2.72). Спектральну характеристику h(λ, µ) та
величину середньоквадратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної
оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(s, t) за даними
спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R× R+ можна об-
числити за формулами (2.74), (2.75).

Наслiдок 2.17. Нехай ξ(s, t), η(s, t) - некорельованi однорiднi випадко-
вi поля, що мають спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ), якi задоволь-
няють умову мiнiмiльностi

∞w
−∞

|γ (λ, µ)|2

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ R. (2.76)

Нехай виконуються умови (2.72). Спектральну характеристику h(f, g)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiн-
ки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(s, t) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R × R+ можна обчи-
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слити за формулами

h (f, g) =
A+ (λ, µ) f (λ, µ)− C+ (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
=

= A+ (λ, µ)− A+ (λ, µ) g (λ, µ) + C+ (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
, (2.77)

∆(f, g) =

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|A+ (λ, µ) g (λ, µ) + C+ (λ, µ) | 2

(f (λ, µ) + g (λ, µ))
2 f (λ, µ) dλdµ+

+
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|A+ (λ, µ) f (λ, µ)− C+ (λ, µ) | 2

(f (λ, µ) + g (λ, µ))
2 g (λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

[∞w
0

(B (λ)c(λ))(t)c̄(λ, t)dt+

∞w
−∞

(R(λ)a(λ))(t)ā(λ, t)dt

]
dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

[⟨B(λ) c(λ), c(λ)⟩+ ⟨R(λ) a(λ), a(λ)⟩] dλ, (2.78)

де

C+ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

c (s, t) ei(sλ+tµ)dtds =

∞w
0

c (λ, t) eitµdt,

A+ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

a (s, t) ei(sλ+tµ)dtds =

∞w
0

a (λ, t) eitµdt,

a (λ, t) =

∞w
−∞

a (s, t) eisλds, c (λ, t) =

∞w
−∞

c (s, t) eisλds,

c(λ) = B−1(λ)D(λ)a(λ),

⟨a(λ), c(λ)⟩ =
∞w
0

a(λ, t) c̄(λ, t)dt

– скалярний добуток у просторi L2[0,∞), B(λ), D(λ), R(λ) – оператори
у просторi L2[0,∞), якi для 0 ≤ s ≤ ∞ визначаються спiввiдношення-
ми:

(B(λ)c(λ)) (s) =

=
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ, (2.79)
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(D(λ)c(λ)) (s) =

=
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ, (2.80)

(R(λ)c(λ)) (s) =

=
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dµ. (2.81)

Наслiдок 2.18. Нехай ξ(s, t) – однорiдне випадкове поле, яке має спе-
ктральну щiльнiсть f(λ, µ), що задовольняє умову мiнiмiльностi (2.76)
при g(λ, µ) = 0. Нехай виконуються умови (2.72). Тодi, якщо поле
ξ(u, v) спостерiгається без шуму, то спектральну характеристику
h(f) та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної оцiнки фун-
кцiонала A+ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(s, t) за даними
спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R2\R × R+ можна обчислити
за формулами

h(f) = A+ (λ, µ)− C+ (λ, µ) f−1(λ, µ) =

= A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1 (λ, µ) , (2.82)

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|C+ (λ, µ)|2 f−1(λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

⟨
B−1(λ)a(λ), a(λ)

⟩
dλ =

1

2π

∞w
−∞

∥A+(λ)d(λ)∥2 dλ, (2.83)

де

C+(λ, µ) =

∞w
0

(B−1(λ)a(λ))(t) eitµdt,

r (λ, µ) =

∞w
0

(A+(λ)d(λ))(t)e
itµdt,

оператор A+(λ) у просторi L2[0,∞) для 0 ≤ s ≤ ∞ визначається спiв-
вiдношенням (2.73), оператор B(λ) у просторi L2[0,∞) визначається
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спiввiдношенням

(B(λ)c(λ)) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
0

c (λ, v) eivµdv

)
1

f (λ, µ)
dµ.

функцiя d(λ) = {d(λ, v) : v ∈ R+} визначає канонiчну факторизацiю спе-
ктральної щiльностi

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w

−∞

∞w
0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞w
0

d(λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

,

d(λ, v) =

∞w
−∞

d(u, v) e−iuλdu.

Наслiдок 2.19. Нехай ξ(s, t), η(s, t) – некорельованi однорiднi випад-
ковi поля, що мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ),
g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ), якi задовольняють умову мiнiмальностi (2.76).
Нехай виконуються умови (2.72). Спектральну характеристику h(f, g)
та величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної оцiн-
ки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень поля ξ(s, t) за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R × R+ можна обчи-
слити за формулами

h(f, g) =
A+(λ, µ)f1(λ)g2(µ)− C+(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
=

= A+(λ, µ)−
A+(λ, µ)f1(λ)g2(µ) + C+(λ, µ)

f1(λ)(f2(µ) + g2(µ))
,

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
[⟨
Da(λ), B−1Da(λ)

⟩
+ ⟨Ra(λ), a(λ)⟩

]
dλ,

де B, D, R – оператори у просторi L2[0,∞), якi визначаються спiв-
вiдношеннями:

(Bc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ
( ∞w

0

c (v) eivµdv

)
1

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, (2.84)

(Dc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ(

∞w
0

c (v) eivµdv

)
f2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ, (2.85)
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(Rc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
0

c (v) eivµdv

)
f2 (µ) g2 (µ)

f2 (µ) + g2 (µ)
dµ. (2.86)

Якщо однорiдне випадкове поле ξ(s, t) спостерiгається без шуму, тоб-
то g(λ, µ) = 0, виконуються умови (2.76), (2.72), то спектральну хара-
ктеристику h(f) та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної
оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ(s, t)
за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R2\R × R+ можна
обчислити за формулами

h(f) = A+ (λ, µ)− C+ (λ, µ)
1

f2(µ)
=

= A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1
2 (µ) ,

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|C+ (λ, µ)|2 f−1
1 (λ)f−1

2 (µ)dλdµ =

=
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
⟨
B−1a(λ), a(λ)

⟩
dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

f1(λ) ∥A(λ)d2∥2 dλ,

де

C+(λ, µ) =

∞w
0

(B−1(λ)a(λ))(t)eitµdt,

r (λ, µ) =

∞w
0

(A+(λ)d2) (t) e
itµdt,

оператор A(λ) у просторi L2[0,∞) для 0 ≤ s ≤ ∞ визначається спiв-
вiдношенням (2.73), оператор B визначається спiввiдношенням

(Bc) (s) =
1

2π

∞w
−∞

e−isµ

( ∞w
−∞

c (v) eivµdv

)
1

f2 (λ, µ)
dµ.

d2 = {d(v) : v ∈ R} визначає канонiчну факторизацiю спектральної щiль-
ностi

f (λ, µ) = f1(λ)

∣∣∣∣∣
∞w
0

d(v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

.
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2.2.3. Оптимальнi лiнiйнi оцiнки за спостереженнями у
трьох чвертях площини

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратично оптимального оцi-
нювання функцiоналу

A++ξ =

∞w
0

∞w
0

a (t, s) ξ (t, s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (t, s) , t ≥ 0, s ≥ 0
за даними спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках (u, v) ∈
R2\R2

+, де ξ(u, v), η(u, v) – середньоквадратично неперервнi однорiднi та
однорiдно зв’язанi випадковi поля. Нехай спектральна щiльнiсть fζζ(λ, µ)
задовольняє умову мiнiмальностi:

∞w
−∞

∞w
−∞

| γ (λ , µ ) |2

fζζ (λ, µ)
dλ dµ <∞ (2.87)

для деякої функцiї експоненцiального типу

γ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

α (t, s) ei(tλ+sµ)dt ds, λ ∈ (−∞,∞) , µ ∈ (−∞,∞) .

Будемо вважати, що функцiя a (t, s), яка визначає функцiонал A++ξ,
задовольняє умови

∞w
0

∞w
0

| a (t, s) | dt ds <∞,

∞w
0

∞w
0

ts | a (t, s)|2 dtds <∞. (2.88)

За цих умов функцiонал A++ξ має скiнченний другий момент i оператор
A++ у просторi L2,2 ([0,∞)× [0,∞)) функцiй двох змiнних, iнтегрова-
них у квадратi на [0,∞)× [0,∞), який задається спiввiдношенням

(A++d) (t, s) =

∞w
0

∞w
0

a (t+ u, s+ v) d (u, v) dudv, (2.89)

симетричний i компактний.
Лiнiйна оцiнка Â++ξ функцiоналу A++ξ за даними спостережень

поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R2
+ має вигляд

Â++ξ =

∞w
−∞

∞w
−∞

h (λ, µ) Zζ (dλ, dµ) ,
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де спектральна характеристика оцiнки h (λ, µ) належить пiдпростору
L−
2 (fζ) в просторi L2 (fζ), породженому функцiями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈

R2\R2
+. Якщо щiльностi вiдомi, то, використавши властивостi ортого-

нального проектування у гiльбертовому просторi H = L2 (Ω,F,P) ви-
падкових величин другого порядку, одержимо

h(λ, µ) =
A++(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
−

− C++(λ, µ)

fξξ(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ) + fηη(λ, µ)
, (2.90)

∆(h, fξξ, fηη, fξη) =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

(
|A+(λ, µ)− h(λ, µ)|2 fξξ(λ, µ)−2h(λ, µ)A+(λ, µ)fξη(λ, µ)+

+2 |h(λ, µ)|2Refξη(λ, µ) + |h(λ, µ)|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ, (2.91)

де

C++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

c (t, s) ei(tλ+sµ)dt ds,

A++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

a (t, s) ei(tλ+sµ)dt ds,

c (t, s) =
(
B−1Da

)
(t, s) ,

B,D – оператори у просторi L2 ([0,∞)× [0,∞)), якi визначаються спiв-
вiдношеннями

(Bc) (t, s) =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)

(∞w
0

∞w
0

c(u, v)ei(uλ+vµ)dudv

)
1

fζζ (λ, µ)
dλdµ,

(Dc) (t, s) =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)

(∞w
0

∞w
0

c(u, v)ei(uλ+vµ)du dv

)
fξζ (λ, µ)

fζζ (λ, µ)
dλ dµ,

0 ≤ t ≤ ∞, 0 ≤ s ≤ ∞.

Отже справджуються такi твердження.

Теорема 2.9. Нехай випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v)+η(u, v), де ξ(u, v),
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η(u, v) – середньоквадратично неперервнi однорiднi та однорiдно зв’я-
занi (у широкому розумiннi) випадковi поля, спостерiгається в точках
множини (u, v) ∈ R2\R × R2

+. Нехай спектральна щiльнiсть fζζ(λ, µ)
задовольняє умову мiнiмальностi (2.87). Нехай виконуються умови
(2.88). Спектральну характеристику h (λ, µ) та величину середньоква-
дратичної похибки ∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiонала A++ вiд невiдомих значень поля ξ (s, t) за даними спостере-
жень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках (u, v) ∈ R2\R2

+ можна
обчислити за формулами (2.90), (2.91).

Наслiдок 2.20. Нехай ξ (s, t), η (s, t) - некорельованi однорiднi випад-
ковi поля, що мають спектральнi щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ), якi задо-
вольняють умову мiнiмальностi

∞w
−∞

∞w
−∞

|γ (λ, µ)|2

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλ dµ <∞ (2.92)

Нехай виконуються умови (2.88). Спектральну характеристику h (f, g)
величину середньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень поля ξ (s, t) за даними
спостережень поля ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈ R2\R2

+ можна обчи-
слити за формулами

h (f, g) =
A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C++ (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
=

= A++ (λ, µ)− A++ (λ, µ) g (λ, µ) + C++ (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
(2.93)

∆(f, g) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|A++ (λ, µ) g (λ, µ) + C++ (λ, µ)|2

(f (λ, µ) + g (λ, µ))
2 f (λ, µ) dλ dµ+

+
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C++ (λ, µ)|2

(f (λ, µ) + g (λ, µ))
2 g (λ, µ) dλdµ =

=

∞w
0

∞w
0

(Bc) (t, s) c̄ (t, s) dtds+

∞w
0

∞w
0

(Ra) (t, s) ā (t, s) dt ds =

= ⟨Bc, c⟩+ ⟨Ra, a⟩ , (2.94)
де

c (t, s) =
(
B−1Da

)
(t, s) ,
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C++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

c (t, s ) ei(tλ+sµ)dt ds,

A++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

a (t, s) ei(tλ+sµ)dt ds,

⟨a, c⟩ – скалярний добуток у просторi L2,2 ([0,∞)× [0,∞)) :

⟨a, c⟩ =
∞w
0

∞w
0

a (t, s) c̄ (t, s) dt ds,

B,D,R – оператори у просторi L2 ([0,∞)× [0,∞)), якi визначаються
спiввiдношеннями

(Bc) (t, s) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)×

×

(∞w
0

∞w
0

c(u, v)ei(uλ+vµ)du dv

)
1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλ dµ, (2.95)

(Dc) (t, s) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)×

×

(∞w
0

∞w
0

c(u, v)ei(uλ+vµ)du dv

)
f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλdµ, (2.96)

(Rc) (t, s) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)×

×

(∞w
0

∞w
0

c(u, v)ei(uλ+vµ)du dv

)
f (λ, µ) g (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλ dµ, (2.97)

0 ≤ t ≤ ∞, 0 ≤ s ≤ ∞.

Наслiдок 2.21. Нехай ξ (s, t) - однорiдне випадкове поле, яке має спе-
ктральну щiльнiсть f (λ, µ), що задовольняє умову мiнiмальностi (2.92)
при g (λ, µ) = 0. Нехай виконуються умови (2.88). Спектральну хара-
ктеристику h (f) та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптимальної
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оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ (s, t)

за даними спостережень поля ξ (u, v) при (u, v) ∈ R2\R2
+ можна обчи-

слити за формулами

h (f) = A++ (λ, µ)− C++ (λ, µ) f−1 (λ, µ) =

= A++ (λ, µ)− (A++d) (λ, µ) d
−1 (λ, µ) , (2.98)

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|C++ (λ, µ) |2 f−1 (λ, µ) dλ dµ =

=
⟨
B−1a, a

⟩
= ∥A++d ∥2 , (2.99)

де

C++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

(
B−1a

)
(t, s) ei(sλ+tµ)dt ds,

(A++d) (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

(A++d) (t, s) e
i(sλ+tµ)dt ds,

d = {d(u, v) : u ≥ 0, v ≥ 0} визначає канонiчну факторизацiю спектраль-
ної щiльностi

f (λ, µ) = |d(λ, µ)|2 , d (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

d(u, v) e−i(uλ+vµ)dudv,

A,B – оператори у просторi L2 ([0,∞)× [0,∞)), якi визначаються спiв-
вiдношенням (2.89) та спiввiдношенням

(Ba) (t, s) =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−i(tλ+sµ)

(∞w
0

∞w
0

a(u, v)ei(uλ+vµ)du dv

)
1

f (λ, µ)
dλ dµ,

0 ≤ t ≤ ∞, 0 ≤ s ≤ ∞.

2.2.4. Оптимальнi оцiнки за дискретними спостереженнями
по одному аргументу

Розглянемо задачу оцiнювання лiнiйного функцiонала

Aξ =

∞w
−∞

∞∑
j=0

a (t, j) ξ (t, j) dt
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за спостереженнями поля ξ(u, v) + η(u, v) в точках {(u, v) : u ∈ R, v ∈
{. . . ,−n,−(n− 1), . . . ,−1}}. Для того, щоб функцiонал Aξ мав скiнчен-
ний другий момент припустимо, що функцiя a (s, t), задовольняє умови

∞∑
j=0

∞w
−∞

| a (t, j)| dt <∞,

∞∑
j=0

∞w
−∞

(j+1) |a (t, j)|2 dt <∞, λ ∈ R, (2.100)

де

a (λ, j) =

∞w
−∞

a (j, t) eitλdt.

За цих умов операторA(λ) у просторi ℓ2 послiдовностей d = {d(v) : v = 0, 1, ...},
який задається спiввiдношенням

(A(λ)d) (j) =

∞∑
v=0

a (λ, j + υ) d (v) , (2.101)

симетричний i компактний для всiх λ ∈ R. Припустимо, що виконується
умова мiнiмальностi

πw
−π

1

Fξ(0;λ, µ) + Fη(0;λ, µ)
dµ <∞, λ ∈ R, (2.102)

де

Fξ(s, λ, µ) =
∞∑

j=−∞
eis(µ+2πj)fξ(λ, µ+ 2πj),

Fη(s, λ, µ) =

∞∑
j=−∞

eis(µ+2πk)fη(λ, µ+ 2πj).

Iз геометрiї гiльбертового простору випливає, що оптимальна спектраль-
на характеристика має вигляд

h(fξ, fη) =
A(eiλ, eiµ)Fξ(0, λ, µ)− C(eiλ, eiµ)

Fξ(0, λ, µ) + Fη(0, λ, µ)
=

= A(eiλ, eiµ)− A(eiλ, eiµ)Fη(0, λ, µ) + C(eiλ, eiµ)

Fξ(0, λ, µ) + Fη(0, λ, µ)
(2.103)

При цьому середньоквадратична похибка набуває вигляду

∆(h, fξ, fη) =
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=
1

4π2

∞w
−∞

πw
−π

| A(eiλ, eiµ)Fη(0, 0, λ, µ) + C(eiλ, eiµ) |2

( Fξ(0, λ, µ) + Fη(0, λ, µ) )
2 Fξ(0, λ, µ)dλdµ+

+
1

4π2

∞w
−∞

πw
−π

| A(eiλ, eiλ)Fξ(0, λ, µ)− C(eiλ, eiλ) |2

( Fξ(0, λ, µ) + Fη(0, λ, µ) )
2 Fη(0, λ, µ)dλdµ =

=
1

2π

∞w
−∞

(⟨B(λ) c(λ), c(λ)⟩+ ⟨R(λ)a(λ),a(λ)⟩)dλ, (2.104)

де
a(λ) = {a(λ, j) : j = 0, 1, 2, ...} , c(λ) = B(λ)−1D(λ)a,

⟨ c(λ),a(λ) ⟩ =
∞∑
j=0

c(λ, j)a(λ, j)

– скалярний добуток у просторi ℓ2,

C(eiλ, eiµ) =

∞∑
j=0

∞w
−∞

c(t, j)eitλeijµdt,

A(eiλ, eiµ) =
∞∑
j=0

∞w
−∞

a(t, j)eitλeijµdt,

оператори B(λ), D(λ), R(λ) у просторi ℓ2 визначаються матрицями з
елементами

B(λ)(k, j) =
1

2π

πw
−π

1

Fξ(0;λ, µ) + Fη(0;λ, µ)
ei(j−k)µdµ, (2.105)

D(λ)(k, j) =
1

2π

πw
−π

Fξ(0;λ, µ)

Fξ(0;λ, µ) + Fη(0;λ, µ)
ei(j−k)µdµ, (2.106)

R(λ)(k, j) =
1

2π

πw
−π

Fξ(0;λ, µ)Fη(0;λ, µ)

Fξ(0;λ, µ) + Fη(0;λ, µ)
ei(j−k)µdµ. (2.107)

У тому випадку, коли поле, за значеннями якого будується лiнiйна оцiн-
ка функцiонала

Aξ =

∞w
−∞

∞∑
j=0

a (t, j) ξ (t, j) dt,

спостерiгається без шуму, ми одержуємо иакi формули

h(fξ) = A
(
eiλ, eiµ

)
− C

(
eiλ, eiµ

)
F−1
ξ (0;λ, µ) =
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= A
(
eiλ, eiµ

)
− r

(
eiλ, eiµ

)
d−1 (λ, µ) , (2.108)

∆(f) =
1

4π2

∞w
−∞

πw
−π

∣∣C (eiλ, eiµ)∣∣2 F−1
ξ (0;λ, µ) dλ dµ =

=
1

2π

∞w
−∞

⟨
B−1(λ)a(λ), a(λ)

⟩
dλ =

1

2π

∞w
−∞

∥A(λ) d(λ)∥2 dλ, (2.109)

C(eiλ, eiµ) =

∞∑
j=0

(B−1(λ)a(λ)) (j) eijµ,

r
(
eiλ, eiµ

)
=

∞∑
j=0

(A(λ)d(λ)) (j) eijµ,

A(λ), B(λ) – оператори у просторi ℓ2, оператор A(λ) визначається спiв-
вiдношенням (2.101), оператор B(λ) визначається спiввiдношенням

(B(λ)) (k, j) =
1

2π

πw
−π

ei((j−k)µ) 1

Fξ (0;λ, µ)
dµ,

функцiя d(λ) = {d(λ, j) : j = 0, 1, . . . } визначає канонiчну факторизацiю
спектральної щiльностi

Fξ (0;λ, µ) =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

d(λ, j) e−ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

.

Отже справджується така теорема.

Теорема 2.10. Спектральна характеристика та величина середньо-
квадратичної похибки оптимальної лiнiйної оцiнки Âξ невiдомого зна-
чення лiнiйного функцiоналу Aξ за даними спостережень поля ξ(u, v)+
η(u, v), при u ∈ R, v ∈ {. . . ,−n,−(n− 1), . . . ,−1} визначається форму-
лами (2.103), (2.104), а при вiдсутностi шуму – формулами (2.108),
(2.109).

Приклад 2.5. Приклад, у якому знайдено лiнiйну оцiнку функцiоналу
Aξ =

r ∞
−∞

∑1
j=0 a (t, j) ξ (t, j) dt вiд невiдомих значень однорiдного ви-

падкового поля ξ (t, j) , t ∈ R, s = 0, 1, 2, . . . , за даними спостережень
поля ξ (u, υ) при u ∈ R, v ∈ {. . . ,−n,−(n− 1), . . . ,−1} та за умови, що
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коварiацiйна функцiя цього поля

R(t, s) = σ2e−α|t|e−β|s|

подано у додатках (Приклад 4.10). ♢

2.2.5. Мiнiмакснi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Скористатись формулами для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈
R, t ∈ R+ за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈
R2\R×R+ можна при умовi, що спектральнi щiльностi fξξ(λ, µ), fξη(λ, µ),
fηη(λ, µ) вiдомi. У тому випадку, коли спектральнi щiльностi невiдомi,
а визначенi лише класи можливих (допустимих) спектральних щiльно-
стей застосовують мiнiмаксний пiдхiд ро задачi оцiнювання функцiона-
ла. Вiдповiднi означення найменш сприятливих спектральних щiльно-
стей та мiнiмаксних спектральних характеристик наведенi у попереднiх
роздiлах. У цьому раздiлi матимемо такi твердження, що є наслiдком
означень, тверджень теореми 2.8 та наслiдкiв 2.17 – 2.19.

Лема 2.5. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в Df × Dg при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiо-
нала A+ξ вiд значень однорiдного неперервного у середньоквадрати-
чному поля, якщо коефiцiєнти Фур’є функцiй (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

−1,
f0(λ, µ) (f0(λ, µ)+g0(λ, µ))

−1, f0(λ, µ) g0(λ, µ)(f0(λ, µ)+g0(λ, µ))−1 зада-
ють оператори B0(λ), D0(λ), R0(λ) за формулами (2.79) – (2.81), якi
визначають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) =

=
1

2π

∞w
−∞

[∞w
0

(B (λ)c(λ))(t)c̄(λ, t)dt+

∞w
−∞

(R(λ) a(λ))(t)ā(λ, t)dt

]
dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

[⟨B(λ) c(λ), c(λ)⟩+ ⟨R(λ) a(λ), a(λ)⟩] dλ, (2.110)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h(f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (2.77) за умови, що h(f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.6. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового поля ξ (s, t),
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що допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ (t, s) =

∞w
−∞

sw
−∞

d0 (t− u, s− v) dν (u, v) , (2.111)

де ν (u, v) – стандартне випадкове поле з некорельованими прироста-
ми, буде найменш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо

f0 (λ, µ) =
∣∣ d0 (λ, µ) ∣∣2 , d0 (λ, µ) =

∞w
0

d0 (λ, s) e−isµds, (2.112)

де d0 (λ) =
{
d0 (λ, s) , 0 ≤ s ≤ ∞

}
- розв’язок задачi на умовний екстре-

мум
∞w

−∞
∥A+(λ)d(λ)∥2 dλ→ max,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

d(λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

∈ Df . (2.113)

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за фор-
мулою (2.82) за умови, що h (f0) ∈ HDf

.

Найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком задачi
на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) (2.114)

Задача на умовний екстремум (2.114) еквiвалентна задачi на безумовний
екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (2.115)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) - iндикаторна функцiя множини Df ×Dg. Розв’я-
зок задачi (2.115) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), де ∂∆D (f0, g0)
– субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi (f0, g0). Ско-
ристаємося даною умовою для знаходження найменш сприятливих спе-
ктральних щiльностей для конкретних класiв допустимих щiльностей.

117



2.2.6. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi
D0

f (λ)×D0
g(λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдо-
мих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈ R, t ∈ R+ за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R×R+ за умови, що спектраль-
нi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) полiв невiдомi, а визначенi лише класи допу-
стимих спектральних щiльностей, що мають вигляд D0

f (λ)×D0
g(λ), де

D0
f (λ) =

{
f(λ, µ) | 1

2π

∞w
−∞

f(λ, µ) dµ ≤ P1(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
,

D0
g(λ) =

{
g(λ, µ) | 1

2π

∞w
−∞

g(λ, µ) dµ ≤ P2(λ), λ ∈ (−∞,∞)

}
.

Нехай щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f , g0(λ, µ) ∈ D0

g i функцiї

hf (f0, g0) =
|A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C+ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.116)

hg (f0, g0) =
|A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C+ (λ, µ)|

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)
, (2.117)

обмеженi. За цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лi-
нiйним функцiоналом у просторi L1×L1. Тому за умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0)
при D = D0

f × D0
g знаходимо, що найменш сприятливi щiльностi f0 ∈

D0
f , g0 ∈ D0

g задовольняють рiвняння∣∣A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0
+ (λ, µ)

∣∣ = α1(λ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.118)∣∣A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
+ (λ, µ)

∣∣ = α2(λ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.119)
де константи α1 (λ) ≥ 0,α2 (λ) ≥ 0.
Зауважимо, що α(λ) ̸= 0, якщо

1

2π

∞w
−∞

f0(λ, µ)dµ = P1(λ), (2.120)

i β(λ) ̸= 0, якщо
1

2π

∞w
−∞

g0(λ, µ)dµ = P2(λ). (2.121)

Справедливi такi твердження.
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Теорема 2.11. Нехай спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f (λ), g0(λ, µ) ∈

D0
g(λ) некорельованих однорiдних випадкових полiв задовольняють умо-

ву мiнiмальностi (2.76). Нехай виконуються умови (2.72) i нехай фун-
кцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за формулами (2.116), (2.117),
обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш сприя-
тливi в D0

f (λ)×D0
g(λ) при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi фун-

кцiонала A+ξ, якщо f0(λ, µ), g0(λ, µ) є розв’язком систем рiвнянь (2.118),
(2.119) i визначають розв’язок екстремальної задачi (2.110). Функцiя
h (f0, g0), що обчислена за формулою (2.77), за умови h(f0, g0) ∈ HD

є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки
функцiонала A+ξ.

Наслiдок 2.22. Нехай ξ(k, j) – однорiдне випадкове поле, що має спе-
ктральну щiльнiсть f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ), де f1 (λ) фiксована та f2(µ)
задовольняє умову мiнiмальностi

∞w
−∞

|γ(µ)|2

f2 (µ)
dµ <∞,

де γ (µ) – деяка функцiя експоненцiального типу γ (µ) =
r ∞
0
α (t) eitµdt,

f2(µ) ∈ D0
f =

{
f(µ)

∣∣∣∣ 1

2π

∞w
−∞

f(µ)dµ ≤ P 2
1

}
.

Нехай виконуються умови (2.72). Тодi найменш сприятливою щiльнi-
стю в класi D0

f при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiона-
ла A+ξ за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈ R2\R2

+ буде
щiльнiсть

f (λ, µ) = f1 (λ)
∣∣d0(µ)∣∣2 = f1 (λ)

∣∣∣∣∣
∞w
0

d0(v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

,

де d0(v), v ∈ R+ – власний елемент оператора A(λ), який заданий спiв-
вiдношенням (2.73), що вiдповiдає найбiльшому власному значенню v i
задовольняє умовi

∞w
0

∣∣ d0 (µ) ∣∣2 dµ = P 2
1 .

Спектральну характеристику h(f) та середньоквадратичну похибку
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∆(f) оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдомих значень одно-
рiдного поля ξ(k, j) за даними спостережень поля ξ(u, v) при (u, v) ∈
R2\R× R+ можна обчислити за формулами (2.82), (2.83).

Приклад 2.6. У прикладi, який наведено у додатках (Приклад 4.11),
знайдено оцiнку

A+ξ =

+∞w
−∞

∞w
0

a (t, s) ξ (t, s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (t, s) , t ∈ R, s ≥
0 за даними спостережень поля ξ (u, v) в точках нижньої площини за
додатковими припущеннями, що a(s, t) ≡ a на [−T, T ]×[0, 1] та f (λ, µ) =
f1 (λ) f2 (µ), щiльнiсть f1 (λ) фiксована,

∞w
−∞

f1 (λ) dλ = P 2
1 = 1,

f2 (µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

g0(v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

така, що
∞w

−∞
f2 (µ) dµ = P 2

2 = 1.
♢

2.2.7. Найменш сприятливi cпектральнi щiльностi у класi
D = D2ε1(λ)×D2ε2(λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невi-
домих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈ R, t ∈ R+ за даними спо-
стережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R × R+ за умови, що
спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) полiв невiдомi, а визначенi ли-
ше класи допустимих спектральних щiльностей, що мають вигляд D =
D2ε1(λ)×D2ε2(λ), де

D2ε1(λ) =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

∞w
−∞

(f (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2 dµ ≤ ε1(λ) , λ ∈ R

}
,

D2ε2(λ) =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

∞w
−∞

(g (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2 dµ ≤ ε2(λ) , λ ∈ R

}
.

120



Теорема 2.12. Нехай спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈
D2ε2 задовольняють умову мiнiмальностi (2.76). Нехай виконуються
умови (2.72) i нехай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за фор-
мулами (2.116), (2.117), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈
D2ε1(λ), g0(λ, µ) ∈ D2ε2(λ) є найменш сприятливi в D2ε1(λ) × D1ε2(λ)

при оптимальному лiнiйному оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо f0(λ, µ) ∈
D2ε1(λ), g0(λ, µ) ∈ D2ε2(λ) є розв’язком систем рiвнянь∣∣A+ (λ, µ) f (λ, µ) + C0 (λ, µ)

∣∣2 =

= (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2
(f0(λ, µ)− u1(λ, µ))γ1, (2.122)

∣∣A+ (λ, µ) f (λ, µ)− C0 (λ, µ)
∣∣2 =

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
2
(g0(λ, µ)− u2(λ, µ))γ2, (2.123)

де γ1 ≥ 0, γ2 ≥ 0 єдиним чином визначаються умовами

1

2π

∞w
−∞

(f (λ, µ)− u1 (λ, µ))
2dµ = ε1(λ), λ ∈ R,

1

2π

∞w
−∞

(g (λ, µ)− u2 (λ, µ))
2dµ = ε2(λ), λ ∈ R.

Функцiя h (f0, g0), обчислена за формулою (2.77), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ.

2.2.8. Найменш сприятливi cпектральнi щiльностi у класi
D = Du

v (λ)×Dε(λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невiдо-
мих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈ R, t ∈ R+ за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ R2\R×R+ за умови, що спектраль-
нi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) полiв невiдомi, а визначенi лише класи допу-
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стимих спектральних щiльностей, що мають вигляд D = Du
v ×Dε, де

Du
v (λ) =

{
f (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

4π2

∞w
−∞

f(λ, µ)dµ = p1(λ), λ ∈ R

}
,

Dε(λ) =

{
g (λ, µ) | g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εw (λ, µ) ,

1

2π

∞w
−∞

g(λ, µ)dµ = p2(λ), λ ∈ R

}
,

де спектральнi щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ), g1(λ, µ) заданi, фiксованi i,
крiм того, щiльностi v(λ, µ), u(λ, µ) обмеженi. Клас Du

v (λ) описує “сму-
гову” модель випадкових полiв. Клас Dε(λ) описує модель “ε– забру-
днення” випадкових полiв.

Теорема 2.13. Нехай спектральнi щiльностif0(λ, µ) ∈ Du
v , g0(λ, µ) ∈

Dε задовольняють умову (2.76), Нехай виконуються умови (2.72) i
нехай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за формулами (2.116),
(2.117), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ), g0(λ, µ) найменш
сприятливi в класi D = Du

v (λ) × Dε(λ) при оптимальному лiнiйному
оцiнюваннi функцiонала A+ξ, якщо вони задовольняють рiвняння∣∣A+ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0

+ (λ, µ)
∣∣ =

(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))
(
γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1

1 (λ)
)
, (2.124)

∣∣A+ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
+ (λ, µ)

∣∣ =
(f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

(
φ(λ, µ) + α−1

2 (λ)
)
, (2.125)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ l (λ, µ) ; функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ; функцiя φ (λ, µ) ≤ 0

i φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ), задовольняють умови

1

2π

∞w
−∞

f0(λ, µ)dµ = p1(λ),
1

2π

∞w
−∞

g0(λ, µ)dµ = p2(λ), λ ∈ R, (2.126)
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i визначають розв’язок екстремальної задачi (2.114). Функцiя h (f0, g0),
яка обчислена за формулою (2.77), є мiнiмаксною спектральною хара-
ктеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A+ξ.

Для доведення теореми зауважимо, що маємо прямий добуток опу-
клих множин D = Du

v (λ) × Dε(λ). Оскiльки щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f ,

g0(λ, µ) ∈ D0
g i функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0) обмеженi, то за цих умов

функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лiнiйним функцiоналом у
просторi L1 × L1.

Субдиференцiал iндикаторної функцiї множини Dε для моделi “ε–
забруднення” визначається як

∂δ(f |Dε) =
1

2π

∞w
−∞

(φ(λ, µ) + α−1
2 (λ))f(λ, µ)dµ,

де функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ),
Субдиференцiал iндикаторної функцiї множини Du

v для смугової мо-
делi околу визначається як

∂δ(f |Du
v ) =

1

2π

∞w
−∞

(γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + α−1
1 (λ))f(λ, µ)dµ,

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ l (λ, µ); функцiя
γ2 (λ, µ) ≥ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ).
За умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = Du

v (λ) ×Dε(λ) знаходимо , що най-
менш сприятливi щiльностi f0 ∈ D0

f , g0 ∈ D0
g задовольняють рiвняння

(2.124),(2.125).

2.2.9. Мiнiмакснi оцiнки за спостереженнями у трьох
чвертях площини

Скористатись формулами для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала A++ξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ (t, s) , t ≥
0, s ≥ 0 за даними спостережень поля ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в точках
(u, v) ∈ R2\R2

+, можна при умовi, що спектральнi щiльностi f(λ, µ),
g(λ, µ) полiв вiдомi. У тому випадку, коли спектральнi щiльностi невiдо-
мi, а визначенi лише класи можливих (допустимих) спектральних щiль-
ностей застосовують мiнiмаксний пiдхiд ро задачi оцiнювання функцiо-
нала. Вiдповiднi означення найменш сприятливих спектральних щiль-
ностей та мiнiмаксних спектральних характеристик наведенi у попере-
днiх роздiлах. У цьому раздiлi матимемо такi твердження, що є наслiд-
ком означень та тверджень теореми 2.9 та наслiдкiв 2.20 – 2.21.
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Лема 2.7. Спектральнi щiльностi f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) найменш сприя-
тливi в класi D = Df×Dg для оптимальної екстраполяцiї функцiонала
A++ξ, якщо перетворення Фур’є функцiй

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
−1
, f0 (λ, µ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

−1
,

f0 (λ, µ) g0 (λ, µ) (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
−1

задають оператори B0, D0, R0 за формулами (2.95)–(2.97), якi визна-
чають розв’язок екстремальної задачi

max
(f,g)∈Df×Dg

⟨
Da,B−1Da

⟩
+ ⟨Ra, a⟩ =

=
⟨
D0a,

(
B0
)−1

D0a
⟩
+
⟨
R0a, a

⟩
. (2.127)

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (2.93) за умови, що h (f0, g0) ∈ HD.

Лема 2.8. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового поля ξ (s, t),
що допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ (t, s) =

tw
−∞

sw
−∞

d0 (t− u, s− v) dν (u, v) , (2.128)

де ν (u, v) - стандартне випадкове поле з некорельованими прироста-
ми, буде найменш сприятливою в класi Df при оптимальному лiнiй-
ному оцiнюваннi функцiонала A++ξ, якщо

f0 (λ, µ) =
∣∣ d0 (λ, µ)∣∣2 , d0 (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

d0 (t, s) e−i(tλ+sµ)dtds, (2.129)

де d0 (t, s) - розв’язок задачi на умовний екстремум

∥A++d∥2 → max,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

∞w
0

d (t, s) e−i(tλ+sµ)dt ds

∣∣∣∣∣
2

∈ Df . (2.130)

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за фор-
мулою (2.98) за умови, що h (f0) ∈ HDf

.
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Найменш сприятливi щiльностi f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) є розв’язком задачi
на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) (2.131)

Лема 2.9. Нехай (f0, g0) - розв’язок екстремальної задачi (2.131). Спе-
ктральнi щiльностi f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) найменш сприятливi в D = Df×
Dg для оптимальної екстраполяцiї функцiонала A++ξ, а спектральна
характеристика h0 = h (f0, g0) є мiнiмаксною, якщо h (f0, g0) ∈ HD

Задача на умовний екстремум (2.131) еквiвалентна задачi на без-
умовний екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (2.132)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множини Df ×Dg. Розв’я-
зок задачi (2.132) визначається умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0), де ∂∆D (f0, g0)
– субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi (f0, g0). Ско-
ристаємося даною умовою для знаходження найменш сприятливих спе-
ктральних щiльностей для конкретних класiв допустимих щiльностей.

2.2.10. Найменш сприятливi щiльностi в класi D = D0
f ×D0

g

Розглянемо задачу для множини спектральних щiльностей D0
f ×D0

g,

D0
f =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣ 1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

f (λ, µ) dλ dµ ≤ P1

}
,

D0
g =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣ 1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

g (λ, µ) dλ dµ ≤ P2

}
.

Нехай щiльностi f (λ, µ) ∈ D0
f , g0 (λ, µ) ∈ D0

g i функцiї

hf (f0, h0) =

∣∣A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0
++ (λ, µ)

∣∣
f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

, (2.133)

hg (f0, h0) =

∣∣A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0
++ (λ, µ)

∣∣
f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)

, (2.134)

обмеженi. За цих умов функцiонал ∆(h (f0, g0) ; f, g) є неперервним лi-
нiйним функцiоналом у просторi L1 × L1. Тому

∂∆D0
f×D0

g
(f0, g0) = −∂∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) + ∂δ

(
(f0, g0)

∣∣D0
f ×D0

g

)
.
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За умови 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) при D = D0
f ×D0

g знаходимо, що найменш
сприятливi щiльностi f0 ∈ D0

f , g0 ∈ D0
g задовольняють рiвняння∣∣A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0 (λ, µ)

∣∣ = α1 (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) (2.135)∣∣A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0 (λ, µ)
∣∣ = α2 (f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ)) , (2.136)

де

c (t, s) =
(
B−1Da

)
(t, s) , C++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

c ( t, s ) ei(tλ+sµ)dt ds,

A++ (λ, µ) =

∞w
0

∞w
0

a (t, s) ei(tλ+sµ)dt ds,

константи α1 ≥ 0, α2 ≥ 0. Зауважимо, що α1 ̸= 0 якщо

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

f0 (λ, µ) dλ dµ = P1,

i α2 ̸= 0 якщо
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

g0 (λ, µ) dλ dµ = P2.

Теорема 2.14. Нехай спектральнi щiльностi f0 (λ, µ) ∈ D0
f , g0 (λ, µ) ∈

D0
g задовольняють умову мiнiмальностi (2.92). Нехай виконуються

умови (2.88) i нехай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за фор-
мулами (2.133), (2.134), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0 (λ, µ),
g0 (λ, µ) найменш сприятливi в D = D0

f ×D0
g для оптимальної екстра-

поляцiї функцiонала A++ξ, якщо f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) є розв’язком систе-
ми рiвнянь (2.135), (2.136) i визначають розв’язок екстремальної за-
дачi (2.127). Функцiя h (f0, g0), яка обчислена за формулою (2.93) є мi-
нiмаксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки фун-
кцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.23. Нехай спектральна щiльнiсть f (λ, µ) вiдома, спектраль-
на щiльнiсть g0 (λ, µ) ∈ D0

g, функцiя f (λ, µ) + g0 (λ, µ) задовольняє
умову мiнiмальностi (2.92). Нехай виконуються умови (2.88) i не-
хай функцiя hg (f, g0), яка обчислена за формулою (2.134), обмежена.
Спектральна щiльнiсть g0 (λ, µ) найменш сприятлива в класi D0

g для
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оптимальної екстраполяцiї функцiонала A++ξ, якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max
{
0, α−1

2 |A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C0
++ (λ, µ) |− f (λ, µ)

}
i пара f (λ, µ) , g0 (λ, µ) визначає розв’язок екстремальної задачi (2.127).
Функцiя h (f, g0), обчислена за формулою (2.93), є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимально оцiнки функцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.24. Спектральна щiльнiсть однорiдного випадкового по-
ля, що допускає канонiчний розклад рухомого середнього

ξ (t, s) =

tw
−∞

sw
−∞

d0 (t− u, s− v) dν (u, v) , (2.137)

де d0 (t, s) – власний елемент оператора A++, який заданий у просторi
L2 ([0,∞)× [0,∞)) спiввiдношенням (2.89), що вiдповiдає найбiльшому
власному значенню ν i задовольняє умовi

∞w
0

∞w
0

∣∣ d0 (t, s)∣∣2 dtds = P1,

найменш сприятлива в класi D0
f для оптимальної екстраполяцiї фун-

кцiонала A+ξ за даними спостережень поля ξ (t, s) при (u, v) ∈ R2\R2
+.

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за фор-
мулою (2.98). Мiнiмаксне значення похибки оцiнювання функцiоналу
A+ξ дорiвнює P1 ν

2.

2.2.11. Найменш сприятливi щiльностi в класi D = Du
v ×Dε

Розглянемо задачу для множини спектральних щiльностей Du
v ×Dε,

де

Du
v =

{
f (λ, µ) |v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

f (λ, µ) dλ dµ = P1

}
,
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Dε =

{
g (λ, µ) |g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εω (λ, µ) ,

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

g (λ, µ) dλ dµ = P2

}
,

спектральнi щiльностi v (λ, µ), u (λ, µ), g1 (λ, µ) заданi i фiксованi i, крiм
того, щiльностi v (λ, µ), u (λ, µ) обмеженi. Нехай fo (λ, µ) ∈ Du

v , go (λ, µ) ∈
Dε такi спектральнi щiльностi, що функцiї обчисленi за формулами
(2.133), (2.134), обмеженi. З умови 0 ∈ ∂∆D(fo, go) при D = Du

v × Dε

знаходимо, що найменш сприятливi щiльностi задовольняють рiвняння∣∣A++ (λ, µ) g0 (λ, µ) + C0 (λ, µ)
∣∣ =

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))
(
γ1 (λ, µ) + γ2 (λ, µ) + α−1

2

)
(2.138)

∣∣A++ (λ, µ) f0 (λ, µ)− C0 (λ, µ)
∣∣ =

(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) )
(
φ (λ, µ) + α−1

2

)
, (2.139)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ υ (λ, µ) ; функцiя
γ2 (λ, µ) ≤ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ u (λ, µ); функцiя φ (λ, µ) ≤ 0 i
φ (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε) g1 (λ, µ).

Теорема 2.15. Нехай спектральнi щiльностi fo (λ, µ) ∈ Du
v , go (λ, µ) ∈

Dε задовольняють умову мiнiмальностi (2.92). Нехай виконуються
умови (2.88) i нехай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що визначенi за фор-
мулами (2.133), (2.134), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ),
g0(λ, µ) найменш сприятливi в класi D = Du

v × Dε для оптимально
екстраполяцiя функцiонала A++ξ, якщо вони задовольняють рiвняння
(2.138), (2.139) i визначають розв’язок екстремальної задачi (2.127).
Функцiя h(fo, go), обчислена за формулою (2.93) є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.25. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть f (λ, µ)+g0 (λ, µ) задовольняє умову мiнiмальностi (2.92). Нехай
виконуються умови (2.88) i функцiя hg(f, go), яка обчислена за фор-
мулою (2.134), обмежена. Спектральна щiльнiсть g0 (λ, µ) найменш
сприятлива в класi Dε для оптимально екстраполяцiї функцiонала

128



A++ξ, якщо

g0 (λ, µ) = max

{
(1− ε) g1 (λ, µ) ,

α2

∣∣A++ (λ, µ) f (λ, µ)− C0
++ (λ, µ)

∣∣− f (λ, µ)

}
i пара (f (λ, µ) , g0 (λ, µ) ) визначає розв’язок оптимальної задачi (2.127).
Функцiя h(f, go), яка обчислена за формулою (2.93) є мiнiмаксною спе-
ктральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiонала A++ξ.

2.2.12. Найменш сприятливi щiльностi в класi D2ε1 ×D1ε2

Розглянемо задачу для множини спектральних щiльностей D2ε1 ×
D1ε2 , де

D2ε1 =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

|f(λ, µ)− f1(λ, µ)|2 dλdµ ≤ ε1

}
,

D1ε2 =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

4π2

πw
−π

πw
−π

|g(λ, µ)− g1(λ, µ)| dλdµ ≤ ε2

}
.

Нехай f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈ D1ε2 такi, що функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0),
що обчисленi за формулами (2.133), (2.134), обмеженi. З умови 0 ∈
∂∆D (f0, g0) при D = D2ε1 ×D1ε2 знаходимо рiвняння∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
g0 (λ, µ) + C0

(
eiλ, eiµ

) ∣∣ =
= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ))

2
(f0(λ, µ)− f1(λ, µ)) α1, (2.140)

∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
f0 (λ, µ)− C0

(
eiλ, eiµ

) ∣∣2 =

= (f0(λ, µ) + g0(λ, µ)) Ψ(λ, µ)α2, (2.141)

де Ψ(λ, µ) ≤ 1 та Ψ(λ, µ) = sign (g0(λ, µ)− g1(λ, µ)) за умови g0(λ, µ) ̸=
g1(λ, µ), α1,α2 – сталi величини. Рiвняння (2.140), (2.141) разом з екс-
тремальною умовою (2.127) та умовами нормування

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|f0(λ, µ)− f1(λ, µ)|2 dλdµ = ε1, (2.142)
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1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|g0(λ, µ)− g1(λ, µ)| dλdµ = ε2 (2.143)

визначають найменш сприятливi спектральнi щiльностi в класi D2ε1 ×
D1ε2 .

Справедлива така теорема.

Теорема 2.16. Нехай спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D2ε1 , g0(λ, µ) ∈
D1ε2 задовольняють умову мiнiмальностi (2.92). Нехай виконуються
умови (2.88) i нехай функцiї hf (f0, g0), hg (f0, g0), що обчисленi за фор-
мулами (2.133), (2.134), обмеженi. Спектральнi щiльностi f0(λ, µ),
g0(λ, µ) найменш сприятливi в класi D2ε1 ×D1ε2 для оптимальної екс-
траполяцiї функцiонала A++ξ, якщо вони задовольняють рiвняння (2.140),
(2.141), умови нормування (2.142), (2.143) i визначають розв’язок екс-
тремальної задачi (2.127). Функцiя h (f0, g0), що обчислена за форму-
лою (2.93) є мiнiмаксною спектральною характеристикою оптималь-
ної оцiнки функцiонала A++ξ.

Наслiдок 2.26. Нехай спектральна щiльнiсть f(λ, µ) зафiксована, щiль-
нiсть g0(λ, µ) ∈ D1ε2 щiльнiсть f(λ, µ) + g0(λ, µ) задовольняє умову
мiнiмальностiй (2.92), виконуються умови (2.88), i функцiя hg (f, g0),
що обчислена за формулою (2.134), обмежена. Спектральна щiльнiсть
g0(λ, µ) найменш сприятлива в класi D1ε2 для оптимальної екстрапо-
ляцiї функцiонала Aξ++, якщо вона має вигляд

g0 (λ, µ) = max

{
g1 (λ, µ) ,

α2

∣∣A++

(
eiλ, eiµ

)
f (λ, µ)− C0

(
eiλ, eiµ

)∣∣− f (λ, µ)

}
,

i щiльностi f(λ, µ), g0(λ, µ)визначають розв’язок екстремальної задачi
(2.127). Функцiя h (f, g0), що обчислена за формулою (2.93) є мiнiма-
ксною спектральною характеристикою оптимальної оцiнки функцiо-
нала A++ξ.

2.2.13. Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дослiдженi задачi оптимальної екстраполяцiї фун-
кцiоналiв вiд однорiдного поля, що спостерiгається з однорiдним та
онорiдно зв’язаним шумом. Для знаходження оптимальних оцiнок за-
стосований метод, що базується на геометрiї гiльбертового простору
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та не вимагає канонiчної факторизацiї спектральної щiльностi. Споча-
тку дослiджений випадок поля дискретного аргументу. Для обчислення
спектральної характеристики h(λ, µ) та середньоквадратичної похибки
∆(h; fξξ, fηη, fξη) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала A+ξ вiд невi-
домих значень поля у випадку, коли поле спостерiгається у пiвплощинi
запропонованi формули (2.4), (2.5). Як наслiдок, запропонованi форму-
ли (2.7), (2.8) для некорельованих полiв та формули (2.13), (2.14) для
однорiдного поля, що спостерiгається без шуму. У тому випадку, коли
спектральнi щiльностi розпадаються на добутки f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ),
g (λ, µ) = f1 (λ) g2 (µ), формули приймають вигляд (2.15), (2.16). Приве-
дено приклади застосування цих формул. Аналогiчнi дослiдження про-
веденi для полiв ζ(u, v) = ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ Z2\Z2

+. Розглянуто
мiнiмакснi оцiнки та знайдено найменш сприятливi щiльностi в класах
D0

f (λ) × D0
g(λ), D = Du

v (λ) × Dε(λ) у випадку оцiнки A+ξ та класiв
D0

f ×D0
g , D = Du

v ×Dε, D = D2ε1 ×D1ε2 у випадку оцiнки A++ξ.
Знайденi оптимальнi та мiнiмакснi оцiнки екстраполяцii для непе-

рервного у середньоквадратичному поля.
Окремо розглянута екстраполяцiя функцiоналiв за дискретними спо-

стереженнями. Спектральну характеристику h(f, g) та величину сере-
дньоквадратичної похибки ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiо-
нала Aξ вiд невiдомих значень поля ξ(k, j) за даними спостережень по-
ля ξ(u, v) + η(u, v) при {(u, v) : u ∈ R, v ∈ {. . . ,−n,−(n− 1), . . . ,−1}}.
у цьому випадку можна обчислити за формулами (2.103), (2.104). При
знаходженнi мiнiмаксної оцiнки функцiонала Aξ методами субдиферен-
цiонального числення розв’язана задача опуклого програмування для
певних класiв спектральної невизначенностi, а саме для класiв D0

f ×D0
g ,

Du
l ×Dε , Dε1 ×Dε2 .
Приведенi приклади застосування формул для поля дискретного та

аргументу та поля, неперервного у середньоквадратичному.
Основнi результати цього роздiлу були надрукованi у роботах [115],

[116], [118], [120], [121].
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Роздiл 3

ЗАДАЧI ФIЛЬТРАЦIЇ ВИПАДКОВИХ
ПОЛIВ

3.1. Фiльтрацiя випадкових полiв дискретного
аргументу

3.1.1. Постановка задач для поля дискретного аргументу

Розглянемо задачу лiнiйного оптимального оцiнювання функцiоналу
вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ(k, j), (k, j) ⊂
E ⊂ Z2 за спостереженнями поля ξ (k, j) + η (k, j) при (k, j) ∈ E, де
η (k, j) – однорiдне випадкове поле (шум) з нульовим математичним
сподiванням.

У статтях М.П. Моклячука та С.В. Татарiнова [108], [109] дослiджена
задача оптимального оцiнювання функцiоналiв

Aξ =
∞∑

k,j=0

a (k, j) ξ (−k,−j) , AMNξ =
M∑
k=0

N∑
j=0

a (k, j) ξ (−k,−j)

вiд однорiдного випадкового поля ξ (k, j), що має щiльнiсть f(λ, µ) за
результатами спостережень поля ξ (k, j) + η (k, j) при k ≤ 0, j ≤ 0, де
η (k, j) – некорельоване з ξ (k, j) однорiдне випадкове поле, що має щiль-
нiсть g(λ, µ). Величина середньоквадратичної похибки та спектральна
характеристика оптимальної оцiнки функцiоналiв знайденi за умови,
що спектральнi щiльностi f (λ, µ) + g (λ, µ), f (λ, µ), g (λ, µ) допускають
канонiчну факторизацiю. У випадку невiдомої спектральної щiльностi
у цих работах був застосований мiнiмаксний метод. Знайденi найменш
сприятливi щiльностi та мiнiмакснi спектральнi характеристики для де-
яких класiв спектральних щiльностей D = Df ×Dg.

В данiй роботi розглянемо спочатку задачу оптимального оцiнюва-
ння невiдомого значення поля ξ(k, j) або лiнiйного функцiонала Aξ =∑

k

∑
j a (k, j) ξ (k, j) за спостереженнями поля ξ(u, v) + η(u, v) в усiх

точках площини. При цьому ξ(u, v) та η(u, v) – однорiднi та однорiдно
зв’язанi випадковi поля. Використаємо метод А.М. Колмогорова (не ви-
магаючи канонiчної факторизацiї поля ξ(u, v) + η(u, v)) за умови, що
спектральнi щiльностi полiв вiдомi.

Далi розглянемо задачу оптимального оцiнювання лiнiйного фун-
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кцiонала

Aξ =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

a (k, j) ξ (k,−j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (k, j) у пiвпло-
щинi (k, j) ∈ Z× Z− за даними спостережень поля ξ (u, v) + η (u, v) при
(u, v) ∈ Z × Z−, де ξ (u, v), η (u, v)– некорельованi мiж собою однорiднi
випадковi поля, якi мають спектральнi щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ), що
допускають факторизацiю.

У випадку невiдомих спектральних шiльностей полiв застосуємо мi-
нiмаксний пiдхiд до задач оцiнювання невiдомих значень поля та фун-
кцiоналiв Aξ вiд невiдомих значень поля.

3.1.2. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями в усiх точках
множини E = Z2

Нехай спостерiгається випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) в то-
чках множини (u, v) ∈ Z2, ξ(u, v) та η(u, v) – однорiднi та однорiдно
зв’язанi (у широкому розумiннi) випадковi поля. Кореляцiйна структу-
ра таких полiв визначається додатньо визначеною матрицею спектраль-
них щiльностей (1.1)

Лiнiйна оцiнка Âξ функцiоналу Aξ за даними спостережень поля
ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈ E має вигляд

Âξ =

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ),

де Zζ(∆1,∆2) – ортогональна випадкова мiра поля ζ(u, v) = ξ(u, v) +

η(u, v), h (λ, µ) – спектральна характеристика оцiнки Âξ. Функцiя h (λ, µ)
належить пiдпростору L2 (fζζ), породженому функцiями ei(uλ+vµ) при
(u, v) ∈ E

h (λ, µ) =
∑
(u,

∑
v)∈E

h (u, v) e−i(uλ+vµ).

Умови, яким має задовольняти оптимальна функцiя h (λ, µ) вимагають,
щоб виконувались рiвностi

πw
−π

πw
−π

(A(λ, µ)fξζ(λ, µ)− h(λ, µ)fζζ(λ, µ))e
−i(kλ+jµ)dλdµ = 0 (3.1)

для всiх k ∈ Z, j ∈ Z. Але остання рiвнiсть показує, що всi коефiцiєн-
ти Фур’є функцiї A(λ, µ)(fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ))− h(λ, µ)fζζ(λ, µ) повиннi
дорiвнювати нулю. Звiдси зразу випливає, що цiй рiвностi можна задо-
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вольнити лише при

h(λ, µ) =
A(λ, µ)fζξ(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
. (3.2)

Спектральна характеристика h(λ, µ) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiонала Aξ мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки

∆(W,h(W )) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|A − h|2 fξξ(λ, µ)− 2hA(fξη(λ, µ)+

+2 |h|2Refξη(λ, µ) + |h|2 fηη(λ, µ)
)
dλdµ =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

| A(λ, µ) |2 (fξξ(λ, µ)fζζ(λ, µ)− |fξζ(λ, µ)|2)
fξξ(λ, µ) + fηη(λ, µ) + 2Refξη(λ, µ)

dλdµ. (3.3)

Для знаходження лiнiйної оцiнки одного довiльного значення поля
ξ(k, j) маємо наступнi формули

h(λ, µ) =
fξζ(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
(3.4)

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(fξξ(λ, µ)fζζ(λ, µ)− |fξζ(λ, µ)|2)
fζζ(λ, µ)

dλdµ (3.5)

Якщо поля ξ (u, v), η (u, v) некорельованi, то спектральна характе-
ристика та величина середньоквадратичної похибки обчислюються за
формулами

h(λ, µ) =
A(λ, µ)f(λ, µ)

f(λ, µ) + g(λ, µ)
(3.6)

∆(f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

(
|A(λ, µ)− h(λ, µ)|2 f(λ, µ)+|h(λ, µ)|2 g(λ, µ)

)
dλdµ =

1

4π2

πw
−π

πw
−π

( ∣∣∣∣ A(λ, µ)g(λ, µ)f(λ, µ) + g(λ, µ)

∣∣∣∣2 f(λ, µ)+∣∣∣∣ A(λ, µ)f(λ, µ)f(λ, µ) + g(λ, µ)

∣∣∣∣2 g(λ, µ))dλdµ =

=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

| A(λ, µ) |2 g(λ, µ)f(λ, µ)
f(λ, µ) + g(λ, µ)

dλdµ (3.7)

Формула для середньоквадратичної похибки (3.7) показує, що точне
вiдновлення значення Aξ за значеннями поля ξ (u, v)+ η (u, v) як i у ви-
падку спостереження послiдовностей можливо лише тодi, коли спектри
основного поля ξ (u, v) та поля шуму η (u, v) не перекриваються, так що
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g(λ, µ)f(λ, µ) = 0.
Отже, доведена наступна теорема для поля.

Теорема 3.1. Спектральну характеристику h (λ, µ) та середньоква-
дратичну похибку ∆(W,h(W )) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiона-
ла Aξ вiд випадкового поля ξ (k, j) за спостереженнями поля ζ(u, v) =
ξ(u, v)+η(u, v) при (u, v) ∈ Z2, де ξ(u, v) та η(u, v) – однорiднi та одно-
рiдно зв’язанi (у широкому розумiннi) випадковi поля з кореляцiйною
структурою (1.1) можна знайти за формулами (3.2),(3.3) або за фор-
мулами (3.4),(3.5) у випадку оцiнки одного довiльного значення поля.
Якщо поля ξ (u, v) , η (u, v) некорельованi та мають спектральнi щiль-
ностi f (λ, µ) , g (λ, µ), то спектральну характеристику та середньо-
квадратичну похибку можна обчислити за формулами (3.6), (3.7).

3.1.3. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Нехай спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ) некорельованих мiж со-
бою однорiдних випадкових полiв ξ (u, v) , η (u, v), що спостерiгаються
при (u, v) ∈ Z× Z− вiдомi.

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратично оптимального оцi-
нювання функцiоналу

Aξ =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

a (k, j) ξ (k,−j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (k, j), (k, j) ∈
Z×Z− за даними спостережень поля ξ (u, v)+η (u, v) при (u, v) ∈ Z×Z−.

Будемо вважати, що коефiцiєнти a (k, j), якi визначають функцiонал
Aξ, задовольняють умови

∞∑
k=−∞

∞∑
j=0

|a(k, j)| <∞,
∞∑
j=0

(j + 1) |a(λ, j)|2 <∞, λ ∈ [−π;π] , (3.8)

де a(λ, j) =
∑∞

k=−∞ a(k, j)eikλ.
За цих умов функцiонал Aξ має скiнченний другий момент, а оператори,
що визначенi в подальшому текстi з допомогою коефiцiєнтiв a (k, j),
компактнi.

Знайдемо спектральну характеристику h(λ, µ) оптимальної лiнiйної
оцiнки функцiонала Aξ яка мiнiмiзує величину середньоквадратичної

похибки ∆ =M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2.
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Ця задача є складнiшою, нiж задача фiльтрацiї за всiма значеннями.
Для її розв’язання зробимо додатковi припущення.

Нехай випадкове поле ξ (k, j) + η (k, j) допускає канонiчний розклад
рухомого середнього

ξ (k, j) + η (k, j) =

∞∑
k=−∞

j∑
v=−∞

d(k − u, j − v)ς(u, v),

де ς (u, υ) - стандартне випадкове поле з некорельованими значеннями.
Тодi спектральна щiльнiсть f (λ, µ)+g (λ, µ) допускає канонiчну факто-
ризацiю

f (λ, µ) + g (λ, µ) = |d(λ, µ)|2 = |b(λ, µ)|−2
, (3.9)

d (λ, µ) =
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ) =
∞∑
v=0

d(λ, v) e−ivµ,

d (λ, v) =

∞∑
u=−∞

d (u, v) e−iuλ,

b (λ, µ) =
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

b (u, v) e−i(uλ+vµ) =
∞∑
v=0

b(λ, v) e−ivµ,

b (λ, v) =

∞∑
u=−∞

b (u, v) e−iuλ.

Далi будемо припускати, що щiльнiсть f (λ, µ) допускає факториза-
цiю

f (λ, µ) = |φ(λ, µ)|2 , (3.10)

φ (λ, µ) =
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

φ (u, v) e−i(uλ+vµ) =
∞∑
v=0

φ(λ, v) e−ivµ;

або щiльнiсть g (λ, µ) допускає факторизацiю

g (λ, µ) = |ψ(λ, µ)|2 , (3.11)

ψ (λ, µ) =

∞∑
u=−∞

∞∑
v=0

ψ (u, v) e−i(uλ+vµ) =

∞∑
v=0

ψ(λ, v) e−ivµ.

Щiльностi, що допускають факторизацiю вигляду (3.9), (3.10),(3.11)
називатимемо регулярними. Умови регулярностi для однорiдних ви-
падкових полiв були дослiдженнi у роботах [1], [128] – [130], [133] –
[142], [157], [158], [162], [163], [171], [181].

Лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ за даними спостережень поля
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ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈ Z× Z− має вигляд

Âξ =

πw
−π

πw
−π

h (λ, µ) (Zξ (dλ, dµ) + Zη (dλ, dµ)) ,

де Zξ (∆1,∆2) , Zη (∆1,∆2) – ортогональнi випадковi мiри поля ξ (u, v)

та η (u, v) вiдповiдно, h (λ, µ)– спектральна характеристика оцiнки Âξ.
Функцiя h (λ, µ) належить пiдпростору L−

2 (f + g) у просторi L2 (f + g),
породженому функцiями ei(uλ+vµ) при (u, v) ∈ Z× Z−,

h (λ, µ) =
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

h (u, v) e−i(uλ+vµ) =
∞∑
v=0

h(λ, v) e−ivµ.

Розглянемо

Aξ − Âξ =

πw
−π

πw
−π

A (λ, µ)Zξ (dλ, dµ)−

−
πw

−π

πw
−π

h (λ, µ) (Zξ (dλ, dµ) + Zη (dλ, dµ)) =

=

πw
−π

πw
−π

(A (λ, µ)− h (λ, µ))Zξ (dλ, dµ)−

−
πw

−π

πw
−π

h (λ, µ) (Zη (dλ, dµ))±
πw

−π

πw
−π

A (λ, µ)Zη (dλ, dµ) =

πw
−π

πw
−π

(A (λ, µ)−h (λ, µ))(Zξ (dλ, dµ)+Zη (dλ, dµ))−
πw

−π

πw
−π

A (λ, µ)Zη (dλ, dµ) .

Нехай спектральнi щiльностi допускають факторизацiю (3.9), (3.11).
У цьому випадку середньоквадратичну похибку лiнiйної оцiнки Âξ, яка
має спектральну характеристику h (λ, µ), можна обчислити за форму-
лою

∆(h; f, g) =M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2 =
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=
1

4π2

πw
−π

πw
−π

[
|A (λ, µ)− h (λ, µ) |2 (f (λ, µ) + g (λ, µ))−

(A (λ, µ)− h (λ, µ))
−
A (λ, µ) g (λ, µ)− (

−
A (λ, µ)−

−
h (λ, µ))A(λ, µ) g (λ, µ)+

+ |A (λ, µ)|2 g (λ, µ)
]
dλdµ =

=
1

2π

πw
−π

∞∑
k=0

∞∑
j=0

[((a(λ, k)−h(λ, k))(−a(λ, j)−
−
h(λ, j))

min(k,j)∑
p=−∞

d(λ, k−p)
−
d(λ, j−p)−

−
[
((a(λ, k)− h(λ, k))

−
a(λ, j) + (

−
a(λ, j)−

−
h(λ, j))a(λ, k)− a(λ, k)

−
a(λ, j)

]
×

×
min(k,j)∑
p=−∞

ψ(λ, k − p)
−
ψ(λ, j − p)]dλ =

=
1

2π

πw
−π

[⟨D(λ)(a(λ)− h(λ)), (a(λ)− h(λ))⟩ − ⟨Ψ(λ)a(λ), (a(λ)− h(λ))⟩] dλ+

+
1

2π

πw
−π

[−⟨(a(λ)− h(λ)),Ψ(λ)a(λ)⟩+ ⟨a(λ),Ψ(λ) a(λ)⟩] dλ,

A (λ, µ) =
∞∑

u=−∞

∞∑
v=0

a (u, v) e−i(uλ+vµ) =
∞∑
v=0

a(λ, v)e−ivµ,

a (λ, v) =
∞∑

u=−∞
a (u, v) e−iuλ,

a(λ) = {a(λ, v) : v = 0, 1, . . . } , h(λ) = {h(λ, v) : v = 0, 1, . . . } ,

⟨a(λ), c(λ)⟩ =
∞∑
k=0

a(λ, k) c̄(λ, k)

– скаляpний добуток у пpостоpi ℓ2; D(λ), Ψ(λ) - оператори у просторi
ℓ2, якi задаються матрицями з елементами

D(λ; k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

d(λ, k − p)
−
d(λ, j − p), k, j = 0, 1, ...;

Ψ(λ; k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

ψ(λ, k − p)
−
ψ(λ, j − p), k, j = 0, 1, ....

Спектральна характеристика h (f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
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кцiоналу Aξ мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки

∆(f, g) = ∆ (h (f, g) ; f, g) = min
h∈L−

2 (f+g)
∆(h; f, g) .

Величина ∆(h; f, g) досягає мiнiмуму при

a(λ, k)− h(λ, k) = (D−1(λ)Ψ(λ) a(λ))(k).

При цьому сам мiнiмум дорiвнює

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

[⟨Ψ(λ)a(λ), a(λ)⟩ − ⟨B(λ)Ψ(λ) a(λ), Ψ(λ)a(λ)⟩] dλ =

=
1

2π

πw
−π

[⟨cg(λ), a(λ)⟩ − ⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩] dλ, (3.12)

де cg(λ) = Ψ(λ)a(λ), cg(λ) = {cg(λ, v) : v = 0, 1, . . . }, B(λ) – оператор у
просторi ℓ2 який задається матрицею з елементами

B(λ; k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

b(λ, k − p)
−
b(λ, j − p), k, j = 0, 1, . . . ;

b(λ) = {b(λ, v) : v = 0, 1, . . . }
Cg(λ) – оператор у пpостоpi ℓ2, який визначається матрицею з елемента-
ми Cg(λ, k, j) = cg(λ, k + j), k, j = 0, 1 . . . . Спектральну характеристику
h (f, g) оптимальної оцiнки Âξ можна знайти за формулою

h (f, g) = A (λ, µ)− rg (λ, µ) d
−1 (λ, µ) , (3.13)

rg (λ, µ) =
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ.

Якщо спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ) допускають факторизацiю
(3.9), (3.10), то

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

[
⟨cf (λ), a(λ)⟩ − ⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩

]
dλ, (3.14)

де cf (λ) = Φ(λ)a(λ), а оператори Φ(λ), Cf (λ) визначаються аналогiчно
тому як визначаються оператори Ψ(λ), Cg(λ). Спектральна характери-
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стика h (f, g) оптимальної оцiнки Aξ обчислюється за формулою

h (f, g) = rf (λ, µ) d
−1 (λ, µ) , (3.15)

rf (λ, µ) =
∞∑
k=0

(Cf (λ)b(λ))(k)e
−ikµ.

Отже, доведена наступна теорема.

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови (3.8). Середньоквадратичну
похибку ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала

Aξ =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

a (k, j) ξ (k,−j)

вiд випадкового поля ξ (k, j) за спостереженнями поля ξ (u, v)+ η (u, v)

при (u, v) ∈ Z × Z− можна знайти за формулою (3.12), якщо неко-
рельованi однорiднi випадковi поля ξ (k, j) , η (k, j) мають спектральнi
щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ), якi допускають факторизацiю (3.9), (3.11).
Спектральну характеристику h (f, g) оптимальної оцiнки функцiона-
лу Aξ у цьому випадку можна обчислити за формулою (3.13). Якщо
щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ) допускають факторизацiї (3.9), (3.10), то
величини ∆(f, g), h (f, g) можна знайти за формулами (3.14), (3.15).

Наслiдок 3.1. Нехай виконуються умови (3.8) та однорiднi випадковi
поля ξ (k, j) , η (k, j) мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ), якi
допускають факторизацiю

f (λ, µ) = f1(λ) |φ2(µ)|2 ,

f (λ, µ) + g (λ, µ) = f1(λ) |d2(µ)|2 = f1(λ) |b2(µ)|−2
,

або
g (λ, µ) = f1(λ) |ψ2(µ)|2 ,

f (λ, µ) + g (λ, µ) = f1(λ) |d2(µ)|2 = f1(λ) |b2(µ)|−2
,

де

ϕ2 (µ) =

∞∑
k=0

ϕ(k)e−ikµ, ψ2 (µ) =

∞∑
k=0

ψ(k)e−ikµ,

b2 (µ) =

∞∑
k=0

b(k)e−ikµ, d2 (µ) =

∞∑
k=0

d(k)e−ikµ.
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Середньоквадратичну похибку ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiоналу Aξ вiд випадкового поля ξ (k, j) за спостереженнями поля
ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈ Z × Z− можна знайти за однiєю з на-
ступних формул

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

f1(λ)
[
⟨c̃g(λ), a(λ)⟩ −

⟨
C̃g(λ)b2, C̃g(λ)b2

⟩]
dλ,

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

f1(λ)
[
⟨c̃f (λ), a(λ)⟩ −

⟨
C̃f (λ)b2, C̃f (λ)b2

⟩]
dλ,

де c̃g(λ) = Ψ2a(λ), Ψ2 – оператор у пpостоpi ℓ2, який визначається
матрицею з елементами

Ψ2(k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

ψ2(k − p)
−
ψ2(j − p), k, j = 0, 1, . . . ;

C̃g(λ) – оператор у пpостоpi ℓ2, який визначається матрицею з еле-
ментами C̃g(λ; k, j) = c̃g(λ; k + j), k, j = 0, 1, . . . ; C̃f (λ) – оператор у
пpостоpi ℓ2, який визначається матрицею з елементами C̃f (λ; k, j) =

c̃f (λ; k + j), k, j = 0, 1, . . . , c̃f (λ) = Φ2a(λ), Φ2 – оператор у пpостоpi
ℓ2, який визначається матрицею з елементами

Φ2(k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

φ2(k − p)
−
φ2(j − p), k, j = 0, 1, . . .

Оскiльки

rf (λ, µ) =
1√
f1(λ)

f1(λ)
∞∑
k=0

(C̃f (λ)b2)(k)e
−ikµ =

√
f1(λ))r̃f (λ, µ) ,

та

rg (λ, µ) =
1√
f1(λ)

f1(λ)
∞∑
k=0

(C̃g(λ)b2)(k)e
−ikµ =

√
f1(λ)r̃g (λ, µ) ,

то спектральну характеристику h (f, g) оптимальної оцiнки функцiо-
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налу Aξ у цьому випадку можна обчислити за однiєю з двох формул

h (f, g) = A (λ, µ)− r̃g (λ, µ) d
−1
2 (µ) , r̃g (λ, µ) =

∞∑
k=0

(C̃g(λ)b̄2)(k)e
−ikµ,

h (f, g) = r̃f (λ, µ) d
−1
2 (µ) , r̃f (λ, µ) =

∞∑
k=0

(C̃f (λ)b̄2)(k)e
−ikµ.

Приклад 3.1. Приклад, у якому знайдено оцiнку функцiоналу

Aξ =
1∑

k=−1

0∑
j=−1

ξ(k, j)

вiд поля ξ(k, j), що має щiльнiсть

f(λ, µ) =
∣∣1 + αe−iλ

∣∣2 | 1 + βe−iµ |2 = f1(λ) |φ2(µ)|2 , α < 1, β < 1,

за результатами спостереженьв точках (u, v) ∈ Z × Z− поля ξ(u, v) +

η(u, v), що має щiльнiсть

f(λ, µ) + g(λ, µ) =

∣∣1 + αe−iλ
∣∣2

V 2 | 1 + γe−iµ |2
= f1(λ) |d2(µ)|2 = f1(λ) |b2(µ)|−2

,

розглянуто у додатках (Приклад 4.12). ♢

3.1.4. Мiнiмакснi (робастнi) оцiнки за спостереженнями у
пiвплощинi

Скористатись формулами для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала Aξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ (k, j) , k ∈
Z, j ∈ Z− за даними спостережень поля ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈
Z×Z− можна при умовi, що спектральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) вiдомi.
У тому випадку, коли спектральнi щiльностi невiдомi, а визначенi лише
класи можливих (допустимих) спектральних щiльностей застосовують
мiнiмаксний пiдхiд ро задачi оцiнювання функцiонала. Вiдповiднi озна-
чення найменш сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних
спектральних характеристик наведенi у попереднiх роздiлах. У цьому
раздiлi матимемо такi твердження, що є наслiдком означень, тверджень
теореми 3.2 та вiдповiдних наслiдкiв.
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Лема 3.1. Спектральнi щiльностi f0 (λ, µ) ∈ Df , g0 (λ, µ) ∈ Dg, якi
допускають канонiчнi факторизацiї (3.9) – (3.11), будуть найменш
сприятливими в класi D = Df × Dg при оптимальному оцiнюваннi
функцiонала Aξ, якщо функцiї φ (λ, v), ψ (λ, v), b (λ, v), якi задають цi
факторизацiї, будуть розв’язком задачi на умовний екстремум

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

[⟨cg(λ), a(λ)⟩ − ⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩] dλ→ sup, (3.16)

g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

ψ (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

∈ Dg,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

b (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
−2

− g (λ, µ) ∈ Df ,

або задачi на умовний екстремум

∆(f, g) =
1

2π

πw
−π

[⟨cf (λ), a(λ)⟩ − ⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩] dλ→ sup (3.17)

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

φ (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
2

∈ Df ,

g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

b (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
−2

− f (λ, µ) ∈ Dg.

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (3.13) чи за формулою (3.15) за умови h (f0, g0) ∈
HD.

У тому випадку, коли одна iз щiльностей вiдома, задачi (3.10), (3.11)
– це задачi на умовний екстремум лише по змiннiй b (λ, v).

Лема 3.2. Якщо вiдома спектральна щiльнiсть g (λ, µ), то спектраль-
на щiльнiсть f0 (λ, µ) ∈ Df , яка допускає канонiчну факторизацiю
(3.9), (3.10), буде найменш сприятливою в Df при оптимальному оцi-
нюваннi функцiонала Aξ, якщо функцiя b (λ, v) буде розв’язком задачi
на умовний екстремум

1

2π

πw
−π

[⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩] dλ→ inf, (3.18)
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f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

b (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
−2

− g (λ, µ) ∈ Df .

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g) можна обчи-
слити за формулою (3.15) за умови, що h (f0, g) ∈ HD.

Аналогiчно, спектральна щiльнiсть g0 (λ, µ) ∈ Dg, яка допускає ка-
нонiчну факторизацiю (3.9), (3.11) при вiдомiй щiльностi f (λ, µ), буде
найменш сприятливою в Dg при оптимальному оцiнюваннi функцiо-
налу Aξ, якщо функцiя b (λ, v) буде розв’язком задачi на умовний екс-
тремум

1

2π

πw
−π

[⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩] dλ→ inf, (3.19)

g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
v=0

b (λ, v) e−ivµ

∣∣∣∣∣
−2

− f (λ, µ) ∈ Dg.

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f, g0) можна обчи-
слити за формулою (3.13) чи за формулою (3.15) за умови h (f, g0) ∈
HD.

Зазначимо, що найменш сприятливi щiльностi f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) та мi-
нiмаксна спектральна характеристика h0 = h (f0, g0) утворюють сiдлову
точку функцiї ∆(h; f, g) на множинi HD ×D. Нерiвностi сiдлової точки
виконуються, коли h0 = h (f0, g0), h (f0, g0) ∈ HD i (f0, g0) є розв’язком
задачi на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) , (3.20)

де

∆(h (f0, g0) ; f, g) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

| rg (λ, µ)|2 f (λ, µ)
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

dλ dµ+

+
1

4π2

πw
−π

πw
−π

|rf (λ, µ)|2 g (λ, µ)
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

dλdµ,

а функцiї rg (λ, µ), rf (λ, µ) визначенi за формулами (3.13), (3.15) при
f (λ, µ) = f0 (λ, µ), g (λ, µ) = g0 (λ, µ). Задача на умовний екстремум
(3.20) еквiвалентна задачi на безумовний екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (3.21)
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де δ ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множини D = Df ×Dg.
Розв’язок задачi (3.21) визначаються умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) , де

∂∆D (f0, g0) – субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi
(f0, g0). Скористаємося даною умовою для знаходження найменш спри-
ятливих спектральних щiльностей для конкретних класiв допустимих
щiльностей.

3.1.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = Du

v (λ)×Dε(λ).

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдо-
мих значень однорiдного поля ξ (k, j) , k ∈ Z, j ∈ Z− за даними спостере-
жень поля ξ(u, v)+ η(u, v) при (u, v) ∈ Z×Z− за умови, що спектральнi
щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) полiв невiдомi, а визначенi лише класи допу-
стимих спектральних щiльностей, що мають вигляд D = Du

v (λ)×Dε(λ),
де

Du
v (λ) =

{
f (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ f (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

2π

πw
−π

f(λ, µ) dµ = P1(λ), λ ∈ [−π, π]
}
.

Dε =

{
g (λ, µ) | g (λ, µ) = (1− ε) g1 (λ, µ) + εw (λ, µ) ,

1

2π

πw
−π

g(λ, µ)dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π]
}
,

спектральнi щiльностi v(λ, µ),u(λ, µ),g1(λ, µ) фiксованi i, крiм того, щiль-
ностi v(λ, µ), u(λ, µ) обмеженi. З умови 0 ∈ ∂∆D(fo, go) приD = Du

v (λ)×
Dε(λ) знаходимо враховуючи вигляд субдиференцiалiв iндикаторної фун-
кцiї множин Du

v (λ), Dε(λ), що найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ) ∈
Du

v (λ), g0(λ, µ) ∈ Dε(λ) задовольняють рiвняння

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) =

= α1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

(γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + 1)−1, (3.22)
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f0 (λ, µ)+g0 (λ, µ) = α2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cf (λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

(γ3(λ, µ)+1)−1, (3.23)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ υ (λ, µ) ; функцiя
γ2 (λ, µ) ≤ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ; функцiя γ3 (λ, µ) ≤ 0
i γ3 (λ, µ) = 0 при g0 (λ, µ) ≥ (1− ε)g1 (λ, µ).

Коефiцiєнти α1, α2, функцiя b (λ, v), опеpатори Cf (λ), Cg(λ) визна-
чаються за допомогою факторизацiї (3.9) – (3.11) щiльностей f0(λ, µ) ∈
Du

v , g0(λ, µ) ∈ Dε, f0(λ, µ) + g0(λ, µ) та умов

1

2π

πw
−π

f0 (λ, µ) dµ = P1(λ),
1

2π

πw
−π

g0(λ, µ) dµ = P2(λ). (3.24)

У тому випадку, коли одна iз щiльностей задана, найменш сприя-
тиливу щiльнiсть можна знайти, користуючись одним iз спiввiдношень
(3.22), (3.23). Якщо задана щiльнiсть g(λ, µ) ∈ Dε, яка допускає канонi-
чну факторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ Du

v має
вигляд

f0 (λ, µ) = max

{
v (λ, µ) ,min

{
u (λ, µ) ,

α1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

− g (λ, µ)

}}
. (3.25)

Якщо ж вiдома щiльнiсть f(λ, µ) ∈ Du
v , яка допускає канонiчну факто-

ризацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ Dε має вигляд

g0 (λ, µ) = max

{
(1− ε) g1 (λ, µ) ,

α2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cf (λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

− f (λ, µ)

}
. (3.26)

Оператори Cg(λ), Cf (λ) обчислюються за факторизацiєю заданих щiль-
ностей g(λ, µ) ∈ Dε, f(λ, µ) ∈ Du

v .
Сформулюємо одержане твердження у виглядi теореми.

Теорема 3.3. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈
Du

v , g0(λ, µ) ∈ Dε при оптимальному оцiнюваннi функцiоналу Aξ ви-
значаються спiввiдношеннями (3.22), (3.23), (3.9) – (3.11), (3.16), (3.24).
Якщо вiдома спектральна щiльнiсть g(λ, µ) ∈ Dε, яка допускає кано-
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нiчну факторизацiю, то найменш сприятлива спектральна щiльнiсть
f0(λ, µ) ∈ Du

v визначається спiввiдношеннями (3.25), (3.9) – (3.11),
(3.18), (3.24). Якщо задана спектральна щiльнiсть f(λ, µ) ∈ Du

v , що до-
пускає канонiчну факторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть
g0(λ, µ) ∈ Dε має вигляд (3.26) i визначається умовами (3.9) – (3.11),
(3.19), (3.24). Мiнiмаксна спектральна характеристика оптимальної
оцiнки при оптимальному оцiнюваннi функцiоналу Aξ обчислюється
за формулами (3.13), (3.15).

3.1.6. Найменш сприятливi щiльностi в класi D0
f (λ)×D0

g(λ)

Розглянемо задачу в класi спектральних щiльностей D0
f (λ)×D0

g(λ), де

D0
f (λ) =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

πw
−π

f(λ, µ)dµ = P1(λ), λ ∈ [−π, π]

}
,

D0
g(λ) =

{
g (λ, µ)

∣∣∣∣∣ 1

2π

πw
−π

g(λ, µ) dµ = P1(λ), λ ∈ [−π, π]

}
.

Враховуючи вигляд субдиференцiалiв iндикаторної функцiї множинD0
f ,

D0
g з умови 0 ∈ ∂∆D(fo, go) при D0

f ×D0
g знаходимо, що найменш спри-

ятливi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0
f , g0(λ, µ) ∈ D0

g задовольняють рiвняння

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) = α1(λ)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

, (3.27)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) = α2(λ)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cf (λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

. (3.28)

Коефiцiєнти α1(λ),α2(λ), функцiя b (λ, v), опеpатори Cf (λ),Cg(λ) визна-
чаються за допомогою факторизацiї (3.9) – (3.11) щiльностей f0(λ, µ) ∈
Du

v , g0(λ, µ) ∈ Dε, f0(λ, µ) + g0(λ, µ) та умов

1

2π

πw
−π

f0 (λ, µ) dµ = P1(λ),
1

2π

πw
−π

g0(λ, µ) dµ = P2(λ).

У тому випадку, коли одна iз щiльностей задана, найменш сприя-
тиливу щiльнiсть можна знайти, користуючись одним iз спiввiдношень
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(3.27), (3.28). Якщо задана щiльнiсть g(λ, µ), яка допускає канонiчну
факторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ D0

f має ви-
гляд

f0 (λ, µ) =

α1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

− g (λ, µ)


+

. (3.29)

Якщо задана щiльнiсть f(λ, µ), яка допускає канонiчну факторизацiю,
то найменш сприятлива щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ D0

g має вигляд

g0 (λ, µ) =

α2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cf (λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

− f (λ, µ)


+

. (3.30)

Теорема 3.4. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi (f0, g0) ∈
D0

f × D0
g, при оптимальному оцiнюваннi функцiоналу Aξ визначаю-

ться спiввiдношеннями (3.27), (3.28). Якщо вiдома спектральна щiль-
нiсть g(λ, µ) ∈ Dε, то найменш сприятлива спектральна щiльнiсть
f0(λ, µ) ∈ Du

v визначається спiввiдношеннями (3.27), (3.9) – (3.11), (3.18),
(3.24). Якщо задана спектральна щiльнiсть f(λ, µ) ∈ Du

v , то найменш
сприятлива щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ Dε має вигляд (3.20) i визначається
умовами (3.30), (3.9) – (3.11), (3.19), (3.24). Мiнiмаксна спектраль-
на характеристика оптимальної оцiнки обчислюється за формулами
(3.13), (3.15).

Приклад 3.2. Приклад, у якому дослiджено оцiнку функцiоналf за умов
спектральної невизначеностi розмiщено у додатках (Приклад 4.13). ♢

3.2. Фiльтрацiя випадкових полiв неперервного
аргументу

3.2.1. Постановка задач для поля неперервного аргументу

У роботi Моклячука М.П. та Татарiнова С.В. [111] дослiджена задача
оптимального оцiнювання перетворень

Aξ =

∞w
0

∞w
0

a (s, t) ξ (−s,−t) dsdt,
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вiд однорiдного неперервного у середньоквадратичному випадкового
поля ξ (s, t), що має щiльнiсть f(λ, µ) за результатами спостережень по-
ля ξ (s, t) + η (s, t) при s ≤ 0, t ≤ 0, де η (s, t) – некорельоване з ξ (s, t)
однорiдне випадкове поле, що має щiльнiсть g(λ, µ). Величина сере-
дньоквадратичної похибки та спектральна характеристика оптималь-
ної оцiнки функцiоналiв знайденi за умови, що спектральнi щiльностi
f (λ, µ) + g (λ, µ), f (λ, µ), g (λ, µ) допускають канонiчну факторизацiю.
У випадку невiдомої спектральної щiльностi у цих работах був застосо-
ваний мiнiмаксний метод та знайденi найменш сприятливi щiльностi та
мiнiмакснi спектральнi характеристики для класe спектральних щiль-
ностей D = Df ×Dg.

Знайдемо оцiнку ξ̂(t, s), t ∈ R, s ∈ R поля ξ(t, s) для довiльної (не
обовязково цiлочисельної) точки площини за спостереженнями значень
середньоквадратично неперервного поля ξ(u, v) + η(u, v) у всiх цiлочи-
сельних точках (u, v) : u ∈ Z, v ∈ Z.

Далi розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратично оптималь-
ного оцiнювання функцiоналу

Aξ =

∞w
−∞

∞w
0

a (t, s) ξ (t,−s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (s, t) , s ∈ R1, t ≤
0 за даними спостережень поля ξ (u, v) + η (u, v) в точках множини
(u, v) ∈ R × R−, де ξ (s, t), η (s, t) – некорельованi однорiднi випадковi
поля. У випадку невiдомих спектральних щiльностей полiв застосуємо
мiнiмаксний пiдхiд до задач оцiнки невiдомих значень поля та функцiо-
налiв Aξ вiд невiдомих значень поля Âξ.

3.2.2. Оптимальнi оцiнки значень поля неперервного
аргументу за спостереженнями в усiх цiлочисельних
точках площини

Нехай шукається оцiнка корисного сигналу ξ̂(t, s) t ∈ R, s ∈ R для
довiльної (не обовязково цiлочисельної) точки площини за спостере-
женнями значень неперервного у середньоквадратичному сенсi поля
ζ(t, s) = ξ(t, s)+ η(t, s), де ξ(t, s), η(t, s) – однорiднi та однорiдно звязанi
випадковi поля, в усiх цiлочисельних точках {(u, v) : u ∈ Z, v ∈ Z}. Умо-
ви, яким має задовольняти спектральна характеоистика h (λ, µ) опти-
мальної оцiнки вимагають, щоб

∞w
−∞

∞w
−∞

(ei(tλ+sµ)fξζ(λ, µ)− h(λ, µ)fζζ(λ, µ))e
−i(kλ+jµ)dλdµ = 0,
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для всiх k ∈ Z, j ∈ Z.
Звiдси для всiх k ∈ Z, j ∈ Z

πw
−π

πw
−π

(Fξζ(t, s, λ, µ)− h(λ, µ)Fζζ(t, s, λ, µ))e
−i(kλ+jµ)dλdµ = 0, (3.31)

де Fξζ(t, s, λ, µ), Fζζ(t, s, λ, µ) визначенi у роздiлi 2. Рiвнiсть (3.31) пока-
зує, що всi коефiцiєнти Фур’є функцiї Fξζ(t, s, λ, µ)−h(λ, µ)Fζζ(t, s, λ, µ)
дорiвнюють нулевi. Звiдси зразу випливає, що

h(fζζ , fξζ) =
Fξζ(t, s, λ, µ)

Fζζ(0, 0, λ, µ)
. (3.32)

Спектральна характеристика h(fξ, fη) оптимальної лiнiйної оцiнки
ξ̂(k, j) мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки. Похибка

∆(h, fξ, fη) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξξ(0, 0, λ, µ)Fζζ(0, 0, λ, µ)− |Fξζ(t, s, λ, µ)|2

Fζζ(0, 0, λ, µ)
dλdµ

(3.33)
Якщо поля некорельованi, то

h(fξ, fη) =
Fξ(t, s, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
, (3.34)

∆(h, fξ, fη) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

[
Fξ(0, 0, λ, µ)−

|Fξ(t, s, λ, µ)|2

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)

]
dλdµ,

(3.35)
де

Fξ(t, s, λ, µ) =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=−∞

eit(λ+2πk)eis(µ+2πk)fξ(λ+ 2πk, µ+ 2πj),

Fη(t, s, λ, µ) =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=−∞

eit(λ+2πk)eis(µ+2πk)fη(λ+ 2πk, µ+ 2πj),

Якщо k ∈ Z, j ∈ Z, тодi

h(fξ, fη) =
Fξ(0, 0, λ, µ)e

i(kλ+jµ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
, (3.36)
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∆(h, fξ, fη) =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξ(0, 0, λ, µ)Fη(0, 0, λ, µ)

Fξ(0, 0, λ, µ) + Fη(0, 0, λ, µ)
dλdµ (3.37)

Теорема 3.5. Нехай середньоквадратично неперервне поле ζ(u, v) =

ξ(u, v) + η(u, v), де ξ(u, v), η(u, v) – однорiднi та однорiдно зв’язанi ви-
падковi поля, спостерiгається в усiх цiлочисельних точках {(u, v) : u ∈
Z, v ∈ Z} площини. Нехай виконується умова мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

Fζζ(0, 0;λ, µ)
<∞.

Тодi спектральну характеристику h(fζζ , fξζ) та величину середньоква-
дратичної похибки ∆(h, fζζ , fξζ) оптимальної лiнiйної оцiнки невiдомо-
го значення поля ξ(t, s) можна обчислити за формулами (3.32), (3.33).
Якщо ξ(u, v), η(u, v) – некорельованi однорiднi випадковi поля, що ма-
ють спектральнi щiльностi fξ(λ, µ), fη(λ, µ) та виконується умова
мiнiмальностi

πw
−π

πw
−π

1

Fξ(0, 0;λ, µ) + Fη(0, 0;λ, µ)
<∞,

то спектральну характеристику h(fξ, fη) та величину середньоква-
дратичної похибки ∆(h, fξ, fη) оптимальної лiнiйної оцiнки невiдомого
значення поля ξ(t, s) можна обчислити за формулами (3.34), (3.35). У
випадку оцiнки невiдомого значення ξ(k, j) при k ∈ Z, j ∈ Z формули
мають вигляд (3.36), (3.37).

3.2.3. Оптимальнi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Розглянемо задачу лiнiйного середньоквадратично оптимального оцi-
нювання функцiонала

Aξ =

∞w
−∞

∞w
0

a (t, s) ξ (t,−s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (s, t) , s ∈ R1, t ≤
0 за даними спостережень поля ξ (u, v)+ η (u, v), де ξ (u, v) , η (u, v) – не-
корельованi мiж собою середньоквадратично неперервнi однорiднi ви-
падковi поля, якi мають спектральнi щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ), у точках
множини {(u, v) ∈ R× R−}.
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Будемо вважати, що функцiя a (t, s), яка визначає функцiонал Aξ,
задовольняє умови

∞w
−∞

∞w
0

|a (t, s)| dtds <∞,

∞w
0

s |a (λ, s)|2 ds <∞, λ ∈ R, (3.38)

a (λ, t) =

∞w
−∞

a (s, t) eisλds.

За цих умов функцiонал Aξ має скiнченний другий момент, а операто-
ри, що визначенi в подальшому текстi з допомогою коефiцiєнтiв a (t, s),
компактнi.

Нехай ξ (t, s) + η (t, s) допускає канонiчний розклад рухомого сере-
днього

ξ (t, s) + η (t, s) =

∞w
−∞

sw
−∞

d(t− u, s− v)dς(u, v), (3.39)

де ς (u, v) – стандартне випадкове поле з некорельованими приростами.
Спектральна щiльнiсть f (λ, µ) + g (λ, µ) у цьому випадку допускає

канонiчну факторизацiю

f (λ, µ) + g (λ, µ) = |d(λ, µ)|2 = |b(λ, µ)|−2
, (3.40)

d (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu =

∞w
0

d(λ, v) e−ivµdv,

b (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

b (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu =

∞w
0

b(λ, v) e−ivµdv.

Нехай щiльнiсть f (λ, µ) допускає факторизацiю

f (λ, µ) = |φ(λ, µ)|2 , (3.41)

φ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

φ (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu =

∞w
0

φ(λ, v) e−ivµdv;

а щiльнiсть g (λ, µ) допускає факторизацiю

g (λ, µ) = |ψ(λ, µ)|2 , (3.42)

ψ (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

ψ (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu =

∞w
0

ψ(λ, v) e−ivµdv.
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Лiнiйна оцiнка Âξ функцiонала Aξ має вигляд

Âξ =

∞w
−∞

∞w
−∞

h (λ, µ) (Zξ (dλ, dµ) + Zη (dλ, dµ)) ,

де Zξ (∆1,∆2) , Zη (∆1,∆2)– ортогональнi випадковi мiри поля ξ (s, t) та
η (s, t) вiдповiдно, h (λ, µ) належить пiдпростору L−

2 (f + g) в просторi
L2 (f + g), породженому функцiями ei(uλ+υµ) при (u, v) ∈ R× R−

h (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

h (u, v) e−i(uλ+vµ)dvdu =

∞w
0

h(λ, v) e−ivµdv.

Середньоквадратичну похибку лiнiйної оцiнки Âξ яка має спектральну
характеристику h (λ, µ) можна обчислити за формулою

∆(h; f, g) =M
∣∣∣Aξ − Âξ

∣∣∣2 =

=
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

[
|A (λ, µ)− h (λ, µ) |2 (f (λ, µ) + g (λ, µ))−

− (A (λ, µ)−h (λ, µ))
−

A(λ, µ) g (λ, µ)− (
−
A (λ, µ)−

−
h (λ, µ))A(λ, µ) g (λ, µ)+

+ |A (λ, µ)|2 g (λ, µ)
]
dλdµ =

−
[
((a(λ, t)−h(λ, t))−a(λ, v)+(

−
a(λ, v)−

−
h(λ, v))a(λ, t)−a(λ, t)

−
a(λ, v)

]
×

min(t,v)w
−∞

ψ(λ, t− y)
−
ψ(λ, v − y)dy

]
dtdvdλ =

=
1

2π

∞w
−∞

[
⟨D(λ)(a(λ)− h(λ)), (a(λ)− h(λ))⟩−⟨Ψ(λ) a(λ), (a(λ)− h(λ))⟩

]
dλ+

+
1

2π

∞w
−∞

[
− ⟨(a(λ)− h(λ)), Ψ(λ) a(λ)⟩+ ⟨a(λ), Ψ(λ) a(λ)⟩

]
dλ,
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A (λ, µ) =

∞w
−∞

∞w
0

a (s, t) e−i(sλ+tµ)dsdt =

∞w
0

a(λ, t) e−itµdt,

де

⟨a(λ), c(λ)⟩ =
∞w
0

a(λ, t) c̄(λ, t)dt

– скаляpний добуток у пpостоpi L2[0,∞); а D(λ), Ψ(λ) – оператори у
просторi L2[0,∞), якi задаються ядpами

D(λ; t, v) =

min(t,v)w
−∞

−
d(λ, t− y)d(λ, v − y)dy,

Ψ(λ; t, v) =

min(t,v)w
−∞

−
ψ(λ, t− y)ψ(λ, v − y)dy.

Спектральна характеристика h (f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiоналу Aξ мiнiмiзує величину середньоквадратичної похибки.

Якщо спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ) допускають факториза-
цiї (3.40), (3.42), то величина ∆(h; f, g) досягає мiнiмуму при

a(λ, t)− h(λ, t) = ((D(λ, t))−1Ψ(λ) a(λ))(t),

а сам мiнiмум дорiвнює

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

[⟨Ψ(λ)a(λ), a(λ)⟩ − ⟨B(λ)Ψ(λ) a(λ), Ψ(λ)a(λ)⟩] dλ =

=
1

2π

∞w
−∞

[
⟨cg(λ), a(λ)⟩ − ⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩

]
dλ, (3.43)

де cg(λ, t) = (Ψ(λ)a(λ))(t), B(λ) – оператор у просторi L2[0,∞), який
задається ядром

B(λ; t, v) =

min(t,v)w
−∞

−
b(λ, t− y)b(λ, v − y)dy,

Cg(λ)– оператор в L2[0,∞), який визначається спiввiдношенням

(Cg(λ)b)(t) =

∞w
0

cg(λ, t+ v)b(λ, v)dv.
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Спектральну характеристику h (f, g) можна знайти за формулою

h (f, g) = A (λ, µ)− rg (λ, µ) d
−1 (λ, µ) , (3.44)

rg (λ, µ) =

∞w
0

Cg(λ)b(t)e
−itµdt.

Якщо спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ) допускають факториза-
цiю (3.40), (3.41), то

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

[⟨cf (λ), a(λ)⟩ − ⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩] dλ, (3.45)

де cf (λ, t) = (Φ(λ)a(λ))(t), а оператори Φ(λ), Cf (λ) у просторi L2[0,∞)
визначаються так само як оператори Ψ(λ), Cg(λ). Спектральна характе-
ристика h (f, g) оптимальної оцiнки Aξ обчислюється за формулою

h (f, g) = rf (λ, µ) d
−1 (λ, µ) , (3.46)

rf (λ, µ) =

∞w
0

Cf (λ)b(t)e
−itµdt.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.6. Нехай виконуються умови (3.38). Середньоквадратичну
похибку ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiоналу Aξ вiд ви-
падкового поля ξ (s, t) за спостереженнями поля ξ (u, v)+ η (u, υ) в то-
чках множини {(u, v) ∈ R × R−} можна знайти за формулою (3.43),
а спектральну характеристику h (f, g) за формулою (3.44) за умови,
що ξ (u, v) , η (u, v) мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ), якi
допускають факторизацiю (3.40), (3.42). Якщо ж щiльностi f (λ, µ) ,
g (λ, µ) допускають факторизацiї (3.40), (3.41), то величини ∆(f, g)

та h (f, g) можна знайти за формулами (3.45), (3.46).

Наслiдок 3.2. Нехай виконуються умови (3.38) та однорiднi випад-
ковi поля ξ (u, v), η (u, v) мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ),
якi допускають факторизацiю

f (λ, µ) = f1(λ) |φ2(µ)|2 ,

f (λ, µ) + g (λ, µ) = f1(λ) |d2(µ)|2 = f1(λ) |b2(µ)|−2
,
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або
g (λ, µ) = f1(λ) |ψ2(µ)|2 ,

f (λ, µ) + g (λ, µ) = f1(λ) |d2(µ)|2 = f1(λ) |b2(µ)|−2
,

де

ϕ2 (µ) =

∞w
0

ϕ(v)e−ivµdv, ψ2 (µ) =

∞w
0

ψ(v)e−ivµdv,

d2 (µ) =

∞w
0

d2(v)e
−ivµdv, b2 (µ) =

∞w
0

b2(v)e
−ivµdv.

Середньоквадратичну похибку ∆(f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки фун-
кцiоналу Aξ вiд випадкового поля ξ (s, t) за спостереженнями поля
ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈ Z × Z− можна знайти за однiєю з на-
ступних формул

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
[
⟨c̃g(λ), a(λ)⟩ −

⟨
C̃g(λ)b2, C̃g(λ)b2

⟩]
dλ,

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)
[
⟨c̃f (λ), a(λ)⟩ −

⟨
C̃f (λ)b2, C̃f (λ)b2

⟩]
dλ,

де c̃g(λ) = Ψ2a(λ), Ψ2 – оператор у просторi L2[0,∞), який визначає-
ться ядром

Ψ2(t, v) =

min(t,v)w
−∞

−
ψ2(t− y)ψ2(v − y)dy;

c̃f (λ) = Φ2a(λ), Φ2 – оператор у просторi L2[0,∞), який визначається
ядром

Φ2(t, v) =

min(t,v)w
−∞

−
φ2(t− y)φ2(v − y)dy.

Спектральну характеристику h (f, g) оптимальної оцiнки функцiона-
лу Aξ у цьому випадку можна обчислити за однiєю з двох формул

h (f, g) = A (λ, µ)− r̃g (λ, µ) d
−1
2 (µ) , r̃g (λ, µ) =

∞w
0

C̃g(λ)b2(t)e
−itµdt.

h (f, g) = r̃f (λ, µ) d
−1
2 (µ) , r̃f (λ, µ) =

∞w
0

C̃f (λ)b2(t)e
−itµdt.
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3.2.4. Мiнiмакснi оцiнки за спостереженнями у пiвплощинi

Скористатись формулами для обчислення спектральної характери-
стики та величини середньоквадратичної похибки оптимальної оцiнки
функцiонала Aξ вiд невiдомих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈
R, t ≤ 0 за даними спостережень поля ξ (u, v) + η (u, v) при (u, v) ∈
R × R−, де ξ (u, v) , η (u, v) – некорельованi мiж собою середньоквадра-
тично неперервнi однорiднi випадковi поля, можна при умовi, що спе-
ктральнi щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) вiдомi. У тому випадку, коли спе-
ктральнi щiльностi невiдомi, а визначенi лише класи можливих (допу-
стимих) спектральних щiльностей застосовують мiнiмаксний пiдхiд ро
задачi оцiнювання функцiонала. Вiдповiднi означення найменш спри-
ятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних хара-
ктеристик наведенi у попереднiх роздiлах. У цьому раздiлi матимемо
такi твердження, що є наслiдком означень, тверджень теореми 3.6 та
вiдповiдних наслiдкiв.

Лема 3.3. Спектральнi щiльностi f0 (λ, µ) ∈ Df , g0 (λ, µ) ∈ Dg, якi
допускають канонiчнi факторизацiї (3.40) – (3.42), будуть найменш
сприятливими в класi допустимих спектральних щiльностей D =

Df × Dg при оптимальному оцiнюваннi функцiонала Aξ, якщо фун-
кцiї φ (λ, v), ψ (λ, v), b (λ, v), якi задають факторизацiї (3.40) – (3.42),
будуть розв’язком задачi на умовний екстремум

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

[⟨cg(λ), a(λ)⟩ − ⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩] dλ→ sup,

(3.47)

g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

ψ (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

∈ Dg,

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

b (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
−2

− g (λ, µ) ∈ Df ,

або задачi на умовний екстремум

∆(f, g) =
1

2π

∞w
−∞

[⟨cf (λ), a(λ)⟩ − ⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩] dλ→ sup,

(3.48)

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

φ (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
2

∈ Df ,
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g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

b (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
−2

− f (λ, µ) ∈ Dg,

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (3.44) чи за формулою (3.46) за умови, що h (f0, g0) ∈
HD.

У тому випадку, коли одна iз щiльностей вiдома, задачi (3.47), (3.48)
– це задачi на умовний екстремум лише по змiннiй b (λ, v).

Лема 3.4. Спектральна щiльнiсть f0 (λ, µ) ∈ Df , яка допускає кано-
нiчну факторизацiю (3.40), (3.41) при вiдомiй щiльностi g (λ, µ), буде
найменш сприятливою в Df , якщо функцiя b (λ, v) буде розв’язком за-
дачi на умовний екстремум

1

2π

∞w
−∞

[⟨Cf (λ)b(λ), Cf (λ)b(λ)⟩] dλ→ inf, (3.49)

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

b (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
−2

− g (λ, µ) ∈ Df .

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (3.46) за умови, що h (f0, g0) ∈ HD.

Лема 3.5. Спектральна щiльнiсть g0 (λ, µ) ∈ Dg, яка допускає кано-
нiчну факторизацiю (3.40), (3.42) при вiдомiй щiльiностi f (λ, µ), буде
найменш сприятливою в Dg, якщо функцiя b (λ, v) буде розв’язком за-
дачi на умовний екстремум

1

2π

∞w
−∞

[⟨Cg(λ)b(λ), Cg(λ)b(λ)⟩] dλ→ inf, (3.50)

g (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

b (λ, v) e−ivµdv

∣∣∣∣∣
−2

− f (λ, µ) ∈ Dg.

Мiнiмаксну спектральну характеристику h0 = h (f0, g0) можна обчи-
слити за формулою (3.44) чи за формулою (3.46) за умови, що h (f0, g0) ∈
HD.
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Найменш сприятливi щiльностi f0 (λ, µ), g0 (λ, µ) є розв’язком задачi
на умовний екстремум

sup
(f,g)∈Df×Dg

∆(h (f0, g0) ; f, g) = ∆ (h (f0, g0) ; f0, g0) , (3.51)

де

∆(h (f0, g0) ; f, g) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

| rg (λ, µ)|2 f (λ, µ)
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

dλdµ+

1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

|rf (λ, µ)|2 g (λ, µ)
(f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ))

dλdµ,

а функцiї rg (λ, µ), rf (λ, µ) визначенi за формулами (3.44), (3.46) при
f (λ, µ) = f0 (λ, µ), g (λ, µ) = g0 (λ, µ).

Задача на умовний екстремум (3.51) еквiвалентна задачi на безумов-
ний екстремум

∆D (f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (3.52)

де δ ((f, g) |Df ×Dg ) – iндикаторна функцiя множини D = Df ×Dg.
Розв’язок цiєї задачi визначаються умовою 0 ∈ ∂∆D (f0, g0) , де

∂∆D (f0, g0) – субдиференцiал опуклого функцiоналу ∆D (f, g) в точцi
(f0, g0). Скористаємося даною умовою для знаходження найменш спри-
ятливих спектральних щiльностей для конкретних класiв допустимих
щiльностей.

3.2.5. Найменш сприятливi щiльностi в класi
D = D0(λ)×Du

v (λ)

Розглянемо задачу оптимальної оцiнки функцiонала Aξ вiд невiдо-
мих значень однорiдного поля ξ (s, t) , s ∈ R, t ≤ 0 за даними спостере-
жень поля ξ (u, v)+η (u, v) при (u, v) ∈ R×R− за умови, що спектральнi
щiльностi f(λ, µ), g(λ, µ) полiв невiдомi, а визначенi лише класи допу-
стимих спектральних щiльностей, що мають вигляд D = D0(λ)×Du

v (λ),
де

D0(λ) =

{
f (λ, µ)

∣∣∣∣ 12π
∞w

−∞
f (λ, µ) dµ ≤ P1(λ), λ ∈ [−π, π]

}
,
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Du
v (λ) =

{
g (λ, µ) | v (λ, µ) ≤ g (λ, µ) ≤ u (λ, µ) ,

1

2π

∞w
−∞

g(λ, µ) dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π]
}
,

спектральнi щiльностi v (λ, µ), u (λ, µ) заданi i фiксованi. Оскiльки зада-
ча на умовний екстремум еквiвалентна задачi на безумовний екстремум

∆D(f, g) = −∆(h (f0, g0) ; f, g) + δ ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (3.53)

то з умови 0 ∈ ∂∆D(fo, go) при D = D0(λ) × Du
v (λ) знаходимо, що

найменш сприятливi щiльностi f0(λ, µ) ∈ D0(λ), g0(λ, µ) ∈ Du
v (λ) задо-

вольняють рiвняння

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) = α1(λ)

∣∣∣∣∣
∞w
0

(Cg(λ)b(λ))(t)e
−itµdt

∣∣∣∣∣
2

, (3.54)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) =

= α2(λ)

∣∣∣∣∣
∞w
0

(Cf (λ)b(λ))(t)e
−itµdt

∣∣∣∣∣
2

(γ1(λ, µ) + γ2(λ, µ) + 1)−1, (3.55)

де функцiя γ1 (λ, µ) ≤ 0 i γ1 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≥ υ (λ, µ) ; фун-
кцiя γ2 (λ, µ) ≤ 0 i γ2 (λ, µ) = 0 при f0 (λ, µ) ≤ u (λ, µ) . Коефiцiєнти
α1(λ),α2(λ), функцiя b (λ, v), опеpатори Cf (λ), Cg(λ) визначаються за
допомогою факторизацiї (3.40) – (3.42) щiльностей f0(λ, µ) ∈ D0(λ),
g0(λ, µ) ∈ Du

v (λ), f0(λ, µ) + g0(λ, µ) та умов нормування

1

2π

∞w
−∞

f0 (λ, µ) dλdµ = P1(λ),
1

2π

∞w
−∞

g0(λ, µ)dµ = P2(λ), λ ∈ [−π, π] .

(3.56)
У тому випадку, коли одна iз щiльностей задана, найменш сприяти-

ливу щiльнiсть можна знайти, користуючись одним iз спiввiдношень
(3.54), (3.55). Якщо задана щiльнiсть g(λ, µ) ∈ Du

v (λ), яка допускає
канонiчну факторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть f0(λ, µ) ∈
D0(λ) має вигляд

f0 (λ, µ) =

α1

∣∣∣∣∣
∞w
0

(Cg(λ)b(λ))(t)e
−itµdt

∣∣∣∣∣
2

− g (λ, µ)


+

. (3.57)
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Якщо ж вiдома щiльнiсть f(λ, µ) ∈ D0(λ), яка допускає канонiчну фа-
кторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть g0(λ, µ) ∈ Du

v (λ) має ви-
гляд

g0 (λ, µ) = max

{
v (λ, µ) ,min

{
u (λ, µ) ,∣∣∣∣∣

∞w
0

(Cf (λ)b(λ))(t)e
−itµdt

∣∣∣∣∣
2

− f (λ, µ)

}}
. (3.58)

Оператори Cg(λ), Cf (λ) обчислюються за факторизацiєю заданих щiль-
ностей g(λ, µ) ∈ Du

v (λ),f(λ, µ) ∈ D0(λ).
Сформулюємо одержане твердження у виглядi теореми.

Теорема 3.7. Найменш сприятливi спектральнi щiльностi f0(λ, µ) ∈
D0(λ), g0(λ, µ) ∈ Du

v (λ), в класi D0(λ)×Du
v (λ) визначаються спiввiдно-

шеннями (3.54), (3.55), (3.40) – (3.42), (3.47), (3.56). Якщо вiдома спе-
ктральна щiльнiсть g(λ, µ) ∈ Du

v (λ), яка допускає канонiчну фактори-
зацiю, то найменш сприятлива в класi D0(λ) спектральна щiльнiсть
f0(λ, µ) ∈ D0(λ) визначається спiввiдношеннями (3.57), (3.40) – (3.42),
(3.49), (3.56). Якщо задана спектральна щiльнiсть f(λ, µ) ∈ D0(λ), що
допускає канонiчну факторизацiю, то найменш сприятлива щiльнiсть
g0(λ, µ) ∈ Du

v (λ) має вигляд (3.58) i визначається умовами (3.40) –
(3.42), (3.50), (3.56). Мiнiмаксна спектральна характеристика опти-
мальної оцiнки перетворення Aξ обчислюється за формулами (3.44),
(3.46).

3.2.6. Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджено такi задачi.
Задача фiльтрацiї випадкового поля дискретних аргументiв ζ(u, v) =

ξ(u, v) + η(u, v), де ξ(u, v) та η(u, v) – однорiднi та однорiдно зв’яза-
нi випадковi поля, за даними спостережень поля в точках множини
{(u, v) ∈ Z2}. Показано, що спектральну характеристику h (λ, µ) та се-
редньоквадратичну похибку ∆(W,h(W )) оптимальної лiнiйної оцiнки
функцiонала Aξ вiд випадкового поля ξ (k, j) за спостереженнями поля
ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) при (u, v) ∈ Z2, можна знайти за формулами
(3.2),(3.3); за формулами (3.4),(3.5) коли оцiнюється невiдоме значення
поля ξ(k, j) при k ∈ Z, j ∈ Z,; а якщо поля ξ (u, v) , η (u, v) – некорельо-
ванi та мають спектральнi щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ), то за формулами
(3.6), (3.7).

Задача лiнiйного середньоквадратично оптимального оцiнювання фун-
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кцiонала

Aξ =
∞∑

k=−∞

∞∑
j=0

a (k, j) ξ (k,−j)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (k, j), (k, j) ∈
Z × Z− за даними спостережень поля ξ (u, v) + η (u, v) у пiвплощинi
(u, v) ∈ Z × Z−. За умови (3.8) доведено, що середньоквадратичну по-
хибку ∆(f, g) та спектральну характеристику h (f, g) оптимальної лi-
нiйної оцiнки функцiонала Aξ можна знайти за формулою (3.12), (3.13)
якщо ξ (k, j), η (k, j) мають спектральнi щiльностi f (λ, µ), g (λ, µ), якi
допускають факторизацiю (3.9), (3.11). Якщо щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ)
допускають факторизацiї (3.9), (3.10), то середньоквадратичну похибку
∆(f, g) та спектральну характеристику h (f, g) можна знайти за фор-
мулами (3.14), (3.15). Розглянуто випадок, коли спектральнi щiльно-
стi розкладаються на множники та приклад знаходження найкращої
оцiнки функцiонала. У випадку спектральної невизначеностi щiльно-
стей f (λ, µ), g (λ, µ) знайдено найменш сприятливi щiльностi в класах
D = Du

v (λ)×Dε(λ), D0
f (λ)×D0

g(λ).
Задача лiнiйного середньоквадратично оптимального оцiнювання не-

вiдомих значень неперервного поля ξ(t, s) для довiльної (не обовязково
цiлочисельної) точки площини за спостереженнями значень неперерв-
ного у середньоквадратичному поля ξ(u, v)+η(u, v) в усiх цiлочисельних
точках (u, v) : u ∈ Z, v ∈ Z. Середньоквадратична похибка ∆(f, g) та
спектральна характеристика h (f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки мають
вигляд (3.34), (3.35).

Задача лiнiйного середньоквадратично оптимального оцiнювання фун-
кцiонала

Aξ =

∞w
−∞

∞w
0

a (t, s) ξ (t,−s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (t, s) , t ∈ R1, s ≤
0 за даними спостережень поля ξ (t, s) + η (t, s) при (t, s) ∈ R × R−,
де ξ (t, s), η (t, s) – некорельованi однорiднi випадковi поля. Величину
середньоквадратичної похибки ∆(f, g) та спектральну характеристику
h (f, g) оптимальної лiнiйної оцiнки функцiонала Aξ вiд випадкового по-
ля ξ (t, s) можна обчислити за формулами (3.43), (3.44) за умови, що не-
корельованi однорiднi випадковi поля ξ (t, s) , η (t, s) мають спектральнi
щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ), якi допускають факторизацiю (3.40), (3.42).

У тому випадку, коли щiльностi f (λ, µ) , g (λ, µ) допускають факто-
ризацiї (3.40), (3.41), величини ∆(f, g),h (f, g) обчислюються за форму-
лами (3.45), (3.46).

Основнi результати цього роздiлу були надрукованi у роботах [117],
[119], [122].
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Роздiл 4

ДОДАТКИ

4.1. Додатки 1. Задачi iнтерполяцiї випадкових
полiв

Для того, щоб скористатися теоремами 1.1 – 1.5 та їх наслiдками
потрiбно у загальному випадку:

1. Визначити вигляд областi K. На практицi, у реальних задачах,
область K найчастiше має наступний вигляд

K = {(k, j) : −M ≤ k ≤ P, 0 ≤ j ≤ N} .

За невiдомими значеннями поля у цiй областi складається лiнiй-
ний функцiонал

A−MP
N ξ =

P∑
k=−M

N∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j),

значення якого необхiдно оцiнити. За вiдомими значеннямиM,P,N
записати розмiрнiсть вектора a.

2. Записати значення коефiцiєнтiв лiнiйного функцiоналу у виглядi
вектора a, координати якого розташувати у наступному порядку

a = (a0,N , a0,N−1, . . . , a0,0, a−1,N , a−1,N−1, . . . , a−1,0, a1,N , a1,N−1, ...,

a1,0, . . . , a−M,N , . . . , a−M,0, aP,N , . . . , aP,0).

3. Якщо спектральнi щiльностi полiв вiдомi, то
а) у випадку корельованих полiв розкласти в ряд Фур’є функцiї

1

fζζ(λ, µ)
,

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
,

та сформувати з коефiцiєнтiв Фур’є матрицi B,D з елементами

bkj =
1

(2π)2

πw
−π

πw
−π

1

fζζ(λ, µ)
e−i(kλ+jµ)dλdµ,

dkj =
1

(2π)2

πw
−π

πw
−π

fξξ(λ, µ) + fξη(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
e−i(kλ+jµ)dλdµ.
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Для визначення порядку розташування елементiв у матрицi B по-
трiбно спочатку сформувати вектор

b = (b0,0, b0,1, . . . , b0,N , b1,0, b1,1, . . . , b1,N , b−1,0, b−1,1, . . . ,

b−1,N , . . . , bl,0, bl,1, . . . , bl,N ),

потiм подвiйну матрицю

b0,00,0 . . . b0,00,N b0,01,0 . . . b0,01,N b0,0−1,0 . . . b0,0−1,N . . . b0,0l,N
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b0,N0,0 . . . b0,N0,N b0,N1,0 ... b0,N1,N b0,N−1,0 . . . b0,N−1,N . . . b0,Nl,N
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bl,00,0 . . . bl,00,N bl,01,0 . . . bl,01,N bl,0−1,0 . . . bl,0−1,N . . . bl,0l,N
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bl,N0,0 . . . bl,N0,N bl,N1,0 . . . bl,N1,N bl,N−1,0 . . . bl,N−1,N . . . bl,Nl,N



i, нарештi, матрицю B з елементами bk,js,t = bs−k,t−j , тобто

B =



b0,0 . . . b0,N . . . . . . bl,0 . . . bl,N
. . . b0,0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b0,−N . . . b0,0 . . . . . . bl,−N . . . bl,0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b−l,0 . . . b−l,N . . . . . . b0,0 . . . b0,N
. . . . . . . . . . . . . . . . . . b0,0 . . .

b−l,−N . . . b−l,0 . . . . . . b0,−N . . . b0,0


Аналогiчно складається матрицяD з компонентами dk,js,t = ds−k,t−j .

б) у випадку некорельованих полiв формуються матрицi B та D з
елементами

bkj =
1

2π

πw
−π

πw
−π

ei(j−k)λ 1

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλ,

dkj =
1

2π

πw
−π

πw
−π

ei(j−k)λ f (λ, µ)

f (λ, µ) + g (λ, µ)
dλ,

вiдповiдно; порядок розташування елементiв визначається таким
самим чином як для випадку корельованих полiв.

в) у випадку, коли поле спостерiгається без шуму формується ли-
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ше матриця B з коефiцiєнтами Фур’є функцiї f−1(λ, µ) :

bkj =
1

2π

πw
−π

ei(j−k)λ 1

f (λ, µ)
dλ; k, j = 0, 1, ..., N.

4. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь вiдносно вектора c, яка має
вигляд

Da = Bc

при спостереженнi поля iз шумом та

a = Bc

у випадку, коли поле спостерiгається без шуму.
У тому випадку, коли область K має вигляд, вiдмiнний вiд того, що

зазначений у пунктi 1, то розташування елементiв у матрицях D,B не
формалiзується. Одержуємо наступну систему рiвнянь для знаходжен-
ня ckj , (k, j) ∈ K:∑

(u,v)∈K

auvdk−u,j−v =
∑

(u,v)∈K

cuvbk−u,j−v.

1. Знаходимо спектральну характеристику оцiнки та середньоква-
дратичну похибку за формулами (1.4),(1.5) у випадку корельова-
них полiв, за формулами (1.11),(1.12) – у випадку некорельованих
полiв, та (1.16), (1.17) у тому випадку коли поле спостерiгається
без шуму.

2. Якщо спектральнi щiльностi полiв невiдомi, але належать деякому
класу спектральної невизначеностi, то розв’язуємо задачу на умов-
ний екстремум (1.21) або (1.22) за вiдсутнiстю шуму. Комп’ютерна
реалiзацiя здiйснена для класу D = D−0(λ). Є можливiсть виводу
на друк графiку найменш сприятливої спектральної щiльностi.

Розглянемо декiлька прикладiв для iлюстрацiї застосування приве-
деного алгоритму.
Приклад 4.1. Нехай випадкове поле ζ(u, v) = ξ(u, v) + η(u, v) спостерi-
гається в точках множини (u, v) ∈ Z × (Z\{0, 1}).

Нехай спектральнi щiльностi задаються наступним чином

fζζ(λ, µ) =
A0B0

|eiλ − β1|2 |eiµ − β2|2
, |β1| < 1, |β2| < 1,
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fξζ(λ, µ) =

∣∣eiλ − α1

∣∣2 ∣∣eiµ − α2

∣∣2
|eiλ − β1|2 |eiµ − β2|2

, |α1| < 1, |α2| < 1.

Задача полягає в тому, щоб оцiнити значення функцiоналу

Aξ = a(0, 1)ξ(0, 1) + a(0, 0)ξ(0, 0) + a(−1, 1)ξ(−1, 1)+

a(−1, 0)ξ(−1, 0) + a(1, 1)ξ(1, 1) + a(1, 0)ξ(1, 0).

Маємо
A(λ, µ) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ,

де
a(λ, 0) = a(−1, 0)e−iλ + a(0, 0) + a(1, 0)eiλ,

a(λ, 1) = a(−1, 1)e−iλ + a(0, 1) + a(1, 1)eiλ.

Обчислюємо коефiцiєнти Фур’є для функцiй

1

fζζ(λ, µ)
,

fξζ(λ, µ)

fζζ(λ, µ)
:

1

fζζ(λ, µ)
=

1

A0B0

∣∣eiλ − β1
∣∣2 ∣∣eiµ − β2

∣∣2 =

(1/A0B0)
∣∣eiλ − β1

∣∣2 (1 + β2
2 − β2e

−iµ − β2e
iµ
)
=

= b(λ, 0) + b(λ,−1)e−iµ + b(λ, 1)eiµ,

fξζ(λ, µ)/fζζ(λ, µ) = (1/A0B0)
∣∣eiλ − α1

∣∣2 ∣∣eiµ − α2

∣∣2 =

= (1/A0B0)
∣∣eiλ − α1

∣∣2 (1 + α2
2 − α2e

−iµ − α2e
iµ
)
=

= d(λ, 0) + d(λ,−1)e−iµ + d(λ, 1)eiµ,

де
b(λ, 0) = (1/A0B0)

∣∣eiλ − β1
∣∣2 (1 + β2

2

)
,

b(λ,−1) = b(λ, 1) = (1/A0B0)
∣∣eiλ − β1

∣∣2 (−β2) ,
d(λ, 0) = (1/A0B0)

∣∣eiλ − α1

∣∣2 (1 + β2
2

)
,

d(λ,−1) = d(λ, 1) = (1/A0B0)
∣∣eiλ − α1

∣∣2 (−α2) .

З системи
D(λ)AN (λ) = B(λ)CN (λ),
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яка у матричному запису має вигляд(
d(λ, 0) d(λ,−1)

d(λ, 1) d(λ, 0)

)(
a(λ, 0)

a(λ, 1)

)
=

(
b(λ, 0) b(λ,−1)

b(λ, 1) b(λ, 0)

)(
c(λ, 0)

c(λ, 1)

)
,

знаходимо вектор CN (λ) = (c(λ, 0), c(λ, 1)).
Знаходимо спектральну характеристику оптимальної лiнiйної оцiнки

значення функцiоналу за формулою

h(λ, µ) =
AN (fξξ + fξη)

fζζ
− CN

fζζ
=

= [a(λ, 0)d(λ,−1)− c(λ, 0)b(λ,−1)] e−iµ+

+ [a(λ, 1)d(λ, 1)− c(λ, 1)b(λ, 1)] e2iµ. ♢

Приклад 4.2. Нехай випадкове поле ξ(u, v) спостерiгається без шуму в
точках множини (u, v) ∈ Z × (Z\{0, 1}).

Нехай спектральна щiльнiсть задається наступним чином

f(λ, µ) = f1(λ)f2(µ) =
B0

|eiλ − β1|2 |eiµ − β2|2
, |β1| < 1, |β2| < 1,

де

f1(λ) =

√
B0

|eiλ − β1|2
, f2(µ) =

√
B0

|eiµ − β2|2
.

Для оцiнки функцiонала

A2ξ = a(−1, 1)ξ(−1, 1) + (−1, 0)ξ(−1, 0) + a(1, 1)ξ(1, 1) + a(1, 0)ξ(1, 0),

для якого
A(λ, µ) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ,

де
a(λ, 0) = a(−1, 0)e−iλ + a(1, 0)eiλ,

a(λ, 1) = a(−1, 1)e−iλ + a(1, 1)eiλ,

обчислимо коефiцiєнти Фур’є функцiї 1/f(λ, µ)

1/f(λ, µ) = (1/B0)
∣∣eiλ − β1

∣∣2 ∣∣eiµ − β2
∣∣2 =

= (1/B0)
∣∣eiλ − β1

∣∣2 (1 + β2
2 − β2e

−iµ − β2e
iµ
)
=

=
1

f1(λ)
(b(0) + b(−1)e−iµ + b(1)eiµ),
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b(0) = 1 + β2
2 , b(−1) = b(1) = −β2.

З системи рiвнянь
AN (λ) = B2CN (λ),

де

B2 =

(
b(0) b(−1)

b(1) b(0)

)
одержуємо вектор

CN (λ) = (c(λ, 0), c(λ, 1)) ,

де

c(λ, 0) =
b(0)a(λ, 0)− b(1)a(λ, 1)

b(0)2 − b(1)2
, c(λ, 1) =

b(1)a(λ, 1)− b(0)a(λ, 0)

b(0)2 − b(1)2
.

Спектральну характеристику оптимальної лiнiйної оцiнки значення
функцiоналу знаходимо за формулою

h(λ, µ) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ−

− 1

f1(λ)

(
c(λ, 0) + c(λ, 1)e−iµ

) (
b(0) + b(1)eiµ + b(−1)e−iµ

)
=

=

(
− 1

f1(λ)
c(λ, 0)b(−1)

)
e−iµ +

(
− 1

f1(λ)
c(λ, 1)b(1)

)
e2iµ.

♢

Приклад 4.3. Нехай на площинi спостерiгається однорiдне випадкове
поле з корельованим шумом, значення якого є недосяжними в областi

K = {(u, v) : u ∈ {−1, 0, 1} , v ∈ {0, 1}} .

Потрiбно оцiнити функцiонал вiд невiдомих значень поля

Aξ = 5ξ(0, 1) + 25ξ(0, 0) + ξ(−1, 1) + 2ξ(−1, 0) + 4ξ(1, 1) + 10ξ(1, 0)

якщо вiдомi наступнi спектральнi щiльностi полiв

fζζ = 1/(10 + 4 cosµ+ 1, 6 cosλ+ 0, 8 cos(λ+ µ) + 0, 8 cos(λ− µ)),

fξζ =
(30 + 28 cosµ+ 22 cosλ+ 12 cos(λ+ µ) + 8 cos(λ− µ))

(10 + 4 cosµ+ 1, 6 cosλ+ 0, 8 cos(λ+ µ) + 0, 8 cos(λ− µ))
.

Спочатку обчислюємо коефiцiєнти Фур’є для функцiй

1

fζζ
,

fξζ
fζζ

.
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Спецiальним чином складаємо вектор a з коефiцiєнтiв функцiоналу Aξ

та матрицi D та B з коефiцiєнтiв Фур’є.
З системи лiнiйних рiвнянь Da = Bc одержуємо вектор c

c = (37, 8; 82, 5; 9, 4; 27, 9; 29, 9; 50, 9)

Шукаємо спектральну характеристику за формулою

h(λ, µ) =
AN (fξξ + fξη)

fζζ
− CN

fζζ
.

Шукана оцiнка функцiоналу

ÂNξ =

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)Zζ(dλ, dµ) =

= 73, 222ξ(2, 0) + 59, 629ξ(2, 1) + 12, 012ξ(2, 2) + 10, 905ξ(1, 2)+

+10, 905ξ(1, 2) + 0, 48ξ(0, 2) + 0, 071ξ(−1, 2) + 0, 245ξ(−2, 2)+

+0, 329ξ(−2, 1) + 1, 922ξ(−2, 0) + 0, 838ξ(−2,−1) + 89, 177ξ(−1,−1)+

+221, 137ξ(0,−1) + 105, 01ξ(1,−1) + 19, 605ξ(2,−1). ♢

Приклад 4.4. Нехай розглядається однорiдне поле ξ(s, t) з кореляцiй-
ною функцiєю

R(s, t) = σ2e−α|t|e−α|s|.

Тодi спектральна щiльнiсть цього поля

f(λ, µ) =
1

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

R(t, s)e−iλte−iµsdtds =

=
σ2

4π2

∞w
−∞

∞w
−∞

e−α|t|e−iλte−β|s|e−iµsdtds =

=
σ2

4π2

∞w
−∞

α

α2 + λ2
e−β|s|e−iµsds =

=
σ2

4π2

α

α2 + λ2
β

β2 + µ2
= f1(λ)f2(µ)
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Умови ортогональностi у гiльбертовому просторi
∞w

−∞

∞w
−∞

(ei(sλ+tµ) − h(λ, µ))fζζ(λ, µ))e
−i(uλ+vµ)dλdµ = 0

можна записати у виглядi
∞w

−∞

∞w
−∞

h(λ, µ)fζζ(λ, µ)e
−i(uλ+vµ)dλdµ =

=

∞w
−∞

∞w
−∞

fζζ(λ, µ)e
−i((s−u)λ+(v−t)µ)dλdµ,

або
∞w

−∞
h(λ, µ)fζζ(λ, µ)e

−ivµdµ = R(s− u, v − t)

для всiх (u, v) ∈ R× (R\[−T, T ]).
Iнтегральне рiвняння виду

∞w
−∞

h(µ)fζζ(µ)e
−itµdµ = R(t)

має розв’язок h(µ) з простору LT
2 (f), який шукається у виглядi

h(µ) =

Tw
−T

c(t)eitµdt,

де

c(t) =
1

2π
Q(

d

dt
)Q(− d

dt
)x(t), x(t) =

R(t)

p20
для випадку, коли m = 0, m,n - степенi многочленiв канонiчної факто-
ризацiї спектральної щiльностi.
Отже для для оцiнки ξ̂(s, t)

h(λ, µ) =
1

f1(λ)
eisλ

Tw
−T

c(t)eitµdt =

=
σ2

2π

αeisλ

α2 + λ2

(
e−iµT shα(T − t)

sh2αT
+ eiµT

shα(T + t)

sh2αT

)
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ξ̂(s, t) =
σ2

2π

α

α2 + λ2

(
shα(T − t)

sh2αT
ξ(s,−T ) + shα(T + t)

sh2αT
ξ(s, T )

)
.

♢

Приклад 4.5. Нехай маємо поле неперервного аргументу, що спостерi-
гається у дискретних точках Z, за виключенням точок з координатами
{(k, j) : k, j = 0, 1, 2}. Задача полягає в тому щоб оцiнити значення
функцiоналу

A22ξ = ξ(0, 0) + 2ξ(0, 1) + 4ξ(1, 0) + 3ξ(1, 1) + ξ(0, 2)+

+2ξ(1, 2) + ξ(2, 0) + ξ(2, 1) + 0.5ξ(2, 2)

за умови, що спектральна щiльнiсть поля невiдома, а визначений лише
клас допустимих спектральних щiльностей, що описується множиною

DQ
P =

{
f0ξ (λ, µ) |

1

4π2

πw
−π

πw
−π

Fξ(0, 0, λ, µ) cos(pλ) cos(qµ)dλdµ = rPQ

}
,

P = 1, Q = 1, N = 2,M = 2, r00 = 1, r01 = r0,−1 = 2, r10 = r−10 = 2,

r11 = r−1,−1 = r−1,1 = r1,−1 = 4.

Спочатку з системи для s = 0, 1; t = 0, 1 знайдемо ckj , k = 0, 1; j = 0, 1:
c00 + 2c01 + 2c10 + 4c11 = 1

2c00 + 1c01 + 4c10 + 2c11 = 2

4c00 + 2c01 + 2c10 + 1c11 = 3

2c00 + 4c01 + 1c10 + 2c11 = 4

Маємо c00 = − 7
9 , c01 = 14

9 , c10 = 8
9 , c11 = −7

9 .
Далi, поклавши c01 = c20 = c12 = c21 = c22 = 0, запишемо систему
s = 0, 2; t = 0, 2 для визначення r02, r20, r21, r12, r22 :

c00r02 + c01r01 + c10r−12 + c11r−1,1 = a02
c00r12 + c01r11 + c10r02 + c11r02 = a12
c00r20 + c01r2,−1 + c10r10 + c11r1,−1 = a20
c00r21 + c01r20 + c10r11 + c11r10 = a21
c00r22 + c01r21 + c10r12 + c11r11 = a22

Враховуючи, що r00, r01, r10, r11 та a02, a12, a20, a21, a22 – заданi, з цiєї
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системи знаходимо

r02 = −43

5
, r12 = −32

5
, r20 =

1

7
, r21 =

11

7
, r22 = −59

7
. ♢

Отже, всi коефiцiєнти для визначення найменш сприятливої щiльностi
знайденi.

4.2. Додатки 2. Задачi екстраполяцiї випадкових
полiв

Приклад 4.6. Нехай у нижнiй пiвплощинi спостерiгається випадкове одно-
рiдне поле ξ(k, j) iз спектральною щiльнiстю:

f(λ, µ) =
σ4

4π2

1

|1− α e−iλ|2
1

| 1− β e−iµ |2
= f1(λ)f2(µ),

f1(λ) =
σ2

2π

1

|1− α e−iλ|2
; f2(µ) =

σ2

2π

1

| 1− β e−iµ |2
, |α| < 1, |β| < 1,

Знайдемо оцiнку функцiонала

A+ξ =
1∑

k=−1

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

двома способами.
I спосiб. За формулою (2.17).
Знайдемо розклад в ряд Фур’є функцiї

1

f(λ, µ)
=

∞∑
j=−∞

r(λ, j)eijµ.

Маємо

1

f(λ, µ)
=

4π2

σ4

∣∣1− α e−iλ
∣∣2 · (1 + β2 − β e−iµ − β eiµ) =

= r(λ, 0) + r(λ,−1)e−iµ + r(λ, 1)eiµ,

де

r(λ, 0) =
4π2

σ4

∣∣1− αe−iλ
∣∣2 · (1 + β2);
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r(λ, 1) = r(λ,−1) = −4π2

σ4

∣∣1− αe−iλ
∣∣2 β;

r(λ, k) = 0 , k ∈ Z, k ̸= 0, 1,−1.

Оптимальну лiнiйну оцiнку невiдомого значення функцiонала

A+(λ, µ) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ,

де

a(λ, 0) = a(−1, 0)e−iλ + a(0, 0) + a(1, 0)eiλ,

a(λ, 1) = a(−1, 1)e−iλ + a(0, 1) + a(1, 1)eiλ,

можна обчислити за формулою (2.17). Враховуючи, що

a(λ, 0) = r(λ, 0)c(λ, 0) + r(λ,−1)c(λ, 1)

a(λ, 1) = r(λ, 0)c(λ, 1) + r(λ, 1)c(λ, 0) + r(λ,−1)c(λ, 2)

0 = r(λ, 0)c(λ, 2) + r(λ, 1)c(λ, 1) + r(λ,−1)c(λ, 3)

0 = r(λ, 0)c(λ, k) + r(λ, 1)c(λ, k − 1) + r(λ,−1)c(λ, k + 1),

k ∈ Z+, k ̸= 0, 1;

маємо

h(f) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ − (r(λ,−1)c(λ, 0)e−iµ + r(λ,−1)c(λ, 1)+

+r(λ,−1)c(λ, 2)e−iµ + r(λ,−1)c(λ, 3)e−2iµ + · · ·
+r(λ, 0)c(λ, 0)+r(λ, 0)c(λ, 1)eiµ+r(λ, 0)c(λ, 2)e2iµ+r(λ, 0)c(λ, 3)e3iµ+ · · ·
+r(λ, 1)c(λ, 0)eiµ+r(λ, 1)c(λ, 1)e2iµ+r(λ, 1)c(λ, 2)e2iµ+r(λ, 1)c(λ, 3)e3iµ+...)

= −r(λ,−1)c(λ, 0)e−iµ,

де

c(λ, 0) =
∞∑
j=0

(B−1(λ)a(λ)) (j),

B(λ) =



r(λ, 0) r(λ,−1) 0 0 0 ... 0

r(λ, 1) r(λ, 0) r(λ,−1) 0 0 ... 0

0 r(λ, 1) r(λ, 0) r(λ,−1) 0 ... 0

0 0 0 0 0 ... 0

0 0 0 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 r(λ, 1) r(λ, 0)


=
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= K0(λ)



1 + β2 −β 0 0 0 ... 0

−β 1 + β2 −β 0 0 ... 0

0 −β 1 + β2 −β 0 ... 0

0 0 −β 1 + β2 −β ... 0

0 0 0 0 1 + β2 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 −β 1 + β2


N×N

де

K0(λ) =
4π2

σ4

∣∣1− αe−iλ
∣∣2 =

2π

σ2
f−1
1 (λ).

Тодi визначник n−го порядку матрицi B дорiвнює

∆B = KN
0 (λ)

1− β2(N+1)

1− β
,

Оскiльки
∆n = ∆n−1(1 + β2)− β2∆n−2.

За формулами Крамера

c(λ, 0)N =
a(λ, 0)(1− β2N ) + a(λ, 1)β(1− β2(N−1))

K0(λ)(1− β2(N+1))

c(λ, 0) = lim
N→∞

c(λ, 0)N = (a(λ, 0) + a(λ, 1)β)/K0(λ).

Отже спектральна характеристика оптимальної оцiнки має вигляд

h(λ, µ) = e−iµβ(a(λ, 0) + a(λ, 1)β) =

= e−iµ−iλβa(−1, 0) + e−iµβa(0, 0) + e−iµ+iλβa(1, 0)+

+e−iλ−iµβ2a(−1, 1) + e−iµβ2a(0, 1) + eiλ−iµβ2a(1, 1).

Шукана оцiнка функцiоналу має вигляд

Â+ξ =

πw
−π

πw
−π

h(λ, µ)Zξ(dλ, dµ) =

= ξ(−1,−1)(βa(−1, 0) + β2a(−1, 1)) + ξ(0,−1)(βa(0, 0) + β2a(0, 1))+

+ξ(1,−1)(βa(1, 0) + β2a(1, 1)).

Отже, оцiнка залежить не вiд усiх значень поля у нижнiй пiвплощинi,
а лише вiд значень поля ξ(−1,−1), ξ(0,−1), ξ(1,−1).
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II спосiб. За формулою (2.18).
Якщо

f(λ, µ) =
σ4

4π2

1

|1− α e−iλ|2
1

| 1− β e−iµ |2
, |α| < 1, |β| < 1,

тодi

d(λ, µ) =
1√
2π

σ

1− α e−iλ

1√
2π

σ

1− β e−iµ
=

=
1√
2π

σ

1− α e−iλ

σ√
2π

∞∑
k=0

(βe−iµ)k =
√
f1(λ)d2(µ)

i оператор A(λ)d, заданий спiввiдношенням (2.3) має вигляд

A(λ)d =

(
a(λ, 0) a(λ, 1)

a(λ, 1) 0

)
σ2

2π(1− αe−iλ)

(
1

β

)
=

=
σ2

2π(1− αe−iλ)

(
a(λ, 0) + βa(λ, 1)

a(λ, 1)

)
.

Звiдси

r (λ, µ) =
√
f1(λ)

∞∑
j=0

(A(λ)d2) (j) e
ijµ =

=
1

2π

σ

1− αe−iλ
(a(λ, 0) + βa(λ, 1) + a(λ, 1)eiµ).

Тодi
h(f) = A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1

2 (µ) =

a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ − (a(λ, 0) + βa(λ, 1) + a(λ, 1)eiµ)(1− βe−iµ) =

= βe−iµ(a(λ, 0) + βa(λ, 1)).

Оцiнка функцiонала має вигляд

Â+ξ = ξ(−1,−1)(βa(−1, 0) + β2a(−1, 1)) + ξ(0,−1)(βa(0, 0) + β2a(0, 1))+

+ξ(1,−1)(βa(1, 0) + β2a(1, 1)) ♢
Отже результати, отриманi цими двома способами спiвпадають i узго-
джуються з результатами Ю.А. Розанова та А.М. Яглома, якi базуються
на властивостях аналiтичних функцiй i пошуку спектральної характе-
ристики як функцiї, що задовольняє певним властивостям.

Приклад 4.7. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання не-
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вiдомого значення функцiонала

Aξ =
1∑

k=0

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями випадкового однорiдного поля ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\Z+×
Z+, спектральна щiльнiсть якого, як i в прикладi 4.6, має вигляд

f(λ, µ) =
σ4

4π2

1

|1− α e−iλ|2
1

| 1− β e−iµ |2
.

Тодi

1

f(λ, µ)
=

4π2

σ2
(1 + α2 − α e−iλ − α eiλ)(1 + β2 − β e−iµ − β eiµ) =

=
4π2

σ2
((1 + α2)(1 + β2)− α(1 + β2) e−iλ − α(1 + β2) eiλ − (1 + α2)βe−iµ+

+αβ e−i(λ+µ) + αβ ei(λ−µ) − (1 + α2)βeiµ + αβ ei(−λ+µ) + αβ ei(λ+µ))

Обчислимо коефiцiєнти Фур’є функцiї 1
f(λ,µ) :

r00 =
4π2

σ2
(1 + α2)(1 + β2);

r10 = r−10 = −4π2

σ2
α (1 + β2); r0,−1 = r01 = −4π2

σ2
(1 + α2)β;

r1,−1 = r−1,1 = r1,1 = r−1,−1 =
4π2

σ2
αβ;

rkj =
1

4π2

πw
−π

πw
−π

1

f(λ, µ)
ei(kλ+jµ)dλdµ = 0,

k ∈ Z, k ̸= 0, 1− 1; j ∈ Z, j ̸= 0, 1;−1.

Оскiльки
C+ (λ, µ) f−1(λ, µ) =(

r00 + r01e
iµ + r−10e

−iλ + r−11e
i(−λ+µ) + r10e

iλ+

+r11e
i(λ+µ) + r0,−1e

−iµ + r−1−1e
i(−λ−µ) + r1,−1e

i(λ−µ)

)
×
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×
(∑

k=0

c0ke
iµk +

∑
k=0

c1ke
iλ+iµk +

∑
k=0

c2ke
2iλ+iµk +

∑
k=0

c3ke
3iλ+iµk + . . .

)
та враховуючи, що

a01 = r00c01 + r01c00 + r−10c11 + r−11c10 + r0,−1c02 + r−1−1c12,

a00 = r00c00 + r−10c10 + r0,−1c01 + r−1−1c11,

a11 = r00c11 + r01c10 + r−10c21 + r−11c20 + r10c01+

+r11c00 + r0,−1c12 + r−1−1c22 + r1,−1c02,

a10 = r00c10 + r−10c20 + r10c00 + r0,−1c11 + r−1−1c21 + r1,−1c01,

0 =
∞∑
k=2

a0k = r00

∞∑
k=2

c0k + r01

∞∑
k=1

c0k + r−10

∞∑
k=2

c1k + r−11

∞∑
k=1

c1k+

+ r0,−1

∞∑
k=3

c0k + r−1−1

∞∑
k=3

c1k,

0 =

∞∑
k=2

a1k = r00

∞∑
k=2

c1k + r01

∞∑
k=1

c1k + r−10

∞∑
k=2

c2k + r−11

∞∑
k=1

c2k+

+ r10

∞∑
k=2

c0k + r11

∞∑
k=1

c0k + r0,−1

∞∑
k=3

c1k + r−1−1

∞∑
k=3

c2k + r1,−1

∞∑
k=3

c0k,

0 =

∞∑
k=0

a2k = r00

∞∑
k=0

c2k + r01

∞∑
k=0

c2k + r−10

∞∑
k=0

c3k + r−11

∞∑
k=0

c3k+

+ r10

∞∑
k=0

c1k + r11

∞∑
k=0

c1k + r0,−1

∞∑
k=1

c2k + r−1−1

∞∑
k=1

c3k + r1,−1

∞∑
k=1

c1k,

0 =
∞∑
k=0

ank, n = ±3,±4, . . . ,

маємо

h(f) = r0,−1e
−iµ

∞∑
l=0

cl0e
ilλ + r−1,1e

−i(λ+µ)(
∞∑
r=1

cr0e
irλ +

∞∑
j=0

c0je
ijµ)+
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+r1,−1e
i(λ−µ)

∞∑
l=0

cl0e
ilλ+ r−1,0e

−iλ
∞∑
k=0

c0ke
ikµ+ r−1,−1e

−i(λ+µ)
∞∑
k=0

c0ke
ikµ

= r0,−1e
−iµc(λ, 0) + r−1,−1e

−i(λ+µ)(c(λ, 0) + c(0, µ)) + r1,−1e
i(λ−µ)c(λ, 0)+

+r−1,0e
−iλc(0, µ) + r−1,1e

−i(λ+µ)c(0, µ)− r−1,−1c00e
−i(λ+µ) =

= e−iλc(0, µ)(r−1,−1e
−iµ + r−1,−0 + r−1,1e

−iµ))+

e−iµc(λ, 0)(r0,−1 + r−1,−1e
−iλ + r1,−1e

iλ)− r−1,−1c00e
−i(λ+µ) =

= e−iµc(λ, 0)

(
−4π2

σ4

)
(β + βα2 − βαe−iλ − βαeiλ)+

+e−iλc(0, µ)

(
−4π2

σ4

)
(β+βα2−βαe−iµ−βαeiµ)

(
−4π2

σ4

)
αβc00e

−i(λ+µ) =

= r(λ,−1)c(λ, 0)e−iµ + r(−1, µ)c(0, µ)e−iλ − r−1,−1c00e
−i(λ+µ),

де

r(λ,−1) = −4π2

σ4

∣∣1− αe−iλ
∣∣2 β = −4π2

σ4
(β+βα2−βαe−iλ−βαeiλ) = K0(λ)β;

r(−1, µ) = −4π2

σ4

∣∣1− βe−iµ
∣∣2 α = K1(µ)α;

Зважаючи на те, що

c(λ, 0) =

∞∑
j=0

(B−1(λ)a(λ)) (j),

c(λ, 0) = lim
N→∞

c(λ, 0)N = (a(λ, 0) + a(λ, 1)β)/K0(λ),

c(λ, 0) = (a(0, 0) + a(1, 0)eiλ + β(a(0, 1)+a(1, 1)eiλ))/K0(λ),

K0(λ) =
4π2

σ4

∣∣1− αe−iλ
∣∣2,

c(0, µ) =
∞∑
j=0

(B−1(µ)a(µ)) (j),

c(0, µ) = lim
N→∞

c(0, µ)N = (a(0, µ) + a(1, µ)α)/K1(µ),

K1(µ) =
4π2

σ4

∣∣1− βe−iµ
∣∣2,

маємо
c(0, 0) = a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1).
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Спектральна характеристика оптимальної оцiнки

h(λ, µ) = e−iµβ(a(λ, 0) + a(λ, 1)β)− r−1,−1c00e
−i(λ+µ) =

= βe−iµ(a(0, 0) + βa(0, 1)) + αe−iλ(a(0, 0) + αa(0, 1))+

+βeiλ−iµ(a(1, 0) + βa(1, 1)) + αe−iλ+iµ(a(0, 1) + αa(1, 1))−
−αβe−iλ−iµ(a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1)).

Шукана оцiнка функцiонала

Â11ξ = β(a(0, 0) + βa(0, 1))ξ(0,−1) + α(a(0, 0) + αa(0, 1))ξ(−1, 0)+

+β(a(1, 0) + βa(1, 1))ξ(1,−1) + α(a(0, 1) + αa(1, 1))ξ(−1, 1)−
−αβ(a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1))ξ(−1,−1).

II спосiб. За формулою, що використовує факторизацiю спектральної
щiльностi. Якщо

f(λ, µ) =
σ4

4π2

1

|1− α e−iλ|2
1

| 1− β e−iµ |2
, |α| < 1, |β| < 1,

тодi

d(λ, µ) =
σ

1− α e−iλ

σ

1− β e−iµ
= σ2

∞∑
k=0

(αe−iλ)
k

∞∑
k=0

(βe−iµ)
k
,

отже
d(0, 0) = σ2, d(0, 1) = σ2β,

d(1, 0) = σ2α, d(1, 1) = σ2αβ.

Оператор A(λ)d, заданий спiввiдношенням (2.3), має вигляд

A(λ)d =


a(0, 0) a(0, 1) a(1, 0) a(1, 1)

a(0, 1) 0 a(1, 1) 0

a(1, 0) a(1, 1) 0 0

a(1, 1) 0 0 0

σ2


1

β

α

αβ

 =

σ2


a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1)

a(0, 1) + αa(1, 1)

a(1, 0) + βa(1, 1)

a(1, 1)

 .
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Звiдси

r (λ, µ) =
∞∑
j=0

(A(λ)d(λ)) (j) eijµ =

= σ2(a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1)) + (a(0, 1) + αa(1, 1))eiµ+

+(a(1, 0) + βa(1, 1))eiλ + a(1, 1)ei(λ+µ)).

Спектральна характеристика оптимальної оцiнки функцiонала має ви-
гляд

h(f) = A+ (λ, µ)− r (λ, µ) d−1 (λ, µ) =

= βe−iµ(a(0, 0) + βa(0, 1)) + αe−iλ(a(0, 0) + αa(0, 1))+

+βeiλ−iµ(a(1, 0) + βa(1, 1)) + αe−iλ+iµ(a(0, 1) + αa(1, 1))−
−αβe−iλ−iµ(a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1)).

Шукана оцiнка функцiонала така

Â11ξ = β(a(0, 0) + βa(0, 1))ξ(0,−1) + α(a(0, 0) + αa(0, 1))ξ(−1, 0)+

+β(a(1, 0) + βa(1, 1))ξ(1,−1) + +α(a(0, 1) + αa(1, 1))ξ(−1, 1)−
−αβ(a(0, 0) + βa(0, 1) + αa(1, 0) + αβa(1, 1))ξ(−1,−1). ♢

Приклад 4.8. Нехай спостерiгається випадкове однорiдне поле з спе-
ктральною щiльнiстю f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ) , щiльнiсть f1(λ) фiксована,

πw
−π

f1 (λ) dλ = P1
2,

точне значення щiльностi f2 (µ) невiдомо, але вiдомо, що вона належить
класу D0

f .
Для знаходження оптимальної лiнiйної оцiнки невiдомого значення фун-
кцiоналу

Aξ =
N∑

k=−N

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\Z× Z+, знайдемо власнi значе-
ння оператора A(λ) розв’язавши систему рiвнянь

A(λ)d = νd,

де оператор A(λ) задається спiввiдношенням (2.3). Система рiвнянь за-
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писується у виглядi(
a(λ, 0) a(λ, 1)

a(λ, 1) 0

)(
d(0)

d(1)

)
= ν

(
d(0)

d(1)

)
,

де

a(λ, 0) =
N∑

k=−N

a(−k, 0)eiλk, a(λ, 1) =
N∑

k=−N

a(−k, 1)eiλk.

Нехай N = 1, a(−k, 0) = a(−k, 1) = 1, для k = −1, 0, 1.

Тодi

a(λ, 0) = e−iλ + 1 + eiλ = α(λ), a(λ, 1) = e−iλ + 1 + eiλ = α(λ)

Характеристичне рiвняння матиме вигляд∣∣∣∣a(λ, 0)− ν a(λ, 1)

a(λ, 1) −ν

∣∣∣∣ = 0

Звiдки
ν2 − a(λ, 0)ν − a(λ, 1)

2
= 0.

Отже найбiльше власне значення

νmax(λ) =
α(λ) + α(λ)

√
5

2
=

1 +
√
5

2
α(λ).

Власний елемент, що вiдповiдає найбiльшому власному значенню
має вигляд

d0(λ) =
√
f1(λ)

{
S; S

√
5 + 1

2

}
.

Константу S знайдемо з умови нормування

∥ d0 ∥2 =
S2(10 + 2

√
5)

4
= P 2.

Отже

S = P

√
5−

√
5

10
,

d0(λ, ν) =
√
f1(λ)P


√

5−
√
5

10
;

√
5 +

√
5

10

 .
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Найменш сприятлива щiльнiсть має вигляд

f(λ) = f1(λ)|P |2
∣∣∣∣∣∣
√

5−
√
5

10
+

√
5 +

√
5

10
e−iµ

∣∣∣∣∣∣
2

.

Для обчислення мiнiмаксної спектральної характеристики знайдемо r (λ, µ) , d2
−1 (µ):

r (λ, µ) =
∞∑
j=0

(A(λ)d2) (j) e
ijµ =

= a(λ, 0)d(0) + a(λ, 1)d(1) + a(λ, 1)d(0)eiµ =

= a(λ, 0)P

√
5−

√
5

10
+ a(λ, 1)P

√
5 +

√
5

10
+ a(λ, 1)eiµP

√
5−

√
5

10
,

d2
−1(µ) = (P )

−1 1√
5−

√
5

10 +

√
5+

√
5

10 e−iµ

=

P
√

5−
√
5

10

−1

1

(1 +

√
3+

√
5

2 e−iµ)
=

=

P
√

5−
√
5

10

−1
∞∑
k=0

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

.

Отже
h(f) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ−a(λ, 0)P

√
5−

√
5

10
+ a(λ, 1)P

√
5 +

√
5

10
+ a(λ, 1)Peiµ

√
5−

√
5

10

×

×

P
√

5−
√
5

10

−1
∞∑
k=0

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

=

= −a(λ, 0)
∞∑
k=1

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

−

−a(λ, 1)

√3 +
√
5

2

 ∞∑
k=0

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

−
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−a(λ, 1)eiµ
∞∑
k=1

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

= −a(λ, 0)
∞∑
k=1

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

−

−a(λ, 1)

√3 +
√
5

2

 ∞∑
k=0

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

+

+a(λ, 1)

√
3 +

√
5

2

∞∑
k=0

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

= −a(λ, 0)
∞∑
k=1

(−1)
k

√3 +
√
5

2
e−iµ

k

.

Отже

h = −a(λ, 0)
∞∑
k=1

(−1)
k
γke−iµk,

де

γ =

√
3 +

√
5

2
.

Âξ = −
∞∑
k=1

(−1)
k
γkξ(−1,−k)−

∞∑
k=1

(−1)
k
γkξ(0,−k)−

∞∑
k=1

(−1)
k
γkξ(1,−k)

♢
.

Приклад 4.9. Нехай спостерiгається однорiдне випадкове поле iз спе-
ктральною щiльнiстю, точне значення якої невiдомо, але вiдомо, що
вона належить наступному класу:

Df =

{
f(λ, µ) :

πw
−π

πw
−π

f(λ, µ)dλdµ ≤ P

}
.

Для знаходження оптимальної лiнiйної оцiнки невiдомого значення фун-
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кцiоналу

Aξ =
1∑

k=0

1∑
j=0

a(k, j)ξ(k, j)

за спостереженнями ξ(u, v), (u, v) ∈ Z2\Z×Z+ знайдемо власнi значення
оператора A++ , розвязавши систему рiвнянь

Ad = νd,

де

(Ad)(k, j) =
1∑

u=0

1∑
v=0

a(k + u, j + v)d(u, v),

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

.

У матричному записi ця система має вигляд
a(0, 0) a(0, 1) a(1, 0) a(1, 1)

a(0, 1) 0 a(1, 1) 0

a(1, 0) a(1, 1) 0 0

a(1, 1) 0 0 0



d(0, 0)

d(0, 1)

d(1, 0)

d(1, 1)

 = ν


d(0, 0)

d(0, 1)

d(1, 0)

d(1, 1)

 .

Нехай
a(0, 0) = a(1, 0) = a(0, 1) = a(1, 1) = 1.

Тодi характеристичне рiвняння має вигляд
1− ν 1 1 1

1 −ν 1 0

1 1 −ν 0

1 0 0 −ν

 = 0.

Звiдки
ν4 − ν3 − 4ν2 − ν + 1 = 0,

ν1 = −1, ν2 = −1, ν3 =
(3 +

√
5)

2
, ν4 =

(3−
√
5)

2
.

Отже найбiльше власне значення

νmax =
(3 +

√
5)

2
.
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Власний елемент, що вiдповiдає найбiльшому власному значенню має
вигляд

d0(u, υ) = S

{
3 +

√
5

2
,
1 +

√
5

2
,
1 +

√
5

2
, 1

}
.

Константу S знайдемо з умови нормування

∥ d0 ∥2 =
S2(30 + 10

√
5)

4
= P = 1.

Отже
S =

2

5 +
√
5
,

d0(u, v) =

{
5 +

√
5

10
,

√
5

5
,

√
5

5
,
5−

√
5

10

}
.

Найменш сприятливе випадкове поле має вигляд

ξ(k, j) =
5 +

√
5

10
γ (k, j) +

√
5

5
γ (k, j − 1)+

+

√
5

5
γ (k − 1, j) +

5−
√
5

10
γ (k − 1, j − 1) ,

де γ (k, j) – стандартне однорiдне випадкове поле з ортогональними зна-
ченнями.
Оцiнки невiдомих значень поля мають вигляд:

ξ̂(0, 0) =

√
5

5
γ (0,−1) +

√
5

5
γ (−1, 0) +

5−
√
5

10
γ (−1,−1) ,

ξ̂(1, 0) =

√
5

5
γ (1,−1) +

5−
√
5

10
γ (0,−1) ,

ξ̂(0, 1) =

√
5

5
γ (0,−1) +

√
5

5
γ (−1, 1) +

5−
√
5

10
γ (−1, 0) ,

ξ̂(1, 1) = 0.

Шукана мiнiмаксна лiнiйна оцiнка Â11ξ функцiонала A11ξ дорiвнює

Â11ξ =
5 + 3

√
5

10
γ (0,−1) +

5 +
√
5

10
γ (−1, 0)+

+
5−

√
5

10
γ (−1,−1) +

√
5

5
γ (1,−1) +

√
5

5
γ (−1, 1) .
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При цьому похибка оцiнки не перевищує значення

P1v
2 =

(7 + 3
√
5)

2

i досягається на полi вказаного вигляду.
Похибку можна найти в iнший спосiб. Оскiльки

A11ξ − Â11ξ =

5 +
√
5

10
γ (1, 1) +

5 + 3
√
5

10
γ (1, 0) +

5 + 3
√
5

10
γ (0, 1) +

10 + 4
√
5

10
γ (0, 0) ,

то ∥∥∥A11ξ − Â11ξ
∥∥∥2 =

=

(
5 +

√
5

10

)2

+ 2

(
5 + 3

√
5

10

)2

+

(
10 + 4

√
5

10

)2

=

=
7 + 3

√
5

2
Найменш сприятлива щiльнiсть має вигляд

f (λ, µ) =

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

∞∑
v=0

d0 (u, v) e−i(uλ+vµ)

∣∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣∣5 +
√
5

10
+

√
5

5
e−iµ +

√
5

5
e−iλ +

5−
√
5

10
e−i(λ+µ)

∣∣∣∣∣
2

=

= 1 +

√
5

5
e−iµ +

√
5

5
e−iλ +

√
5

5
eiµ +

√
5

5
eiλ+

+
1

5
e−i(λ+µ) +

1

5
e−i(λ−µ) +

1

5
e−i(µ−λ) +

1

5
ei(λ+µ). ♢

Мiнiмаксну спектральну характеристику можна обчислити за форму-
лою (2.32).

Приклад 4.10. Розглянемо лiнiйне оцiнювання функцiоналу

Aξ =

∞w
−∞

1∑
j=0

a (t, j) ξ (t, j) dt

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (t, j) , t ∈ R, s =
0, 1, 2, . . . , за даними спостережень поля ξ (u, v) при u ∈ R, v ∈ {. . . ,−n,−(n− 1), . . . ,−1} .
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Нехай коварiацiйна функцiя цього поля

R(t, s) = σ2e−α|t|e−β|s|.

Тодi

F (0, λ, µ) =
σ2

4π2

2α

α2 + λ2
1− e−2β

|1− e−βe−iµ|2
= f1(λ)f2(µ),

де

f1(λ) =
σ2

4π2

2α

α2 + λ2
, f2(µ) =

1− e−2β

|1− e−βe−iµ|2
.

Оскiльки

A(eiλ, eiµ) =

∞w
−∞

∞∑
j=0

a (t, j) eitλeijµdt =

∞∑
j=0

a (λ, j) eijµ,

a(λ, j) =

∞w
−∞

a (t, j) eitλdt,

то в нашому прикладi

A(eiλ, eiµ) = a (λ, 0) + a (λ, 1) eiµ,

a(λ, 0) =

∞w
−∞

a (t, 0) eitλdt, a(λ, 1) =

∞w
−∞

a (1, j) eitλdt.

Fξ (0;λ, µ) = |d(0, λ, µ) |2 =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

d(λ, j) e−ijµ

∣∣∣∣∣∣
2

,

d(λ, 0) = w(λ), d(λ, 1) = w(λ)b,

бо

d(λ, µ) =
√
f1(λ)

1− b2

1− b e−iµ
=
√
f1(λ)(1−b2)

∞∑
k=0

(be−iµ)
k
= w(λ)

∞∑
k=0

(be−iµ)
k
,

b = e−β , w(λ) =
√
f1(λ)(1− b2).

Тодi

d−1(λ, µ) =
1− be−iµ

w(λ)
.
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Оператор A(λ)d, заданий спiввiдношенням (2.101), має вигляд

A(λ)d = w(λ)

(
a(λ, 0) a(λ, 1)

a(λ, 1) 0

)(
1

b

)
= w(λ)

(
a(λ, 0) + ba(λ, 1)

a(λ, 1)

)
.

Звiдси

r (λ, µ) =
∞∑
j=0

(A(λ)d) (j) eijµ =

= w(λ)(a(λ, 0) + ba(λ, 1) + a(λ, 1)eiµ).

Тодi

h(f) = A (λ, µ)− r (λ, µ) d−1 (λ, µ) = a(λ, 0) + a(λ, 1)eiµ−

−(a(λ, 0) + ba(λ, 1) + a(λ, 1)eiµ)(1− be−iµ) = be−iµ(a(λ, 0) + ba(λ, 1)).

Нехай a(t, s) = e−α|t| для t ∈ R, s = 0, 1.

Тодi
h(f) = be−iµ(a(λ, 0) + ba(λ, 1)) =

= be−iµ

( ∞w
−∞

a (t, 0) eitλdt+ b

∞w
−∞

a (t, 1) eitλdt

)
=

= be−iµ

(
(1 + b)

∞w
−∞

e−α|t|eitλdt

)
=

= b(1 + b)e−iµ 2α

α2 + λ2
.

Шукана оцiнка

Âξ(t, s) = b(1 + b)
2α

α2 + λ2
ξ(0,−1). ♢

Приклад 4.11. Розглянемо задачу оптимального лiнiйного оцiнювання
функцiонала

A+ξ =

+∞w
−∞

∞w
0

a (t, s) ξ (t, s) dtds

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового поля ξ (t, s) , t ∈ R, s ≥ 0

за даними спостережень поля ξ (u, v) в точках нижньої площини.
Нехай a(s, t) ≡ a на [−T, T ] × [0, 1] та f (λ, µ) = f1 (λ) f2 (µ) , f1 (λ) фi-
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ксована,
∞w

−∞
f1 (λ) dλ = P1

2 = 1,

f2 (µ) =

∣∣∣∣∣
∞w
0

g0(v) e−ivµdυ

∣∣∣∣∣
2

,

∞w
−∞

f2 (µ) dµ = P2
2 = 1.

Отже

M |ξ(t, s)|2 =

∞w
−∞

∞w
−∞

f(λ, µ)dλdµ = P1
2P2

2 = 1.

Задача зводиться до розв’язання iнтегрального рiвняння

1w
0

K (λ, x, y) g (x) dx = χ2(λ)g(y), y ∈ [0, 1],

де

K (λ, x, y) =

min(1−x,1−y)w
0

a(λ, x+ u)a(λ, y + u)du =

=

min(1−x,1−y)w
0

ab(λ)ab(λ)du =

= a2b2(λ)

min(1−x,1−y)w
0

du = a2b2(λ)min(1− x, 1− y),

a (λ, t) =

Tw
−T

a(s, t) eisλds = a
eiλT − e−iλT

iλ
=

= a
2 sin(λT )

λ
= ab(λ), t ∈ [0, 1] , b(λ) =

2 sin(λT )

λ
.

З iншого боку

χ2g(y) =

(1− y)

yw
0

g(u)dx+

1w
y

(1− x)g(x)dx

 a2b2(λ).

Продиференцiювавши двiчi по y, маємо лiнiйне однорiдне рiвняння

χ2(λ)

a2b2(λ)
g′′(y) + g(y) = 0, g(1) = g′(0) = 0.
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Звiдси

g(y) = C1e
i
ab(λ)

χ y + C2e
−i

ab(λ)
χ y = C1 cos

(
ab(λ)

χ(λ)
y

)
+ C2 sin

(
ab(λ)

χ(λ)
y

)
,

g′(y) = −C1
ab(λ)

χ(λ)
sin

(
ab(λ)

χ(λ)
y

)
+ C2

ab(λ)

χ(λ)
cos

(
ab(λ)

χ(λ)
y

)
.

З граничних умов маємо

g(1) = C1 cos

(
ab(λ)

χ(λ)

)
+ C2 sin

(
ab(λ)

χ(λ)

)
= 0,

g′(0) = C2
ab(λ)

χ(λ)
= 0,

C2 = 0, cos
ab(λ)

χ(λ)
= 0,

ab(λ)

χ(λ)
=
π

2
+ kπ, k ∈ Z,

χk(λ) =
ab(λ)
π
2 + kπ

, k ∈ Z.

Отже,

ν = maxχk =
2ab(λ)

π
.

Тодi
g(y) = C1 cos

(π
2
y
)
.

Константу C1 знайдемо з умови нормування

1w
0

g2(u)du = 1,

C1
2

1w
0

cos2(
π

2
u)du = C1

2 1

2

1w
0

(1 + cos(πu))du = C1
2 1

2
, C1 =

√
2.

Власний елемент оператора A у просторi L2 ([0, 1]) , що вiдповiдає най-
бiльшому власному значенню ν має вигляд

g0 (y) =
√
2 cos

π

2
y, y ∈ [0, 1] .
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Найменш сприятлива щiльнiсть

f (λ, µ) = f1 (λ)

∣∣∣∣∣
1w
0

g0(y)e−iµydy

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞w
0

d1(t) e
−iλtdt

∣∣∣∣∣
2∣∣∣∣∣

1w
0

g0(y) e−iµydy

∣∣∣∣∣
2

=

=

+∞w
−∞

1w
0

d1 (t) g
0(y) e−itλe−iµydtdy.

Найменш сприятливе випадкове поле має вигляд

ξ(t, s) =

∞w
−∞

sw
s−1

d1 (t− u) g0(s− v)dη(u, v).

Оцiнка ξ̂(t, s) має вигляд

ξ̂(t, s) =

∞w
−∞

0w
s−1

d1 (t− u) g0(s− v)dη(u, v),

де η(u, v) стандартне випадкове поле з некорельованими значеннями.

Â+ξ =

+∞w
−∞

1w
0

a (t, s) ξ̂ (t, s) dtds.

Мiнiмаксне значення похибки оцiнювання функцiоналу дорiвнює

∆ =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)∥Ad2∥2dλ =
1

2π

∞w
−∞

f1(λ)(ab(λ))
2
dλ.

♢
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4.3. Додатки 3. Задачi фiльтрацiї випадкових
полiв

Приклад 4.12. Розглянемо задачу оцiнювання функцiонала

Aξ =
1∑

k=−1

0∑
j=−1

ξ(k, j)

вiд поля ξ(k, j), що має щiльнiсть

f(λ, µ) =
∣∣1 + αe−iλ

∣∣2 | 1 + βe−iµ |2 = f1(λ) |φ2(µ)|2 , α < 1, β < 1,

за результатами спостережень поля ξ(k, j) + η(k, j), що має щiльнiсть

f(λ, µ) + g(λ, µ) =

∣∣1 + αe−iλ
∣∣2

V 2 | 1 + γe−iµ |2
= f1(λ)|d2(µ)|2 = f1(λ)|b2(µ)|−2

,

V −2 ≥
∣∣1 + βe−iµ

∣∣2 | 1 + γe−iµ |2,

b2(µ) = V (1 + γe−iµ), d2(µ) =
1

V (1 + γe−iµ)
, ϕ2(µ) = 1 + βe−iµ,

b2(0) = V, b2(1) = γV, b2(v) = 0, v ≥ 2,

ϕ2(0) = 1, ϕ2(1) = β, ϕ2(v) = 0, v ≥ 2.

Нехай

A (λ, µ) =
∞∑
v=0

a(λ,−v) e−ivµ = a(λ, 0) + a(λ,−1) e−iµ,

де
a(λ, 0) = a(−1, 0)e−iλ + a(0, 0) + a(1, 0)eiλ,

a(λ,−1) = a(−1,−1)e−iλ + a(0,−1) + a(1,−1)eiλ,

a(−1, 0) = a(0, 0) = a(1, 0) = a(−1,−1) = a(0,−1) = a(1,−1) = 1.

Для обчислення
c̃f (λ) = Φ2a(λ)

знайдемо оператор Φ2, який задається спiввiдношенням

Φ2(k, j) =

min(k,j)∑
p=−∞

ϕ2(k − p)
−
ϕ 2(j − p), k, j = 0, 1, . . . .
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Матимемо

Φ2 =



1 0 0 0 ... 0

β 1 0 0 ... 0

0 β 1 0 ... 0

0 0 β 1 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1


.

Тодi

c̃f (λ) = (e−iλ + 1 + eiλ)



1 + β2 + β

1 + β2 + β

β

0

...

0


,

C̃f (λ) = (e−iλ + 1 + eiλ)

(1 + β2 + β) 1 + β2 + β β

1 + β2 + β β 0

β 0 0

 .

Звiдси
r̃f (λ, µ) = (e−iλ + 1 + eiλ)V×

×
(
(1 + β + β2)(1 + γ) + (1 + β + β2 + γβ)e−iµ + βe−2iµ

)
.

Cпектральна характеристика оптимальної оцiнки обчислюється за фор-
мулою

h (f, g) =
(
1 + γe−iµ

)
(e−iλ + 1 + eiλ)V 2×

×
(
(1 + β + β2)(1 + γ) + (1 + β + β2 + γβ)e−iµ + βe−2iµ

)
=

= (e−iλ + 1 + eiλ)V 2×

×
(
χ0 + χ0(1 + γ)e−iµ + χ−1(1 + γ)e−2iµ + χ−2γe

−3iµ
)
.

Лiнiйна оцiнка функцiонала дорiвнює

Âξ = V 2 [χ0ξ(0, 0) + χ0(1 + γ)ξ(0,−1) + χ−1(1 + γ)ξ(0,−2)+

+χ−2γξ(0,−3) + χ0ξ(−1, 0) + χ0(1 + γ)ξ(−1,−1)+
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+χ−1(1 + γ)ξ(−1,−2) + χ−2γξ(−1,−3) + χ0ξ(1, 0)+

χ0(1 + γ)ξ(1,−1) + χ−1(1 + γ)ξ(1,−2) + χ−2γξ(1,−3) ] ,

де

χ0 = (1 + β + β2)(1 + γ); χ−1 = (1 + β + β2 + γβ); χ−2 = β. ♢

Приклад 4.13. Розглянемо задачу оцiнювання функцiоналу

Aξ =

1∑
k=−1

0∑
j=−1

ξ(k, j)

вiд поля ξ(k, j), що має щiльнiсть f(λ, µ) ∈ D0
f ,

f(λ, µ) =
∣∣1 + αe−iλ

∣∣2 | 1 + βe−iµ |2 = f1(λ) |φ2(µ)|2 , α < 1, β < 1,

за результатами спостережень поля ξ(k, j) + η(k, j), що має щiльнiсть
f(λ, µ) + g(λ, µ),

g(λ, µ) =
∣∣1 + αe−iλ

∣∣2 | 1 + βe−iµ |2 = f1(λ)|ψ2(µ)|2,

f1(λ) =
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2, |ψ2(µ)|2 = | 1 + βe−iµ |2,

f(λ, µ) + g(λ, µ) = f1(λ)|d2|2 = f1(λ)|b2|−2
,

b2, d2 – невiдомi,

ϕ2(0) = 1, ϕ2(1) = β, ϕ2(v) = 0, v ≥ 2,

Нехай

A (λ, µ) =

∞∑
v=0

a(λ,−v) e−ivµ = a(λ, 0),

де
a(λ, 0) = a(−1, 0)e−iλ + a(0, 0) + a(1, 0)eiλ,

a(−1, 0) = a(0, 0) = a(1, 0) = a(−1,−1) = a(0,−1) = a(1,−1) = 1.

Тодi

C̃g(λ) = (e−iλ + 1 + eiλ)

(
1 + β2 β

β 0

)
.
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Якщо β = 1, то

C̃g(λ) = (e−iλ + 1 + eiλ)

(
2 1

1 0

)
.

Для того, щоб розв’язати задачу

− 1

2π

πw
−π

f1(λ)
[⟨
C̃g(λ)b(λ), C̃g(λ)b(λ)

⟩]
dλ→ max,

знайдемо розв’язки характеристичного рiвняння∣∣∣∣2− σ 1

1 −σ

∣∣∣∣ = 0.

Нехай σ0 = 1 +
√
2 – найбiльше власне число цього характеристичного

рiвняння. Тодi σ0(e−iλ+1+eiλ) – найбiльше власне число матрицi C̃g(λ);

b̄2 =
(
k;
(√

2− 1
)
k
)

-– власний вектор, що йому вiдповiдає.
Маємо

1

2π

πw
−π

g (λ, µ) dµ =

=
1

2π

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2 πw

−π

(1 + β2 + βe−iµ + βeiµ)dµ =

= (1 + β2)
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2 = 2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2.
Оскiльки f0(λ, µ) ∈ D0

f , то умова нормування власного вектора b̄2 =(
k;
(√

2− 1
)
k
)

має вигляд

1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ) + g (λ, µ))dµ =
1

2π

πw
−π

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

b2(j)e
−ijµ

∣∣∣∣∣∣
−2

dµ

Оскiльки
1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ) + g (λ, µ))dµ =

= 2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2 + P
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2 = (2 + P )
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2
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та

1

2π

πw
−π

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

b2(j)e
−ijµ

∣∣∣∣∣∣
−2

dµ =

=
1

2π

πw
−π

1

|b2(0) + b2(1)e−iµ|2
dµ =

=
1

2π(b2(0))
2

πw
−π

1∣∣∣1 + b2(1)
b2(0)

e−iµ
∣∣∣2 dµ =

=
1

2π(b2(0))
2

πw
−π

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

(−1)
n

(
b2(1)

b2(0)
e−iµ

)n
∣∣∣∣∣
2

dµ =

=
1

2π(b2(0))
2

πw
−π

∞∑
n=0

(
b2(1)

b2(0)

)2n

dµ =

=
1

2πk2

πw
−π

1

1− (1−
√
2)

2 dµ =
1

k22
(√

2− 1
) .

Звiдси
1

k22
(√

2− 1
) =

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2 (2 + P ) .

Отже

k2 =
1

|1 + ae−iλ|2 (2 + P ) 2
(√

2− 1
) =

1 +
√
2

|1 + ae−iλ|2 (2 + P ) 2
.

Нехай
P = 2

√
2, k2 =

1

|1 + ae−iλ|24
, k =

1

2 |1 + ae−iλ|
.

Тодi

b̄2 =
1

|1 + ae−iλ|

(
1/2;

(√
2− 1

)
/2
)
.

Константу α1(λ) знайдемо проiнтегрувавши праву та лiву частини рiв-
няння (3.27)

f0 (λ, µ) + g0 (λ, µ) = α1(λ)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

.
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Матимемо
1

2π

πw
−π

(f0 (λ, µ) + g (λ, µ))dµ =

=
α1(λ)

2π

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2 πw

−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(C̃g(λ)b̄2)(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

dµ.

Тодi
πw

−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(C̃g(λ)b̄2)(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

dµ =

=

πw
−π

∣∣2 + b2(0) + b2(1) + b2(0)e
−iµ
∣∣2dµ =

= k2
πw

−π

∣∣∣2− 1 +
√
2 + e−iµ

∣∣∣2dµ = k24π(2 +
√
2).

Отже ∣∣1 + ae−iλ
∣∣2 (2 + P ) = α1(λ)

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2k22(2 +√

2).

Звiдси

α1(λ) =
(2 + P )

k22(2 +
√
2)

=

=

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2(2 + P )

2

2(2 +
√
2)(1 +

√
2)

=

=

∣∣1 + ae−iλ
∣∣2(2 + 2

√
2)

2

2(2 +
√
2)(1 +

√
2)

=
√
2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2.
Маючи значення k, α1(λ), за формулою (3.29) отримаємо найменш

сприятливу щiльнiсть f0(λ, µ) ∈ D0
f

f0 (λ, µ) =

α1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(Cg(λ)b̄(λ))(k)e
−ikµ

∣∣∣∣∣
2

− g (λ, µ)


+

=

=
[√

2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2∣∣2b2(0) + b2(1) + b2(0)e
−iµ
∣∣2 − ∣∣1 + ae−iλ

∣∣2∣∣1 + βe−iµ
∣∣2]

+
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=

[√
2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2k2∣∣∣2 + (
√
2− 1) + e−iµ

∣∣∣2 − ∣∣1 + ae−iλ
∣∣2∣∣1 + βe−iµ

∣∣2]
+

=

[
√
2
∣∣1 + ae−iλ

∣∣2 1

4|1 + ae−iλ|2
∣∣∣√2 + 1 + e−iµ

∣∣∣2 − ∣∣1 + ae−iλ
∣∣2∣∣1 + βe−iµ

∣∣2]
+

=

[√
2

4

∣∣∣√2 + 1 + e−iµ
∣∣∣2 − ∣∣1 + ae−iλ

∣∣2∣∣1 + βe−iµ
∣∣2]

+

.
♢
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