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Анотацiя
Нехай X деяка множина, а F ⊂ 2X родина її пiдмножин. Графом перетинiв

Ω(X,F) називається граф Ω з множиною вершин V (Ω) = F та двi його вершини
A,B вважаються сумiжними, якщо A ∩B 6= ∅.

Мета роботи полягає у дослiдженi графiв перетинiв, зокрема чотирьох класiв:
графiв блокiв, реберних графiв, графiв клiк та хордальних графiв.

Ключовi слова: графи перетинiв, блок, графи блокiв, оператор блоку, ребернi
графи, клiка, графи клiк, хорда, хордальнi графи.
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Вступ

Графи перетину це досить перспективний напрямок теорiї графiв. Вивченням
даного питання займалися Оре, Сабiдуссi, Байнеке, Кастейлен та iншi. Теорiя гра-
фiв має широке застосування у бiологiї, комп’ютерних науках, матричному аналiзi
та статистицi[8].

Ми маємо справу з рiзносторонньою, цiкавою темою, при дослiдженнi якої,
одержимо дещо iнший погляд на всю теорiю графiв.

Вершини графа є множинами i вершини є сумiжними, якщо їх множини мають
непорожнiй перетин.

Варто зазначити, що кожен граф можна подати як граф перетинiв, вiдповiдний
алгоритм представлений у роботi.

Оскiльки це поняття є досить широке, тому природно звужувати на окремi
класи. В цiй роботi розглядаються 4 класи: ребернi графи, графи блокiв, графи
клiк та хордальнi графи. Для кожного з вищеописаних класiв надаються вiдпо-
вiднi характеризацiї.

Ребернi графи найбiльш вивченi. Важливу роль грає теорема Уiтнi. Вона пока-
зує, що граф повнiстю визначається своїм реберним графом, крiм одного випадку[3].
У свої роботi Байнеке [1] дає характеризацiю в термiнах заборонених пiдграфiв.
Ми ж дамо в термiнах розбиття на повнi пiдграфи.

Графи блокiв – це графи у яких кожна компонента двозв’язностi є клiкою.
Для цього класу ми даємо характеризацiю, як граф, кожен блок, якого є пов-
ним пiдграфом. Далi ми розглянемо iтерацiї блокового оператора, i дамо оцiнки
на необхiдну кiлькiсть застосувань блокового оператору для зведення графа до
одноточкового, ланцюга чи дерева.

Клiки є однiєю з базових концепцiй теорiї графiв. Вони часто виникають в
задачах iнформатики.

Хордальнi графи – це графи, що не мiстять породжених циклiв довжини бiль-
шої за 3. Кожен граф можна представити як граф перетинiв пiдграфiв деякого
графа. Хордальнi ж характеризуються як граф перетинiв пiддерев у деревi.

Мета роботи полягає у дослiдженi вищенаведених класiв графiв перетинiв. Для
кожного з них будуть наданi характеризацiї, деякi результати iлюструватимуться
малюнками. На вiдмiну вiд iтерацiй реберного графа, блоковий оператор не був
дослiджений ранiше. Саме у цьому полягає новизна цiєї роботи. Ми розглянемо
кiлькiстi iтерацiї, необхiднi, щоб звести граф до дерева, ланцюга та одноточкового
графа.
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1 Основнi означення

Означення 1.1. Неорiєнтований граф G — це впорядкована пара (V,E), де
V — множина вершин або вузлiв, E — множина пар (у випадку неорiєнтованого
графу — невпорядкованих) вершин з V , якi називаються ребрами.

Означення 1.2. Пара вершин графа i, j графа G називається сумiжними,
якщо ij ∈ E(G).

Означення 1.3. Графи G i H називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя
мiж їх множинами вершин f : V (G) → V (H) така, що будь-якi двi вершини u i
v графа G сумiжнi в G тодi i тiльки тодi, коли u i v сумiжнi в H. Позначається
G ' H.

Означення 1.4. Граф H є породженим пiдграфом графа G, якщо V (H) ⊆
V (G) та ∀u, v ∈ V (H) : uv ∈ E(H)⇔ uv ∈ E(G).

Означення 1.5. Граф називається зв’язним, якщо мiж кожною парою його
вершин iснує шлях, який їх сполучає.

Означення 1.6. Компонентою зв‘язностi графа називається його максималь-
ний (за включенням) зв’язний пiдграф.

Означення 1.7. Унiциклiчний граф – граф з єдиним циклом.

Означення 1.8. Вершина u ∈ V (G) графа G називається точкою з’єднання,
якщо її видалення збiльшує кiлькiсть компонент зв’язностi.

Означення 1.9. Околом N(a) вершини a графа G називається множина вер-
шин, сумiжних iз нею, тобто N(a) = {u|u ∈ V (G), ua ∈ E(G)}.

Означення 1.10. Граф називається двозв’язним, якщо вiн не мiстить точок
з’єднання.

Означення 1.11. Блоком графа G називається його максимальний (за вклю-
ченням) двозв’язний пiдграф.

Означення 1.12. Повний граф – той у якого, кожна пара вершин з’єднана
ребром, позначається Kn, де n – кiлькiсть вершин.

Означення 1.13. Нехай X деяка множина, а F ⊂ 2X родина її пiдмножин.
Графом перетинiв Ω(X,F) називається граф Ω з множиною вершин V (Ω) = F
та двi його вершини A,B вважаються сумiжними, якщо A ∩B 6= ∅.
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Приклад 1.14. Граф перетинiв G ' Ω(X,F), де X = {a, b, c, d, e, f, g, h},
F = {{a}, {a}, {a, b}, {b, c, f}, {f, g, h}, {h}, {f, g, h}, {g}, {c, d, e}, {d}, {e}}.

{a b}

{a}

{a}

{b c f}

{f g h}

{c d e} {d}

{e}

{g}

{h} {f g h}

Рис. 1.1. Граф перетинiв
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2 Основнi результати
2.1 Число перетинiв

Твердження 2.1. Кожен граф iзоморфний деякому графу перетинiв.

Доведення. Нехай G деякий граф, побудуємо iзоморфний йому граф перетинiв Ω
таким чином:

ПозначимоM(v) – множину графа перетинiв Ω, що вiдповiдає вершинi v графа
G. Тодi ∀vi ∈ V (G) : M(vi) = {vi} ∪ E(vi), де E(vi) – множна ребер, iнцидентних
вершинi vi. Таким чином отримаємо граф перетинiв Ω(X,F), деX = V (G)∪E(G),
iнакше кажучи X = {v1, v2, . . . , e1, e2, . . .}, a F = {M(v) : v ∈ V (G)}.

Зауваження:
1. F ⊂ 2X за побудовою.
2. Граф Ω отриманий в ходi такої побудови є iзоморфний даному початковому

графу G, оскiльки:
2.1. Кожна iзольована вершина в G є iзольованою в Ω, оскiльки множна кожної

такої вершини має один унiкальний елемент: ∀n : deg(vn) = 0 : M(vn) = {vn}
2.2. ∀vG, wG ∈ V (G), w 6= v : vG та wg – сумiжнi⇒ vΩ та wΩ – сумiжнi. Оскiльки

vG iнцидентна wG, то ∃ek – ребро, що сполучає цi вершини. За побудовою це ребро
ek є у множинах вершин vΩ, wΩ, таким чином M(wΩ)∩M(vΩ) = bk, тому вершини
vΩ та wΩ є iнцидентними.

2.3. ∀vG, wG ∈ V (G), w 6= v : vG та wg не сумiжнi ⇒ vΩ та wΩ не сумiжнi. Роз-
глянемо множину ребер iнцидентних vG, оскiльки вершини vG та wG не сумiжнi,то
жодне ребро з цiєї множини не iнцидентне wG, тому ∀e ∈M(vΩ) : e /∈M(wΩ). Ана-
логiчно ∀e ∈ M(wΩ) : e /∈ M(vΩ). Тому M(vΩ) ∩M(wΩ) = ∅, тому вершини vΩ та
wΩ не сумiжнi.

Означення 2.2. Числом перетинiв скiнченного графа G називається

ω(G) = min{|X| : Ω(X,F) ' G для деякої родини F ⊂ 2X}.

Надалi розглядаються лише скiнченнi графи.

Твердження 2.3. Для зв’язного графа G iз ≥ 3 вершинами має мiсце нерiв-
нiсть ω(G) ≤ |E(G)|.
Доведення. Оскiльки маємо зв’язний граф з |V (G)| ≥ 3, то його можна представи-
ти як у твердженнi 3.1, але надавши кожнiй вершинi лише множину iнцидентних
їй ребер. Додавання самого елемента vk до вершини непотрiбне, бо граф зв’язний,
i не буде проблем iз компонентами виду K1 та K2. Таким чином |X| ≤ |E(G)|,
а оскiльки ω(G) – мiнiмальне значення |X|, то ω(G) ≤ |E(G)|. (Графи будуть
iзоморфними за 2.2 та 2.3)
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Означення 2.4. Кажуть, що граф G не мiстить трикутникiв, якщо повний
граф K3 не є пiдграфом G.

Теорема 2.5. Для зв’язного графа G iз ≥ 4 вершинами має мiсце рiвнiсть
ω(G) = |E(G)| тодi й тiльки тодi, коли G не мiстить трикутникiв.

Доведення. ⇒ Якщо ω(G) = |E(G)|, то G не мiстить K3

Вiд супротивного, припустимо, що це не так, тодi iснує граф G, для якого
виконується рiвнiсть ω(G) = |E(G)|, i який мiстить K3 Розглянемо локальне мiсце
в графi з трикутником:

{a}

{ba}

{ca}

{b}

Рис. 2.1. Пiдграф iз трикутником

Оскiльки граф зв’язний то принаймнi одна вершина iзK3 буде з’єднана ребром
з якоюсь iншою вершиною (не з K3). Зазначимо, що для того, щоб представити
цю частину графа, достатньо множини X = {a, b, c} з 3 елементiв (рис. 1). Та-
ким чином ми представили 4 ребра за допомогою 3 множини з 3 елементiв. Щоб
представити решту |E(G)| − 4 ребер графа алгоритмом з Твердження 3.1 знадо-
биться |E(G)| − 4 елементiв множини. Отже, для всього графа нам знадобиться
|E(G)|−1 елемент, що суперечить припущенню ω(G) = |E(G)|. Тобто виконується
нерiвнiсть ω(G) ≤ |E(G)|.
⇐ Нехай маємо G грав, та Ω(X,F) його граф перетинiв. Оскiльки G не мiстить

трикутникiв, ∀a ∈ X : a може лежати у не бiльше 2 множинах iз F . ∀e ∈ E(G) :
Fu ∩ Fv 6= ∅, де Fu та Fv - множини вершин u та v, якi сполучаються ребром e.
|Fu ∩ Fv| = 1, якби це число було б бiльшим за 1, то можна було б видалити всi
спiльнi елементи з множини |Fu ∩Fv| крiм одного, що суперечило б мiнiмальностi
в означеннi ω(G). Нехай |Fu ∩Fv| = {xe}, де e – ребро, що сполучає вершини v та
u. Таким чином можна поставити у вiдповiднiсть e → xe, а отже iснує iн’єкцiя :
E(G)→ X. Що доводить нерiвнiсть ω(G) ≥ |E(G)|

Твердження 2.6. Для повного графа Kn, n ≥ 4 виконується рiвнiсть

ω(G) = 1 + dlog2 ne

.
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Доведення. Нехай G – повний граф та V = {v1, v2, v3, . . .} – множина його вершин.
Потрiбно знайти minN = |X|, Ω(X,F).

Використаємо теорему Ердеша[2], яка говорить, що 2n−1 розмiр найбiльшої
сiм’ї пiдмножин перетинiв на булеанi 2n. Таким чином можна встановити бiєкцiю
мiж цими проблемами. Множини вершин графа – це множини сiм’ї перетинiв, а
булеан – це 2|X|.

Щоб знайти ω(Kn) потрiбно мiнiмiзувати число |X| при цьому забезпечивши
нерiвнiсть 2|X|−1 ≥ n.

Розв’яжемо вiдносно |X|:
|X| − 1 ≥ log2n
|X| ≥ log2n+ 1
Оскiльки ми шукаємо найменше цiле значення:
|X| = 1 + dlog2ne
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2.2 Графи блокiв
2.2.1 Означення

Означення 2.7. Графом блокiв B(G) графа G називається граф перетинiв
Ω(V (G),B), де B – це родина множин вершин блокiв в G. Зауважимо, що два
блоки B1, B2 можуть перетинатися лише по однiй вершинi (яка є точкою з’єднання
графа G).

Наприклад, нехай граф G має такий вигляд:

1

2 3

4 5

6

7

8 9

10

11

12

13 14

15 16

A

B

C

D

E

F
G

H

Рис. 2.2. Граф G

Тодi його граф блокiв B(G) буде таким:
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A

B

C D

E

F

H

G

Рис. 2.3. Граф блокiв B(G)

Лема 2.8. Зв’язний граф G (iз |V (G)| ≥ 3) є двозв’язним тодi i тiльки тодi,
коли будь-якi двi його вершини лежать на деякому спiльному простому циклi.

Доведення. ⇐ Нехай G граф, такий, що будь-якi 2 вершини лежать на спiльному
простому циклi. Вiд супротивного, припустимо, що G не є блоком, тодi iснує точка
зв’язностi p, при видаленнi якої утвориться 2 компоненти зв’язностi. Тодi iснують
мiнiмум 2 вершини мiж якими не буде шляху при видаленнi p. Зафiксуємо цi
вершини як u та v. Оскiльки за умовою вони лежать на одному простому циклi,
нехай

P = {u− u0− u1− . . .− un− v− v0− v1− v2− . . .− vm− u}. То iснує мiнiмум
два рiзних простих шляхи мiж u та v, зафiксуємо їх.

Нехай Q1 = {u− u0 − u1 − . . .− un − v} та Q2 = {v − v0 − v1 − . . .− vm − u}.
∀i : vi 6= ui, оскiльки P – простий цикл. Щоб прибрати зв’язок мiж вершинами
u та v потрiбно принаймнi розiрвати 2 ланцюги Q1 та Q2, а оскiльки вони мають
рiзнi вершини, то це не можливо досягти видаливши лише одну вершини p, що
суперечить припущенню.
⇒ Якщо граф двозв’язний, тодi будь-якi двi рiзнi вершини лежать на деякому

простому циклi. Нехай G – двозв’язний граф, а u та v – двi його вершини, u 6= v.
Позначимо U – множина вершин вiдмiнних вiд u, якi лежать на простому циклi,
що мiстить u. Оскiльки |V (G)| ≥ 3, а також, G не має точок зв’язностi, то G не
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мiстить мостiв. Тому кожна вершина, що сумiжна u мiститься в U , i U 6= ∅.

u
w

v

P1

P2

P0

Рис.
2.4. Iлюстрацiя 1 до Леми 2.8

Припустимо, що v не лежить в U . Нехай w – вершина в U , така, що вiдстань
d(w, v) мiнiмальна. Нехай P0 – найкоротший простий (u-v)-ланцюг, а P1 i P2 – два
простих (u-v)-ланцюги циклу, що мiстить u та w (Рис. 4).

u
w

u′

w′

v

P ′

Рис. 2.5. Iлюстрацiя 2 до Леми 2.8

Оскiльки w не є точкою зв’язностi, то iснує простий (u-v)-ланцюг P ′, який не
мiстить w (Рис. 5). Позначимо w′ найближчу вершину до u, що належить P ′, яка
водночас належить i P0. Через u′ позначимо останню вершину (u-w′)-ланцюга в
P ′, яка належить або P1 або P2. Не втрачаючи загальностi, припустимо, що u′
належить P1.

Нехай Q1 – простий (u-w′)-ланцюг, що повнiстю вмiщає (u-u′)-пiдланцюг лан-
цюга P1 та (u′-w′)-пiдланцюг ланцюга P ′. А Q2 – простий (u-w′)-ланцюг, що вмi-
щає P2 та (w-w′)-пiдланцюг ланцюга P0. За побудовою Q1 та Q2 – два простих
(u-w′)ланцюга, що не перетинаються. Разом вони утворюють простий цикл, тому
w′ належить U . Оскiльки w′ належить найкоротшому ланцюгу, d(w′, v) < d(w, v).
Це суперечить вибору w та доводить, що u та v належать одному простому ци-
кловi.

2.2.2 Характеризацiя

Означення 2.9. Точки зв’язностi будемо називати червоними вершинами, а
iншi вершини – зеленими.
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Теорема 2.10. Для графа H iснує граф G iз B(G) ' H тодi й тiльки тодi,
коли кожен блок в H є повним графом.

Доведення. ⇒ Якщо iснує граф G : B(G) ' H, то кожен блок в H є повним, гра-
фом. Нехай H = B(G). Вiд супротивного, припустимо, що в H є блок P , який не є
повним графом. Тодi в P знайдуться двi не сумiжнi вершини u та v. За лемою 3.5
вони належать одному спiльному циклу Z. Нехай VZ множина вершин з блоку P ,
що належать циклу Z. Тодi об’єднання блокiв графа G, що вiдповiдають верши-
нам з VZ є зв’язним графом, без точок зв’язностi (тому, що Z – цикл). Оскiльки це
об’єднання не мiстить точок зв’язностi, то це суперечить максимальностi в озна-
ченнi блоку графа. Тобто P не є максимальним пiдграфом без точок зв’язностi,
щоб вважатися блоком.
⇐ Якщо кожен блок в H є повним графом, то iснує граф G : B(G) ' H.

Наведемо алгоритм побудови графа G для H. Нехай маємо граф H у якому кожен
блок є повним графом.

1

2 3
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10
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D

E

Рис. 2.6. Граф H

Побудуємо граф B(H):
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A

B

C D E

Рис. 2.7. Граф B(H)

Додамо до кожної вершини отриманого графа таку кiлькiсть висячих, як у
вiдповiдному їй блоцi графа H.

A

B

C D E

Рис. 2.8 . Граф G

Отриманий граф G, буде таким, що B(G) ' H.

2.2.3 Iтерацiї блокового оператора

Означення 2.11. Для числа n ∈ Z+ через Bn(G) будемо позначати n-ту iте-
рацiю оператора B на графi G (при цьому, звичайно B0(G) = G). Легко бачити,
що для зв’язного графа G iз |V (G)| ≥ 2 має мiсце нерiвнiсть |V (B(G))| < |V (G)|.
Таким чином, для деякого n ∈ N виконано Bn(G) ' K1. Покладемо β0(G) =
min{n ∈ Zn : Bn(G) ' K1} для кожного зв’язного графа G.

Теорема 2.12. Для зв’язного графа блокiв G має мiсце рiвнiсть

β0(G) = diamG.

Доведення. Основний крок: показати рiвнiсть diamB(G) = diamG− 1 для всiх
графiв блокiв G iз |V (G)| ≥ 2 (далi iндукцiя по diamG).

Покажемо, що ланцюг, що вiдповiдає дiаметру графа має вигляд {g − r − r −
. . .− r − r − g}, де g – зелена, r – червона вершина.
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Чому це так?
1) З максимальностi в означення дiаметра графа випливає, що такий ланцюг

буде проходити по найбiльшiй кiлькостi блокiв. Таким чином, щоб пересуватись
мiж блоками, у цьому ланцюгу мають бути червонi вершини. (Якби їх не було, то
ми б не могли побудувати шлях мiж двома зеленими вершинами рiзних блокiв).

2) В середини ланцюга не може бути зелених вершин. вiд супротивного, нехай
це можливо: {g− r− . . .− r− g− r− . . . − r− g}. розглянемо частину шляху, де
всерединi зустрiчається зелена вершина. Тодi є 2 варiанти:

Iндекси позначають блоки, яким належить ця вершина. Зеленi можуть нале-
жати лише одному блоковi, червонi декiльком, бо є точками зв’язностi. Ми роз-
глядаємо лише блоки залученi в нашому ланцюгу-дiаметрi, тому якщо червона
належить iншим блокам, що не беруть участi у вибраному ланцюгу, ми їх не пи-
шемо в iндекси.

. . .− rA,B − gB − rB,C − . . .
Даний варiант суперечить властивостi мiнiмального шляху в означеннi дiаме-

тра, бо оскiльки права i лiва червонi вершини обоє належать блоку B то можна
дiстатись з однiєї в iншу без проходження по вершинi g. (Оскiльки кожен блок
графа G є повним).

. . .− rA,B − gB − rA,B − . . .
Даний варiант теж не пiдходить з мiркувань наведених вище. А також має

iншу суперечностi, або лiва i права вершини r – це одна й та ж вершина, то у
шляху вершини повторюються, що суперечить мiнiмальностi вiдстанi, а якщо нi,
то блоки A та B перетинаються по бiльш нiж однiй точцi зв’язностi, що суперечить
максимальностi в означеннi блоку.

3) На обох кiнцях такого ланцюга є по однiй зеленiй вершинi. Це так, бо дiаметр
– це найбiльший шлях. Якби на кiнцях не було зелених вершин. То можна було б
зробити крок на яку-небудь зелену вершину iз крайнiх блокiв, i отримати бiльший
дiаметр, нiж початковий.

Ми показали, що ланцюг дiаметра має саме такий вигляд:
{g − r − r − . . . − r − r − g}
Покажемо, що застосування оператора блокiв скорочує будь-який ланцюг та-

кого виду на одну вершину. Позначимо iндексами блоки, яким належать вершини:
L = {g0 − r0,1 − r1,2 − . . . − rn−2,n−1 − rn−1,n − gn}
Нехай H = B(G) При застосуваннi оператора блокiв, в отриманому графi

кожна вершина вiдповiдає якомусь блоковi з початкового, розглянемо вершини
0, 1, . . . , n − 1, n у графi H, що вiдповiдають блокам у графi G. Вони всi будуть
з’єднанi одним ланцюгом, наступним чином:

K = {0− 1− 2− . . . − (n− 2)− (n− 1)− n}. Ланцюг K має на одну вершину
менше, нiж ланцюг L. Таким чином при кожнiй iтерацiї оператора блокiв, ланцюг
дiаметра зменшується на 1. Отже, на diam(G) застосувань дiаметр буде 0, а отже
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матимемо граф K1.
В загальному випадку, для довiльного графа G: n = diam(B(G))+1. За перше

застосування згiдно з твердженням 3.6 отримаємо граф B(G), кожен блок якого
є повним. А за наступнi diam(B(G)), граф B(G) перетвориться в K1 за вище
доведеним.

Наслiдок 2.13. Для зв’язного графа G з |V (G)| ≥ 2 виконується

β0(G) = diamB(G) + 1.

Доведення. За Теоремою 2.12, β0(G) = β0(B(G)) + 1 = diamB(G) + 1.

Твердження 2.14. B(G) є ланцюгом тодi й тiльки тодi, коли кожна червона
вершина G – лежить рiвно у 2 блоках та кожен блок мiстить n ≤ 2 червонi
вершини.

Доведення. ⇐ Нехай маємо граф G як в умовi. Оскiльки кожна червона лежить
рiвно у 2 блоках, то при застосуваннi блокового оператору, кожна червона дасть
1 ребро, що з’єднає два блоки в яких вона лежить. А скiльки кожен блок має
n ≤ 2 червонi вершини, вiдповiдна йому вершина у графi B(G) матиме степiнь
n ≤ 2 тому, що кожна червона дає рiвно одне ребро. Тому граф B(G) мiстить
лише вершини степеня n ≤ 2. Простим циклом Ck, k ≥ 4 вiн бути не може, бо це
суперечить характеризацiї графiв блокiв (Теорема 2.10). Вiн також не може бути
C3, бо тодi вiдповiднi блоки вершинам C3 мають перетинатись по однiй i тiй же
вершинi, а отже будемо мати червону вершину, що лежить у 3 блоках (суперечить
умовi).
⇐ Якщо B(G) – ланцюг, то кожне вершина графа B(G) має степiнь ≤ 2, а

тому кожна червона вершина має мiститись у рiвно 2 блоках (iнакше б утворився
повний пiдграф). Аналогiчно кожен блок мiстить щонайбiльше 2 червонi, iнакше
б у нашому ланцюгу була б вершина степеня бiльше як 2.

Твердження 2.15. B(G) є деревом тодi й тiльки тодi, коли кожна червона
вершина G – лежить рiвно в 2 блоках.

Доведення. ⇐ Оскiльки кожна червона лежить у 2 блоках, тодi граф B(G) не мi-
ститиме циклiв. Адже, виходячи з означення блокового оператора, цикли можуть
утворитись лише разом iз утворенням Kn, n ≥ 3, на мiсцях перетину бiльше як 2
блокiв.
⇒ Вiд супротивного, припустимо, iснує червона вершина у графi G степеня

бiльше як 2. Тодi вiдповiднi блокам вершини, яким належить ця вершина утворять
повний граф Kn, n > 2 у графi B(G) – маємо суперечнiсть.
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Твердження 2.16. Якщо T - дерево, то B2n(T ) - теж дерево.

Доведення. Нехай маємо T – дерево. Якщо T – є ланцюгом, то це тривiальний
випадок. Тому розглядатимемо випадок, що граф T має принаймнi одну вершину
степеня n ≥ 3. Тодi на цьому мiсцi у графi B1(T ) матимемо повний пiдграф
Kn. Оскiльки це дерево, то кожен його блок – це ребро. А тому кожна вiдповiдна
вершина v ребру uw лежатиме рiвно у 2 блоках: один блок утворений iз вершин, що
вiдповiдають ребрам iнцидентним вершинi u, а iнший вiдповiдно вершинi w. Тому
кожна червона вершина пiдграфа Kn лежить у рiвно 2 блоках. Тодi використаємо
Твердження 2.15, що завершує доведення.

Означення 2.17. β1(G) = min{n ∈ Z+ : Bn(G) є ланцюгом}.

Означення 2.18. Покладемо β2(G) = min{n ∈ Z+ : Bn(G) є деревом};

Твердження 2.19. Якщо T - дерево, то застосувавши два рази блоковий опе-
ратор видаляться висячi вершини. B2(T ) ' T - висячi вершини.

Доведення. Нехай маємо T – дерево. Якщо T - є ланцюгом, то його довжина скоро-
титься на 2 (за Теоремою 2.12). Таким чином кожний ланцюг у деревi скоротиться
у 2 рази (тобто видяться кiнцi, висячi вершини). А за Твердженням 2.16 B2(T ) є
деревом, що завершує доведення.

Алгоритм знаходження β1(T ), де T – дерево.
У деревi для кожних двох дiаметральних ланцюгiв P1,2 маємо d(P1) = d(P2),

де d(P ) = max{d(u, v) : u ∈ P, v /∈ P}. Визначаємо число d(G) для графа блокiв
як d(P ) для деякого дiаметрального ланцюга P . Легко показати, що β1(T ) =
2d(T ). За Твердженням 2.19 кожнi двi iтерацiї блокового оператора обрiзатись
висячi вершини. Таким чином граф B2d(T )(T ) всi ланцюги меншої довжини за
дiаметральний знищаться. А отже, отримаємо ланцюг.

Наслiдок 2.20. β1(G) = β2(G) + β1(B
β2(G)(G))

Доведення. Напряму випливає i означень β1 та β2.

Питання про оцiнки β2 для довiльного графа та β2 взагалi залишається вiд-
критими. Iтеорацiї блокового операта можна розглядати як динамiчну систему.
На мiсцях вершин, по яких перетинаються бiльше як 2 блоки виникають повнi
пiдграфи, наступною iтерагцiєю вони зникають. Хоча для графа блокiв також ви-
конується умова про перетин двох дiаметральних ланцюгiв, питання також потре-
бує подальших дослiджень. Можна дати лише верхню оцiнку, як β1(G) ≤ β1(TG),
де TG – кiстякове дерево нашого графа блокiв G.
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2.2.4 Опис алгоритмiв iз доданого коду

Алгоритм побудови реберного графа:
Алгоритм запрограмовано мовою програмування Haskell
type Graph = [[Int]]
Граф задається списком спискiв цiлих чисел. На i-тiй позицiї списку мiститься

список сумiжних вершин до вершини vi.
Функцiя toGraphE переводить граф в представлення через ребра (список ре-

бер). Тобто це список, в якому зберiгаються списки довжини 2 - це пари вершин,
тобто ребро.

Функцiя addNewEdges додає новi ребра до графа, в собi викликає функцiю
addEdge, що додає одне ребро.

Функцiя edgeGraphE будує сам граф перетинiв, на вхiд приймає граф у ре-
берному виглядi. Має складнiсть O(N 2), оскiльки виконує прохiд по всiх ребрах,
щоб їх додати, а функцiя додавання ребер в собi виконує пошук, сумiжний вершин
до обох кiнцiв ребра.

Алгоритм знаходження точок зв’язностi[10]: Алгоритм проiлюстровано
мовою програмування С++, має складнiсть O(V + E).

Алгоритм побудований на основi проходу по графу в глибину (DFS). При про-
ходженнi (DFS) у нас утворюється дерево обходу (DFS tree). Воно має таку стру-
ктуру: вершина u є батькiвською для дочiрньої вершини v, якщо вершина v була
вiдвiдана iз вершини u.

Тодi в представленнi графа за допомогою дерева DFS, верша u є точкою зв’язностi,
якщо виконується одна з двох умов:

1) u - корiнь дерева, що має принаймнi 2 дочiрнi вершини.
2) u не корiнь дерева, що має дочiрню вершину v таку, що жодна вершина в

пiддеревi з коренем v не є сумiжною з жодною iз батькiвських вершин v.
При виконаннi обходу дерева у масив parent[] за iндексами вершин запису-

ються їх батькiвськi вершини. Щоб перевiрити перший випадок, потрiбно, щоб
вершина u не мала батькiвської (parent[u] == −1) та, щоб u мала принаймнi двi
дочiрнi вершини. Щоб перевiрити другий випадок ми тримаємо масив disc[], що
записує час приходу проходу по вершинах. Для кожної вершини зберiгається мi-
нiмальний час приходу до неї. Також для кожної вершини u ми маємо вiднайти
найбiльш ранню пройдену вершину в пiддеревi з коренем u. Тому ми тримає дода-
тковий масив low[]. Вiн оновлюється таким чином: low[u] = min(disc[u], disc[w]),
де w – предок u та iснує вершина мiж нащадком u та w.

Таким чином функцiя AP() виконує обхiд дерева, викликаючи в собi функцiю
APUtil(), що виконує оновлення вище описаних масивiв та перевiрок 2 умов.

Алгоритм знаходження блокiв[7]:
Алгоритм в собi використовує вище описаний алгоритм знаходження точок
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зв’язностi. Вiн виконує обхiд графа в глибину. Починаємо з довiльної вершини, i
збираємо компоненту зв’язностi в список. Якщо вершина не є точкою зв’язностi,
то приєднуємо всiх її сусiдiв, а якщо є, то не приєднуємо.

Функцiя BCC() виконує обхiд графа, а функцiя BCCUtil() перевiрку умов
та оновлення масивiв. Має складнiсть O(V + E).

Алгоритм побудови графа блокiв: Спочатку знаходимо компоненти двозв’язностi
– нашi блоки. А потiм будуємо граф блокiв. Виконуємо перевiрку, чи перетинаю-
ться множини вершин блокiв. Тут є декiлька пiдходiв. Наївний пiдхiд - перевiрка
усiх пар множин - це O(N 2), та виконання перетину множин - залежно вiд викори-
станої структури даних, в кращому випадку - O(N) (використовуючи хешування).
Тому маємо O(E + V + N ∗ B2), де B - кiлькiсть блокiв, N - розмiр блока. Цей
пiдхiд можна покращити. При знаходженнi блокiв потрiбно запам’ятати точки
зв’язностi. I тодi замiнити перевiрку перетин множин, перевiркою, чи мiстить па-
ра блокiв спiльну точку зв’язностi. Тодi матимемо O(E + V + A ∗ B2), де A -
кiлькiсть компонент зв’язностi. Враховуючи, що випадкове дерево має V

e – листо-
чкiв, де e число Ойлера та, що кожна не висяча вершина є точкою зв’язностi. У
випадку, якщо наш граф є деревом матимемо: O(E + V + (V − V

e ) ∗ E2).
Знаходження β0, β1, β2: Для знаходження кожного βi iтеративно будуємо

блоковi графи, виконуючи вiдповiдну перевiрку. Для β0 - чи не є наш граф K1,
тобто має одну вершину. β2 - це перевiрка на дерево, виконуємо обхiд графа, i
перевiряємо, чи не потрапляємо в цикл, не проходимо другий раз по вже вiдвiданiй
вершинi. β2 - перевiрка на ланцюг, аналогiчно як iз деревом, але маємо додаткову
перевiрку, що кожна вершина має ≤ 2 сумiжнi.
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2.3 Ребернi графи
2.3.1 Означення

Означення 2.21. НехайG граф. Його реберним графом L(G) називається граф
перетинiв Ω(V (G), E(G)). Таким чином, вершинами графа L(G) є ребра G, i два
ребра сумiжнi в L(G), якщо вони мають спiльну вершину.

Приклад 2.22. Приклад реберного графа з рисунком.
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Рис. 2.9. Граф G, та його реберний граф L(G)

Твердження 2.23. Для кожного графа G має мiсце рiвнiсть:

|E(L(G))| =
∑

v∈V (G)

C2
deg(v)

Доведення. Нехай маємо граф G, позначимо V (G) та E(G) – множину його вер-
шин i ребер вiдповiдно. Для його реберного графа аналогiчно: L(G): V (L(G)),
E(L(G)). Зауважимо, що |V (L(G))| = |E(G)| – за означенням реберного графа.
Зафiксуємо вершину p ∈ V (G). Позначимо Ip = {e1, e2, . . . , en} – множину iн-
цидентних їй ребер у графi G, deg(p) = |Ip|. Позначимо Jp = {v1, v2, . . . , vn} –
множину вiдповiдних їм вершин у графi L(G). Зауважимо, що будь-яка пара вер-
шин vi, vj ∈ Jp з’єднана ребром, оскiльки мають спiльну вершину p. Таким чином
реберний граф мiститиме C2

|Jp| = C2
|Ip| = C2

deg(p) комбiнацiй пар ребер, що iнци-
дентнi вершинi p графа G. Отже, щоб знайти |EL(G)| потрiбно знайти суму таких
комбiнацiй всiх вершинах графа G:

|E(L(G))| =
∑

v∈V (G)

C2
deg(v)

Теорема 2.24. Для графа G має мiсце iзоморфiзм G ' L(G) тодi й тiльки
тодi, коли G простий цикл.
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Доведення. ⇐ Нехай задано граф-цикл G = Cn. Позначимо його множини вер-
шин i ребер вiдповiдно: V = {v1, v2, . . . , vn−1, vn} та E = {e1, e2, . . . , en−1, en}, де
ei з’єднує вершини vi та v(i+1) mod n. Тодi V (L(G)) = {e′1, e′2, . . . , e′n−1, e

′
n}, де e′i

вiдповiдає ребровi ei графа G. E(L(G)) = {q1, q2, . . . , qn−1, qn}.
Тодi кожна вершина e′i графа L(G) матиме рiвно 2 сумiжнi вершини: e′i−1 mod n

та e′i+1 mod n. Адже вiдповiднi їм ребра у графi G мали по 1 спiльнiй вершинi:
ei−1 mod n та ei мали спiльну вершину qi−1 mod n, ei та ei+1 mod n мали спiльну вер-
шину qi. Таким чином маємо iзоморфiзм G ' L(G), оскiльки ∀i : vi ' e′i, vi ' qi.
⇒ Вiд супротивного, нехай iснує граф G - не цикл такий, що G ' L(G). Тодi

в графi G iснує вершина v така, що deg(v) 6= 2. Тодi deg(v) = 1 або deg(v) ≥ 3.
Якщо граф матиме лише вершини степеня 1 та 2, i не є циклом то вiн є ланцю-

гом. Щоб це показати почнемо з висячої вершини i будемо йти по ланцюгу до її
сумiжної. Таким чином кожна наступна вершина буде новою. А якби ми в якийсь
момент потрапили у вже вiдвiдану вершину, то її степiнь був би 3. Оскiльки граф
скiнчений, то на кiнцi має бути вершина степеня 1. Тому G – ланцюг. Цей випадок
нам не пiдходить, оскiльки вiн не є iзоморфним своєму реберному графовi, адже
L(Pn) = Pn−1. Отже, граф G мiстить принаймнi одну вершину s1 : deg(s1) ≥ 3.

Оскiльки графи G та L(G) є iзоморфними, то вони маються однакову кiль-
кiсть ребер та вершин |V (G)| = |V (L(G))|, |E(G)| = |E(L(G))|. Також |E(G)| =
|V (L(G))| – за означенням реберностi. Отже, граф G має однакову кiлькiсть ребер
та вершин. Оскiльки вiн є зв’язним, мiнiмально потрiбно n−1 ребро, щоб зв’язати
всi вершини (створити дерево), крiм цього залишається 1 ребро. Отже, граф G має
вид T + e. Тобто дерево з додаванням одного ребра. Таким чином граф G буде
мати рiвно один цикл.

Але, якщо G не є циклом, то граф L(G) матиме принаймнi 2 цикли: перший
– породжений структурою T + e, другий з’явиться з вершини s1 : deg(s1) ≥ 3.
Iнцидентнi їй ребра утворять Kn. Оскiльки n ≥ 3, то у реберному графi виникне
ще один цикл.

Таким чином граф G має рiвно 1 цикл, а граф L(G) принаймнi 2. Маємо
суперечнiсть iзоморфностi графiв.

Лема 2.25. Для графа G з n ≥ 4 вершинами L(G) ' Kn тодi i тiльки тодi,
коли G ' Sn.
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Рис. 2.10. K5 ' L(S5)

Доведення. ⇐ Кожнi два ребра зiрки мають спiльну центральну вершину, тому
кожна вiдповiдна їм пара вершин у реберному графовi буде сумiжною. Отже,
у L(G) будь-якi двi вершини попарно з’єднанi, тому i матимемо повний граф.
Оскiльки зiрка Sn має n ребер, то L(Sn) матиме n вершин, отже L(Sn) ' Kn.
⇒ Нехай маємо граф Kn ' L(G), n ≥ 4. Зафiксуємо вершину v ∈ V (L(G)),

позначимо u1u2 – вiдповiдне їй ребро у графi G. Тодi оскiльки L(G) – повний граф.
То ребро u1u2 є сумiжним до всiх iнших ребер. Якщо всi iншi ребра мають з ним
одну спiльну вершину, нехай u1, то тодi маємо зiрку G ' Sn, де вершина u1 є її
центром.

Тодi залишається лише випадок, коли одна частина ребер сумiжнi по u1, а
iнша по u2. За принципом Дiрiхле, на одну з вершин u1, u2 припадуть два мiнiмум
два ребра. Без втрати загальностi нехай це u1, тодi deg(u1) ≥ 3, deg(u2) ≥ 2 (з
врахуванням ребра u1u2). Оскiльки L(G) – повний граф, то ∀x, y : x ∈ A(u1), y ∈
A(u2) x, y – сумiжнi, де A(v) позначає множину сумiжних вершин до вершини
v. Оскiльки |E(G)| = |V (L(G))|, то нових ребер додавати ми не можемо. Таким
чином A(u1) = A(u2) = z а отже матимемо мультиграф, бо n−2 сумiжнi вершини
до вершин u1, u2 є однiєю i тiєю вершиною.

Теорема 2.26. Уiтнi (1932) Нехай G1, G2 два зв’язнi графи такi, що їхнi
ребернi графи L(G1) ' L(G2) iзоморфнi. Тодi G1 ' G2 за виключенням пари
{G1, G2} = {K3, K1,3}[3].

Лема 2.27. Нехай маємо реберний граф L(G), тодi для кожної вершини v ∈
V (L(G)) виконується наступне. Нехай Av – множина її сумiжних ребер. Будемо
розбивати множину сумiжних їй ребер на множини T1, T2 . . . , Tn таким чином,
щоб будь-яка пара вершин взятих з рiзних множин не була сумiжною. ∀p ∈
Ti, q ∈ Tj, i 6= j : p та q не сумiжнi. Тодi максимальна кiлькiсть таких множин
Tk дорiвнює 2.
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(iнакше кажучи) Максимальна кiлькiсть множин на яку можна розбити
сумiжнi вершини, кожної вершини графа L(G), так щоб нiякi двi вершини у
рiзних множинах не були сумiжнi це 2.

Доведення. Вiд супротивного, припустимо, що у графовi L(G) є вершина x, для
якої таке число бiльше нiж 2. Не втрачаючи загальностi, покажемо, що розбиття
на 3 такi множини не може iснувати, а отже i на бiльшу кiлькiсть. Припустимо,
ми розбили сумiжнi вершини x на 3 такi множини:

x

a1
a2

a3
a4

b1

b2
c1

c2

c3

T1

T2

T3

Рис. 2.11. Iлюстрацiя 1 до Леми 2.27

Маємо такi множини: T1 = {an}, T2 = {bn}, T3 = {cn}. Зафiксуємо по 1 елементу
з кожної множини, нехай a1, b1, c1. Зафiксуємо ребра у графi G, якi вiдповiдають
цим вершинам: ea1, eb1, ec1,. Також позначимо ребро ex, що вiдповiдає центральнiй
вершинi. Ребра x у графi G має двi вершини, позначимо як v1 та v2. Оскiльки
кожна iз зафiксованих вершин у графi L(G) сумiжна iз x, то вiдповiднi їм ребра
графа G мають спiльнi вершини. Для кожного iз вiдповiдних ребер ea1, eb1, ec1,
є 2 варiанти, як прикрiпитися до ребра x : v1 та v2. Маємо класичний принцип
Дiрiхле. Тому знайдеться така вершини vi, на яку прикрiпиться мiнiмум 2 ребра.
Тодi при переходi до реберного графа цi двi вершини будуть сумiжними в графi
L(G), адже мають спiльну вершину vi, що суперечить вибору множин Tn.
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Рис. 2.12. Iлюстрацiя 2 до Леми 2.27

Якщо не можна розмiстити навiть 3 ребра на двох вершинах, то тим паче не можна
i бiльше. Тому максимум такого розбиття – це двi множини.

Наслiдок 2.28. Кожна з множин Tn разом з вершиною x у графi L(G) утво-
рить повний пiдграф K|Tn|+1.

Доведення. Оберемо вершину x графа L(G) та позначимо v1, v2 iнцидентнi верши-
ни вiдповiдного їй ребра у графi G. Тодi за лемою розiб’ємо множину її сумiжних
вершин на двi множини.

Позначимо T (v1) – ребра, що iнцидентнi вершинi v1, ребра x у графовi G.
Та T (v2) для вершини v2 вiдповiдно. Зауважимо, що x не є елементом жодної з
множин.

Якщо кiлькiсть таких множин 0, то маємо одноточковий граф K1.
Якщо кiлькiсть таких множин 1, то тодi всi вершини є сумiжними до однiєї з

{v1, v2}. Без втрати загальностi, нехай це v1. Тодi всi ребра з множини T (v1) мають
спiльну вершину v1, а тому вiдповiднi їм вершини у графовi L(G) будуть попарно
сумiжними. Отже, матимемо повний граф K|T (v1)|+1 (+1 для самого ребра x).

А якщо обидвi множини T1, T2 не порожнi, то тодi всi ребра однiєї множини,
нехай, T1 є сумiжними до v1, а всi ребра iншої T2 сумiжними до v2. Через те, що
всi кожної множини (окремо) мають по спiльнiй вершинi v1 та v2 вiдповiдно. Граф
L(G) матимемо два повних пiдграфи K|T (v1)|+1, та K|T (v2)|+1 зi спiльною вершиною
x.

2.3.2 Характеризацiя

Теорема 2.29. Для графа H iснує граф G iз L(G) ' H тодi й тiльки тодi,
коли множину ребер H можна розбити на повнi пiдграфи так, щоб кожна його
вершина належала не бiльше нiж двом цим пiдграфам.

Доведення. ⇒ Застосуємо наслiдок 3.12 для кожної вершини vi графа L(G) таким
чином, множину сумiжних вершин для кожної vi можна розбити на 1-2 множини,
якi разом iз самою вершиною vi та iнцидентними їй ребрами утворюють повнi
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графи. З леми на кожнiй такiй вершинi утвориться максимум 2 таких повних
графа, яким вона буде належати, що i треба було показати.
⇐ Покажемо, що наступний алгоритм будує граф G : L(G) ' H.
1) Виконаємо розбиття, щоб кожна його вершина належала не бiльше нiж двом

цим пiдграфам. Нехай маємо родин пiдмножин

F = {{a1, . . . , an}, {b1, . . . , bm}, . . .}

. Кожен елемент F є множиною вершин повного пiдграфа графа G.
2) Поставимо у вiдповiднiсть кожному повному пiдграфу Kn зiрку Sn. Отри-

маємо множину
S = {{a′0, a′1, . . . , a′n}, {b′0, b′1, . . . , b′n}, . . .}

. Вершини з iндексами 0 позначають центральну вершину зiрки Sn, а iншi вiдпо-
вiднi вершини графа G (ak ∼ a′k, bk ∼ b′k, . . .).

3) Якщо вершина у графi G належить одному повному пiдграфу, то ми її не
чiпаємо, а якщо належать двом, то видаляємо вiдповiднi їм вершини iз зiрок i
додаємо ребро мiж центрами вiдповiдних зiрок.

Наприклад, у граф G вершина wk належить 2 повним графам Q, P при роз-
биттi. Позначимо вiдповiднi їм зiрки, отриманi у кроцi 1 як S(Q) та S(P ). Також
вершини qk, pk, що вiдповiдають вершинi wk. Тодi видаляємо вершини qk, pk (разом
з ребрами до центрiв qkq0, pkp0) i додаємо ребро q0p0 , що сполучає центри графiв
S(Q) та S(P ). Тодi

Наведемо приклад роботи алгоритму: нехай маємо такий граф L(G):

a1

a2

a3a4

a5
e

b3

b1b2

b4
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c3

c1

c2

c4

Рис. 2.13. Приклад, розбиття на повнi пiдграфи
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Далi на мiсцi кожного повного пiдграфа ставимо зiрку. По центру ставимо верши-
ну (центральну) i вiд неї проводимо променi до мiсць, де були вершини.

p2

p1 p3

q0

q1

q2

q3

f1

f3

f2

Рис. 2.14. Наступний крок – замiна на зiрки

Пунктиром позначено зв’язки мiж однiєю i тiєю ж самою вершиною в рiзних зiр-
ках.

Фiнальним кроком є вилучення пунктирних зв’язкiв. Робити це потрiбно на-
ступним чином, видаляємо вершини, з’єднанi пунктиром i напряму з’єднуємо їх
сумiжнi вершини. Наприклад у ланцюгу {q0−q1−p1−p2} вершини q1 та 1 з’єднання
пунктиром, то ми їх видаляємо i безпосередньо сполучаємо q0 з p2. Ще приклад:
{q0 − q3 − f3 − f1} перейде у {q0 − f1}.

У результатi граф G матиме вигляд:
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Рис. 2.15. Граф G

Лема 2.30. B(G) ' L(G) тодi й тiльки тодi, коли G – дерево.

Доведення. ⇐ Оскiльки T – це дерево, то кожне його ребро є окремим блоком.
Таким чином, з кожного ребра в обох випадках отримуємо по однiй вершинi:
V (B(T )) = V (L(T )). Множини ребер теж є однаковими за означеннями графа
блокiв та реберного графа (з точки зору реберного: вершини, що вiдповiдають су-
мiжним ребрам будуть сполучатись, а з точки зору графа блокiв, цi сумiжнi ребра
i будуть блоками, зi спiльною точкою дотику).
⇒ Нехай маємо B(G) ' L(G) = H, тодi з iзоморфiзму маємо V (B(G)) '

V (L(G)) ' E(G). Тодi з означень: кожне ребро графа G є окремим блоком i
вiдповiдно кожен блок є окремим ребром. А отже, якщо кожне ребро графа G
є окремим блоком, то граф G не мiстить циклiв (якби вiн мiстив цикл, то цей
цикл був би окремим блоком, що суперечило б тому, що кожне ребро є окремим
блоком).

Твердження 2.31. Для графа H iснує дерево T iз L(T ) ' H тодi й тiль-
ки тодi, коли H є зв’язним графом блокiв, кожна вершина якого належить не
бiльше нiж двом його блокам.

Доведення. ⇒ При побудовi реберного графа L(T ). На кожнiй вершинi v дерева
T утвориться повний граф Kn, де n = deg(v). Тому це i буде графом блокiв. За
лемою 3.13 будь-яка його вершина належить максимум 2 таким блокам.
⇐ Покажемо, що за даних умов алгоритм з теореми 3.6 будує дерево. Оскiльки

кожна вершина належить не бiльше нiж двом його блокам, то B(H) не мiстить
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циклiв (є деревом). Додавши вiдповiднi кiлькостi висячих вершин, ми отримуємо
граф T : B(T ) ' H. Граф T є деревом, бо додавання висячих не призводить до
появи циклiв. Тодi за Лемою 3.15 L(T ) ' B(T ) ' H.

Твердження 2.32. Для дерева T iснує граф G такий, що L(G) = T тодi i
тiльки тодi, коли G є ланцюгом.

Доведення. ⇒ Оскiльки L(G) = T , то граф G не мiстить циклiв, i також не
мiстить вершин степеня бiльш як 2. Iнакше L(G) мiстив би цикли. Таким чином
G – ланцюг.
⇐ Якщо G = Pn – (ланцюг на n вершинах), то L(G) = Pn−1.

Означення 2.33. Трикутником з вусиками будемо називати граф, що отри-
мується iз K3 приклеюванням рiвно одного ланцюга до кожної з трьох вершин.

Приклад 2.34. Приклад трикутника з вусиками
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9

Рис. 2.16. Трикутник з вусиками

Означення 2.35. Великою клешнею будемо називати дерево з єдиною верши-
ною степеня 3, а iншi вершини мають степенi 1,2.

Приклад 2.36. Приклад великої клешнi
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Рис. 2.17. Велика клешня

Твердження 2.37. Нехай граф G – зв’язний та унiциклiчний, тодi iснує граф
H такий, що L(H) = G, тодi й тiльки тодi, коли G – це Cn або трикутник з
вусиками.
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Доведення. ⇒ Якщо граф G – унiциклiчний, то граф H не може мати бiльш як
1 циклу. Якщо граф H мiстить рiвно один цикл, то вiн має бути тiльки простим
циклом Cn (якщо додати ще одну вершину, то з’явиться вершина степеня 3, таким
чином L(H) матиме 2 цикли). Другий випадок, коли H не має циклiв, тодi вiн не
може мати вершин степеня бiльше за 3(iнакше реберний матиме кiлька циклiв,
адже утвориться пiдграф Kn, n ≥ 4). Такий граф матиме рiвно одну вершину
степеня 3, а iншi вершини степенiв 1,2 – тобто є великою клешнею.
⇐ L(Cn) = Cn (унiциклiчний). L(велика клешня)=трикутник з вусиками (теж

унiциклiчний).
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2.4 Графи клiк
2.4.1 Означення

Означення 2.38. Клiкою називається пiдмножина множини вершин графа та-
ка, що кожнi двi вершини з цiєї пiдмножини з’єднанi ребром та яка не може бути
розширена додаванням однiєї iз сумiжних вершин. Це еквiвалентно тому, що пiд-
граф, породжений цiєю пiдмножиною є повним та не мiститься в iншому бiльшому
повному пiдграфi.

Означення 2.39. Клiкове покриття графа – це розбиття множини його вер-
шин на пiдмножини, так що:

1) кожна пiдмножина є повним пiдграфом;
2) кожне ребро графа належить принаймнi однiй з цих пiдмножин.

Приклад 2.40. Приклад, графа та його клiкового покриття:
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Рис. 2.18. Граф G, що має клiкове покриття
E = {{1, 9, 2}, {0, 3, 10}, {9, 3, 2}, {10, 2, 3}, {0, 1}, {2, 6}, {4, 5, 6, 7}}

Твердження 2.41. Нехай Q та Q′ – двi клiки графа G i v – вершина, v ∈ Q
та v /∈ Q′, тодi iснує вершина v′ така, що v /∈ Q та vv′ /∈ E(G).

Доведення. Нехай маємо граф G, двi клiки Q,Q′ та вершину v як в умовi. Одразу
зауважимо, що вершина v′ не може належати Q ∩ Q′, iнакше б vv′ ∈ E(G), як
двi вершини з клiки Q. Вiд супротивного, припустимо, що такої вершини не iснує,
тодi кожна пара вершин v ∈ Q, v′ ∈ Q′ Q з’єднана ребром. Але тодi Q ∪ Q′ – є
клiкою, що суперечиться максимальностi клiк Q та Q′.

Означення 2.42. Цикл називається породженим, якщо вiн є породженим пiд-
графом.
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Твердження 2.43. Граф клiк K(G) є двочастковим тодi й тiльки тодi, коли
жодна вершина графа G не належить бiльше нiж 2 клiкам та G не мiстить
непарних породжених циклiв довжини бiльше як 3.

Доведення. ⇒ Вiд супротивного, припустимо iснує такий граф G, що K(G) –
двочастковий, i умова не виконується. По-перше, зауважимо, що якщо в графi
G iснує вершина, що належить n ≥ 3 клiкам, то граф K(G) мiститиме повний
пiдграфKn, а тому i не може бути двочастковим. Тепер припустимо, що G мiстить
непарний породжений цикл Cn, V (Cn) = {v1, . . . vn}, E(Cn) = {e1, . . . , en}, n ≥ 5.
Оскiльки цикл породжений, то жоднi два його ребра не можуть лежати в єдинiй
клiцi. Тому, кожне ребро ei належить окремiй клiцi Qi, а кожна вершина належить
клiкам двох ребер iнцидентних їй. Тому граф K(G) буде мiстити такий же цикл
довжини n. Оскiльки n непарне, то маємо суперечнiсть тому, що двочастковий
граф не може мiстити непарних циклiв.
⇐ Нехай маємо граф, G як в умовi, покажемо, що K(G) є двочастковим.

Оскiльки кожна вершина належить не бiльше нiж 2 клiкам, то в результатi засто-
сування оператора клiк, на мiсцi вершин не утворюватиметься повних графiв Kn,
n ≥ 3. Таким чином не утворюватиметься циклiв. А оскiльки граф G не мiстить
непарних породжених циклiв, то графK(G) їх теж не мiститиме, адже кожен пар-
ний породжений цикл графа G перейде в парний породжений цикл графа K(G)
(як було показано в доведеннi необхiдностi).

Означення 2.44. Нехай G – граф iз множиною вершин V (G) = {v1, . . . , vn} та
клiковим покриттям E = {Q1, . . . , Qk}. Дуальним представленням F множини E
будемо називати родину F(E) = {S1, . . . , Sn}, де Si = {j : vi ∈ Qj}, для кожного
i ∈ {1, . . . , n}. Таким чином кожна Si є множиною цiлих чисел та Si ∩ Sj 6= ∅ тодi
i тiльки тодi, коли vi, vj ∈ E(G).

Наслiдок 2.45. Нехай G – граф, E = {Q1, . . . , Qn} – його клiкове покриття,
F = F(E) – дуальне представлення. Тодi G ' Ω(F).

Доведення. Результат напряму випливає з означення F , адже кожна множина
Fi ∈ F мiститиме множину iндексiв клiк, яким належить вершина i графа G.
Тому, якщо вершини сумiжнi, то вони мiстять в якiйсь клiцi i будуть з’єднанi
ребром у графi перетинiв, а не сумiжнi вершини вiдповiдно не мiстяться разом в
жоднiй клiцi й тому не будуть з’єднанi ребром в графi перетинiв.

Твердження 2.46. Нехай G – граф та E = {Q1, . . . , Qm} – його клiкове по-
криття. Тодi дуальне представлення F = F(E) є клiковим покриттям графа
перетинiв H ' Ω(E).

Доведення. Нехай маємо G, E , F , H – як в умовi.
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1) Зафiксуємо довiльну множину Sk ∈ F(E), тодi ∀i, j ∈ Sk : ij ∈ E(H) тому,
що вiдповiднi клiки Qi та Qj перетинаються, оскiльки принаймнi vk ∈ Qi ∩ Qj.
Отже, кожна множина родини F є повним пiдграфом графа H.

2) Вiзьмемо довiльне ребро ij ∈ E(H), тодi вiдповiднi йому клiки перетинаю-
ться Qi ∩Qj 6= ∅. Тому iснує vk ∈ Qi ∩Qj. А отже i, j ∈ Sk ∈ F(E), таким чином
множина Sk накриває ребро ij.

Означення 2.47. Нехай F = {S1, . . . , Sn} – родина пiдмножин деякої множини
S. Говорять, що F задовiльняє умовi Хеллi, коли виконується наступна умова:
якщо всi елементи пiдродини F ′ ⊆ F попарно перетинаються (Si, Sj ∈ F ′ : Si ∩
Sj 6= ∅), то загальний перетин всiх елементiв цiєї пiдродини F ′ не порожнiй (∩{Si :
Si ∈ F ′} 6= ∅).

Лема 2.48. Нехай G – граф та E = {Q1, . . . , Qm} – його клiкове покриття.
Нехай H ' Ω(E) – граф перетинiв. E задовiльняє умову Хеллi тодi i тiльки
тодi, коли дуальне представлення F(E) мiстить кожну клiку графа H.

Доведення. Нехай маємоG, E ,F таH як в умовi. За Твердженням 2.46 F – клiкове
покриття графа H. Тому кожна Si ∈ F є повним пiдграфом H.
⇒ Нехай E задовiльняє умовi Хеллi. Зафiксуємо R – довiльну клiку графа H

та покажемо, що R ∈ F . Якщо j, k ∈ R, то jk ∈ E(H) i також Qi ∩Qj 6= ∅. Таким
чином всi елементи пiдродини {Qj : j ∈ R} родини E попарно перетинаються. Тодi
за умовою Хеллi загальний перетин не порожнiй, а отже iснує спiльна вершина
vi ∈ ∩{Qj : j ∈ R}. Тодi ∀j ∈ R : vi ∈ Qj. А отже ∀j ∈ R : j ∈ Si = {s : vi ∈ Qs}
та R ⊆ Si. Отже, R = Si ∈ F .
⇐ Нехай маємо клiкове покриття F(E) = {S1, . . . , Sn}, що мiстить кожну клiку

графа H. Зафiксуємо пiдродину E ′ ⊆ E , елементи якої попарно перетинаються.
Виберемо довiльнi двi множини Qj, Qk ∈ E ′. Тодi iснує vi ∈ Qj ∩Qk та вiдповiдно
j, k ∈ Si = {s : vi ∈ Qs} – за означенням F(E), i тому jk ∈ E(H)(будь-яка пара
вершин з’єднана ребром). Тодi множина {s : Qs ∈ E ′} є повним пiдграфом графа
H, а отже мiстить в деякiй клiцi Sq ∈ F . I тодi за означенням F(E), vq мiститься
в кожнiй Qj ∈ E ′.

Твердження 2.49. Для графа G iснує двочастковий граф H такий, що L(H) '
G тодi й тiльки тодi, коли граф клiк K(G) є двочастковим та будь-якi двi клiки
графа G перетинаються не бiльш нiж по 1 вершинi.

Доведення. ⇐ Оскiльки будь-якi двi клiки графа G перетинаються не бiльше нiж
по однiй вершинi, то розбиття на клiки i буде розбиттям iз характеризацiї i за Те-
оремою 2.29 граф H : L(G) ' H справдi iснує. Зауважимо, що алгоритм побудови
графа H, представлений у Теоремi 2.29 аналогiчний тому, що взяти граф клiк
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K(G) i потiм до кожної вершини v приєднати стiльки висячих вершин, скiльки
вершин iз вiдповiдної клiки вершинi v у G вершини знаходяться в однiй клiцi.
Таким чином, оскiльки граф K(G) є двочастковим, то отриманий граф пiсля до-
давання висячих вершин теж буде двочастковим.
⇒ Якщо iснує таким двочастковий граф H, що L(H) ' G, то за тими ж мiрку-

ваннями(за алгоритмiчною побудовою) K(G) є двочастковим(iнакше отримаємо
граф H не двочастковий). За характеризацiєю реберних графiв у вiдповiдному
розбиттi двi клiки графа G перетинаються не бiльш нiж по 1 вершинi, iнакше
було б ребро, що потрапляє одразу в двi клiки.

2.4.2 Оператор клiк, характеризацiя

Означення 2.50. Визначимо оператор клiк K(·), таким чином: нехай H –
граф, тодi K(H) – граф перетинiв на множинi всiх клiк графа H.

Означення 2.51. Граф G є графом клiк, якщо iснує граф H, такий що G '
K(H).

Приклад 2.52. Приклад графа клiк
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Рис. 2.19. Граф клiк K(G) побудований iз Прикладу 2.40 (див. рис. 2.18)

Теорема 2.53. Граф є графом клiк тодi й тiльки тодi, коли вiн має клiкове
покриття, що задовiльняє умовi Хеллi.
Доведення. ⇒ Нехай маємо граф G ' K(H), та E – клiкове покриття графа H,
що складається iз клiк (G ' Ω(E)). Тодi за Твердженням 2.46 F = F(E) – клiкове
покриття графа G, за Лемою 2.48 воно задовольняє умовi Хеллi.
⇐ Нехай граф G має клiкове покриття E = {Q1, . . . , Qn}, що задовольняє

умовi Хеллi. Iз Твердження 2.46 F = F(E) = {F1, . . . , Fm} є клiковим покриттям
графа перетинiв H ' Ω(E). Також зауважимо, що G ' Ω(F), за означенням F .

Визначимо граф H∗ таким чином: V (H∗) = V (H)∪F , E(H∗) = E(H)∪{QiFj :
i ∈ Fj}. Кожна Fi ∈ F є вершиною графа H∗, що лежить в єдинiй клiцi графа H∗
– {Qj : j ∈ Fi} ∪ {Fi} (завдяки умовi Хеллi). Оскiльки F мiстить кожну клiку
графа H (за Лемою 2.48), то кожна клiка H∗ мiститиме єдину вершину Fi ∈ F .
Звiдси Ω(F) ' K(H∗). А оскiльки G ' Ω(F), то вiн справдi є графом клiк.
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2.5 Хордальнi графи
2.5.1 Означення

Означення 2.54. Хордою циклу називається ребро, що з’єднує двi несумiжнi
в циклi вершини.

Означення 2.55. Граф є хордальним, якщо будь-який цикл достатньої дов-
жини, щоб мати хорду, має хорду, iнакше кажучи, не мiстить породжених циклiв
довжин бiльших за 3.

Приклад 2.56. Приклад хордального графа з рисунком.
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2
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5 6 7

Рис. 2.20. Хордальний граф

Твердження 2.57. Кожен граф G є графом перетинiв родини пiдграфiв де-
якого графа.

Доведення. Нехай маємо граф G, E = {Q1, . . . , Qm} – його довiльне клiкове по-
криття та F = F(E) = {S1, . . . , Sn} – дуальне представлення. Граф G ' Ω(F) – за
Наслiдком 2.45. Визначимо граф H: V (H) = {1, . . . ,m}, ij ∈ E(H) тодi й тiльки
тодi, коли ∃k : {i, j} ⊂ Sk ∈ F . За Твердженням 2.46 кожен елемент F мiстить
повний пiдграф графа H. А за Наслiдком 2.45 граф G є графом перетинiв родини
пiдграфiв F графа H.

Означення 2.58. Якщо граф G є графом перетинiв пiдграфiв графа H, то го-
ворять, що G може бути представленим на H. Представленням Im(u) вершини
u графа G називається вiдповiдний їй пiдграф графа H.

Лема 2.59. Якщо граф G – цикл довжини бiльшої за 3, то G не може бути
представний на деревi.

Доведення. Вiд супротивного, припустимо G ' Cn, n ≥ 4 та iснує дерево T , на
якому G може бути представлений. Нехай V (G) = {v1, . . . , vn}, E(G) = {vivj :
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j = i ± 1 або j = ±(k − 1)}. Позначимо за {T1, . . . , Tn} – пiдграфи дерева T , Ti
є представленням вершини vi. Спершу зауважимо, що для того щоб забезпечити
ребра vivi+1, i = 1, k − 1 перетин V (Ti) ∩ V (Ti+1) має бути непорожнiй.

Якщо V (Ti) ∩ V (Tj) 6= ∅, то ∀u ∈ Ti,∀w ∈ Tj iснує вершина v, яка лежить на
шляху мiж вершинами u,w та потрапляє в перетин V (Ti) ∩ V (Tj). Це випливає
з того, що пiддерева Ti, Tj зв’язнi, а для будь-яких двох вершини в деревi iснує
єдиний шлях, що їх сполучає. Таким чином у нашiй конструкцiї, шлях мiж двома
вершинами p ∈ T1 та q ∈ Tn мiститиме по вершинi з кожного перетину V (Ti) ∩
V (Ti+1), i = 1, k − 1. А оскiльки пiддерево Tn є зв’язним i має мiстити по вершинi iз
пiддерев T1 та Tk−1, то воно також мiститиме i увесь шлях мiж цими вершинами, а
отже i вершини з перетинiв, а тому вiдповiдна вершина vn у графiG буде сумiжною
зi всiма iншими вершинами, що суперечиться умовi G ' Cn, n ≥ 4.

Лема 2.60. Якщо зв’язний граф G може бути представлений на деревi T
та H – повний пiдграф графа G, то перетин представлень вершин графа H не
порожнiй.

Доведення. За iндукцiєю:
База iндукцiї: Нехай H ' K3, V (H) = {v1, v2, v3}, а T1, T2, T3 вiдповiднi пред-

ставлення вершин. Тодi V (T1) ∩ V (T2) 6= ∅ тому, що v1v2 ∈ E(K3). Оскiльки
v1v3, v2v3 ∈ E(K3), то V (T1)∩V (T3) 6= ∅ та V (T2)∩V (T3) 6= ∅, а отже пiддерево T3

мiстить вершини з дерев T1 та T2. А оскiльки, пiдграф T3 є зв’язним, то мiститиме
принаймнi одну вершину iз множини V (T1)∩V (T2) (оскiльки в деревi мiж кожною
парою вершин iснує єдиний шлях, то для будь-якої пари вершин w ∈ T1, u ∈ T2

шлях мiж ними мiститиме вершину iз перетину V (T1) ∩ V (T2)). Таким чином, ми
довели, що для C3 теорема виконується.

Припущення iндукцiї: нехай теорема виконується для всiх повний пiдграфiв
Cn, n ≤ p− 1.

Крок iндукцiї: покажемо, що для Kp теорема виконується. Розглянемо 3 повнi
породженi пiдграфи графа Kp : K1, K2, K3. Визначимо їх таким чином: V (Ki) =
V (Kp)\{i}. За припущенням iндукцiї перетин представлень вершин для кожного з
графiв K1, K2, K3 є непорожнiм. Позначимо вiдповiдно Qi = ∩{Im(u) : u ∈ Ki}.
Якщо ∃i : Im(i) ∩Qi 6= ∅, то теорема доведена, оскiльки вiдповiдний непорожнiй
перетин Im(i) ∩ Qi i є перетином представлень вершин графа. Тепер розглянемо
випадок, коли ∀i : Im(i)∩Qi = ∅. Зафiксуємо три вершини v1 ∈ Im(1), v2 ∈ Im(2),
v3 ∈ Im(3) Розглянемо три попарнi шляхи Pv1v2, Pv2v3, Pv3v1. Оскiльки кожен зi
шляхiв знаходить на деревi, то вони мають принаймнi одну спiльну вершину s ∈
V (Pv1v2)∩V (Pv2v3)∩V (Pv3v1) (iнакше у деревi був би цикл). Зауважимо, що кожна
з трьох множин Q1, Q2, Q3 мiститься одразу в усiх представленнях вершин Im(i),
i = 4, p. Q2 ∪ Q3 ⊆ Im(1) – за побудовою, Pv2v3 ∈ Im(1), бо пiддерево Im(1)
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зв’язне ⇒ s ∈ Im(1). Аналогiчно s ∈ Im(2), s ∈ Im(3). А отже, s ∈ ∩{Im(i) :
i ∈ V (Kp)}, що закiнчує доведення теореми.

Означення 2.61. Вершина a графа G називається симплицiальною, якщо по-
роджений пiдграф множиною вершин N(a) ∪ {a} є повним.

Теорема 2.62. Кожний хордальний граф має симплицiальну вершину[6].

2.5.2 Характеризацiя

Теорема 2.63. Граф є хордальним тодi i тiльки тодi, коли вiн є графом пе-
ретинiв пiддерев у деревi.

Доведення. ⇒ Нехай iснує не хордальний граф G, що може бути представлений
на деревi T . Тодi G мiстить породжений цикл C довжини принаймнi 4. Оскiльки
C зв’язний, то об’єднання представлень його вершин є пiддерево T ′ ⊆ T . Але тодi
C може бути представлений на деревi T ′, що суперечить Лемi 2.59.
⇐ За iндукцiєю
База iндукцiї: Якщо хордальний граф G має одну точку, то G може бути три-

вiально представленим на деревi.
Припущення iндукцiї: нехай будь-який хордальний граф G з |V (G)| < n може

бути представлений на деревi.
Крок iндукцiї: нехай граф G має n вершин. За Теоремою 2.62 вiн має сим-

плицiальну вершину v0. Розглянемо граф G− v0, вiн зв’язний тому, що кожнi двi
вершини сумiжнi iз видаленою вершиною v0 є сумiжними мiж собою. I також вiн
є хордальним тому, що будь-який цикл графа G− v0 є циклом хордального графа
G. Таким чином за припущенням iндукцiї граф G− v0 може бути представленим
на деревi.

Оскiльки v0 симплицiальна вершина, то N(v0) є повним пiдграфом, тодi за
Лемою 2.60 перетин представлень вершин iз множини N(v0) є непорожнiм. Нехай
вершина u0 лежить у цьому перетинi.

Нехай P – ланцюг на 3 вершинах: V (P ) = {u1, u2, u3}, де u1, u3 – його кiн-
цi. Визначимо дерево T ′ приклеївши ланцю P до дерева T по вершинах u0 = u1.
Тепер ми можемо представити граф G на деревi T ′ таким чином. Для вершин
ui ∈ G − N(v0) − v0 представлення зберiгається. Тобто, якщо її представленням
було пiддерево Ti дерева T , то її i представлятиме те ж пiддерево Ti дерево T ′.
Якщо ui ∈ N(v0) та Ti представляє ui на деревi T , то тодi Ti∪P буде її представле-
нням на деревi T ′. Для вершини v0 представленням буде шлях u2u3 iз приклеєного
ланцюга P . Таким чином не утворюється жодних нових ребер. Представлення v0

перетинається лише з представленнями вершин iз N(v0).
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Висновки

В нашiй роботi проведено дослiдження теми графiв перетинiв. Основна мета –
дослiдження класiв графiв перетинiв є досягнутою. Для кожного з них були наданi
характеризацiї, деякi результати iлюструються малюнками. Також додається код,
що iлюструє деякi отриманi результати. На мовi Haskell наводяться алгоритми
побудови реберного графа. А на мовi C++ наведенi алгоритми знаходження точок
зв’язностi, двозв’язних компонент, побудови графа блокiв та знаходження чисел
β0, β1, β2 для довiльного зв’язного графа.

Основними висновками по роздiлах роботи є: - в Роздiлi 1 наданi базовi озна-
чення, що використовуються далi в роботi. Зокрема вводиться поняття графа пе-
ретинiв.

Роздiл 2 – це основна частина роботи. У Пiдроздiлi 2.1 наводяться попереднi
результати. Зокрема доводиться, що будь-який граф можна представити як граф
перетинiв.

У Пiдроздiлi 2.2 наведено означення графа блокiв, як графа перетинiв на
множинi блокiв. Також надана характеризацiя: для графа H iснує граф G такий,
що H ' B(G) тодi й тiльки тодi, коли кожен блок H є повним пiдграфом. Далi
розглянуто блоковий оператор. Зокрема розглядається iтерацiї блокового опера-
тора. Було доведено, що мiнiмальне число n таке, що Bn(G) ' K1 це diam(G), що
є власним результатом.

У Пiдроздiлi 2.3 розглянуто ребернi графи. Зокрема доведено, що B(G) '
L(G) тодi й тiльки тодi, коли граф G є деревом. Надана характеризацiя реберних
графiв, як графiв множину вершин яких можна розбити на повнi пiдграфи так,
щоб кожна вершина належала не бiльше нiж двом цим пiдграфам.

У Пiдроздiлi 2.4 визначаються графи клiк. Надається характеризацiя, як
граф, що має клiкове покриття, яке задовiльняє умовi Хеллi. Також отримано
критерiй, коли для графа G iснує двочастковий граф H, такий що L(H) ' G. В
собi доведення використовує оператор клiк та алгоритм iз характеризацiї реберних
графiв.

У Пiдроздiлi 2.5 розглянуто клас хордальних графiв. Доведено Лему про
неможливiсть представлення породжених циклiв Cn, n ≥ 4 на деревi, та Лему
2.52, яка говорить, що для графа представленого на деревi, перетин представлень
вершин будь-якого його повного пiдграфа непорожнiй. Також, надана характе-
ризацiя, як графiв перетинiв пiддерев у деревi, яка в доведеннi використовує двi
вищеперерахованi леми.

Отже, ця тема має не тiльки наукову новизну, але i є темою для глибошого
вивчення i дослiдження.
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