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1 Антоацiя

В квалiфiкацiйнiй роботi розглянуто базовi поняття класичної математи-
чної логiки. Розглянутi модальнi оператори 2 та ♢, шкали та Моделi Крi-
пке. Дослiдженi теоретико-графовi вiдношення в моделях Крiпке. Також,
розроблена низка алгоритмiв на шкалах та моделях Крiпке.

Ключовi слова: модальна логiка, модель Крiпке, p-морфiзм.
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2 Вступ

Аристотель видiлив деякi простi закономiрностi в людських мiркуваннях,
а Лейбнiц мрiяв звести мiркування до обчислень. Однак, як математична
дисциплiна, логiка з’явилася вiдносно недавно: пiонерами в XIX столiттi
були Больцано, Буль, Кантор, Пеано, Ч. С. Пiрс та Е. Шрьодер. Їхня робота
започатковує булеву алгебру, теорiю множин, пропозицiйну логiки, логiку
предикатiв, введення символiчних позначень для логiчних операцiй [4].

У перiод 1900-1950 рр. важливi новi iдеї прийшли вiд Рассела, Хаус-
дорфа, Гiльберта, Лусiна, Гьоделя, Тарського, Черча, Клiнi, Тьюринга та
Гентцена. Вони довели першi теореми математичної логiки, причому теоре-
ми Гьоделя мали значний вплив. У Гiльберта, Лусiна, Тарського та Черча
було багато учнiв i спiвробiтникiв, якi становили значну частину того i на-
ступного поколiння в математичнiй логiцi [4].

Окрiм класичної математичної логiки, також видiляють: багатозначну
логiку [5], темпоральну логiку, модальну логiку, нечiтку логiку та iн. В цiй
роботi буде розглянуто класичну та модальну логiки.

Модальна логiка є гiлкою некласичної логiки, яка вивчає тверджен-
ня, якi доповненi додатковими якостями, такими як доказованiсть, необ-
хiднiсть, можливiсть i тому подiбнi [1]. Вона народилася на початку XX
столiття як галузь логiки, яка застосовувалася до аналiзу фiлософських
уявлень i проблем. Сьогоднi ж модальна логiка знаходиться на перехрестi
багатьох академiчних дисциплiн (фiлософiя, символiчнi системи, лiнгвiсти-
ка, iнформатика та iн.) [3].

В математичнiй логiцi можна видiлити 3 основних роздiли, в контекстi
яких iснує i модальна логiка [1]:

1. Теорiя доведень вивчає властивостi i структуру логiчних виводiв, до-
казованiсть в певних формальних теорiях.

2. Теорiя моделей вивчає семантику логiчних формул i їх математичну
iнтерпретацiю.

3. Теорiя алгоритмiв ставить питання про обчислюванiсть за скiнчену
кiлькiсть крокiв i про витрати ресурсiв за виконання тої чи iншої
процедури.
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В першiй частинi роботи розглянуто базовi поняття математичної логi-
ки: висловлювання, iнтерпретацiя, логiчнi оператори, синтаксис i семанти-
ка, формули, тавтологiї, моделi; наведено приклади висловлювань, викори-
стання логiчних операторiв, формул.

В другiй частинi роботи було розглянуто модальнi оператори 2 i ♢,
синтаксис модальної логiки, моделi Крiпке, загальнозначимiсть в шкалах,
логiку шкали; було показано, як в модальнiй логiцi виражаються вiдноше-
ння рефлексивностi, транзитивностi, симетричностi та iн.; наведено лему
про невиразнiсть iррефлексивностi в модальнiй логiцi.

В третiй частинi описано процес створення програмної реалiзацiї алго-
ритму iнтерпретацiї формул модальної логiки для заданих моделей Крiпке
на мовi Python[6], що i було основною метою даної роботи. Також в цiй ча-
стинi описаний алгоритм перевiрки, чи є вiдрображення p-морфiзмом для
заданих шкал або моделей Крiпке; а також перевiрка моеделей на силь-
ну зв’язнiсть та загальнозначимiсть формули Чорча-Россера за допомогою
перевiрки загальнозначимостi вiдповiдних модальних формул.
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3 Класична логiка

3.1 Базовi поняття

Метематична логiка – математична дисциплiна, яка, в широкому сенсi, ви-
вчає математичнi моделi щодо iстинностi або хибностi первних мiркувань.
Будуючи вiдповiднi моделi, вважають, що цi мiркування будуються з ви-
словлювань.

Означення 3.1. Висловлювання – це твердження, якому за певних об-
ставин можуть бути наданi значення iстини або хиби. Таке спiвставлення
називають iнтерпретацiєю.

Означення 3.2. Двохелементна множина Т = {"iстина" , "хиба"} нази-
вається областю iстинностi. Також використовуються наступнi позначен-
ня:

• Т = {"True" , "False"};

• Т = {1, 0}.

Iнтерпретацiєю висловлювання ϕ називається вiдображення t : ϕ→ {0, 1}.
Для цього вiдображення повинно виконуватись наступне:

• t(⊤) = 1, t(⊥) = 0;

• t(¬p) = 1− t(p);

• t(p ∨ q) = max(t(p), t(q)), t(p ∧ q) = min(t(p), t(q)).

Означення 3.3. Просте висловлювання – це висловлювання, яке не мо-
жна подати у виглядi сполучення бiльш коротких висловлювань.

Приклад 3.4. Прикладом висловлювання може бути наступна фраза:
"Київ – столиця України" або "НСК двух взаємно простих чисел дорiвнює
їх добутку".

Оскiльки виключно простi висловлювання не дозволяють оперувати скла-
дними логiчними конструкцiями, ми будемо використовувати пропозицiйну
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логiку, яка вивчає схеми iстинностi або хибностi первних логiчних констру-
кцiй, незалежно вiд наповнення простих тверджень. Iншими словами, ми
будемо розглядати лише iстинно-функцiональнi комбiнацiї, утворенi за до-
помогою логiчних операцiй, в яких iстиннiсть чи хибнiсть нового речення
визначається iстиннiстю чи хибнiстю його складових речень (простих ви-
словлювань).

Означення 3.5. Складене (непросте) висловлювання – висловлювання,
яке будується за допомогою комбiнацiй простих висловлювань i логiчних
операцiй.

Приклад 3.6. Прикладом може слугувати наступна схема: "Якщо ϕ, то
ϕ або ψ"

Простi висловлювання будуть позначатись малими латинськими лiте-
рами a, b, c, ..., а складенi – грецькими лiтерами ϕ, ψ, θ....

3.2 Логiчнi операцiї

Логiчнi операцiї використовуються як спосiб формально описати правило
iнтерпретацiї логiчних (пропозицiйних) сполучникiв.

Однiєю з найпростiших логiчних операцiй, є заперечення. В математи-
чнiй мовi заперечення позначається символом ”¬” , i для деякого речення
a визначається через наступну схему iстинностi:

a ¬a
1 0
0 1

Також iнтуiтивно зрозумiлою є операцiя кон’юнкцiї, або логiчне «i», яке
позначається символом “∧”. Для деяких тверджень a та b, таблиця iстин-
ностi для їх кон’юнкцiї виглядатиме наступним чином:

a b a∧b
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

9



В природнiй мовi є два способи розумiння «або»: iнклюзивне i ексклю-
зивне. Iнклюзивний спосiб розумiння «a або b» для деяких тверджень a та b
означає «a або b, або a i b». Саме iнклюзивне «або» є операцiєю диз’юнкцiї,
яке позначається символом “∨”, для якої таблиця iстинностi матиме насту-
пний вигляд:

a b a∨b
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Другий спосiб розумiння – ексклюзивне (виключне) «або», в якому «a
або b» для деяких тверджень a та b означає «або a, або b». Ця операцiя
позначається символом “⊕”, i таблиця iстинностi виглядає настуним чином:

a b a⊕b
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Наступною важливою логiчною операцiєю є iмплiкацiя, або «логiчний
наслiдок», який в природнiй мовi застосовується у виглядi конструкцiй типу
«якщо a, то b» для деяких тверджень a та b; позначається символом “→”.
Тут iнтуiтивного розумiння вже не вистачає, для того, щоб зрозумiти цю
операцiю. Так, «якщо a, то b» хибне, якщо антецедент a iстинний, а консе-
квент b хибний, але в iнших випадках це не так очевидно, оскiльки в приро-
днiй мовi ми звикли мати певний зв’язок (зазвичай причинно-наслiдковий)
мiж умовою i наслiдком. Зазначимо, що «якщо a, то b» є хибним тодi i
тiльки тодi, коли a є iстинним, а b хибним.Тому таблиця iстинностi матиме
наступний вигляд:

a b a→b
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1
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Також визначимо операцiю еквiвалентностi, яка в природнiй мовi мо-
же звучати як «a тодi, i тiльки тодi, коли b». Ця операцiя позначається
символом “↔” i має наступну таблицю iстинностi:

a b a↔b
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3.3 Синтаксис i семантика

Логiчний формалiзм починається з мови, системи шаблонiв, що лежать в
основi певної практики спiлкування та мiркування. Цi моделi є формальни-
ми, вони пiдкреслюють основнi риси описаного явища, а також пропонують
аналогiї в рiзних ситуацiях.

Для визначення синтаксису класичної логiки зафiксуємо деяку пропо-
зицiйну мову L, алфавiт якої складається з:

• Констант ⊤ (True) i ⊥ (False)

• Пропозицiйних змiнних p0, p1, p2, ...;

• Пропозицiйних логiчних операцiй: ∧ (кон’юнкцiя), ∨ (диз’юнкцiя), →
(iмплiкацiя), ¬ (заперечення);

• Знакiв пунктуацiї “(” та “)”;

• Та формул з L, якi визначаються iндуктивно:

– Всi пропозицiйнi змiннi з L та логiчнi константи є атомарними
формулами в мовi L;

– Якщо ϕ є формулою в L, то i її заперечення ¬ϕ теж є формулою
в L;

– Якщо ϕ та ψ є формулами в L, то (ϕ∧ψ), (ϕ∨ψ) i (ϕ→ ψ) теж
є формулами в L;
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– Послiдовнiсть символiв з алфавiту L є формулою тодi, i тiльки
тодi, коли це випливає з трьох попереднiх пунктiв.

Приклад 3.7. Наступна послiдовнiсть символiв є формулою:

((p0 ∧ ⊤) → ((¬p0 ∨ p1)))

Ми не використовували операцiї iмплiкацiї та виключного «але» для
визначення формул мови L, тому що вони можуть бути визначенi за допо-
могою iнших логiчних операцiй (також, не обов’язковi):

• ϕ↔ ψ = (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ);

• ϕ⊕ ψ = (ϕ ∨ ψ) ∧ ¬(ϕ ∧ ψ).

Також, варто зазначити, що константа ⊤ i заперечення теж не є обов’язковими
для визначення мови L, але зазначенi у визначеннi для кращого iнтуiтив-
ного розумiння; вони можуть бути визначенi наступним чином:

• ¬ϕ = ϕ→ ⊥;

• ⊤ = ⊥ → ⊥.

Позначимо набiр з усiх змiнних мови L через V ar(L), а набiр з усiх
формул – через For(L). Всi формули, яки використовувались у побудовi
формули ϕ, в тому числi сама формула ϕ називаються пiдформулами ϕ i
позначаються за допомогою Sub(ϕ); набiр всiх змiнних, якi використовува-
лись у формулi ϕ позначаються через V ar(ϕ). Ми будемо використовувати
форму запису ϕ(q0, q1, q2, ...) щоб показати, що V ar(ϕ) ⊆ {q0, q1, q2, ...}.

Означення 3.8. Кажуть, що ϕ це тавтологiя (записують |= ϕ) якщо
t(ϕ) = 1 для всiх t : For(L) → {0, 1}. При цьому, кажуть, що ϕ виконувана,
якщо t(ϕ) = 1 для хоча б одного t : For(L) → {0, 1}.

Приклад 3.9. Прикладом тавтологiї може бути вираз:

(p ∨ ¬p)

Наслiдок 3.10. ⊤ це тавтологiя [4].
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Семантика (правила iнтерпретацiї) мови L полягає у наступних твер-
дженнях:

• Кожне висловлювання завжди або iстинне, або хибне (але не одноча-
сно), при цьому константа ⊥ завжди хибна;

• Iнтерпретацiя складних висловлювань визначається їхнiми таблицями
iстинностi.

Означення 3.11. Також важливим буде визначити правло виcновку для
пропозицiйної логiки:

Modus Ponens (MP): з p та p→ q слiдує q.

Означення 3.12. Тепер ми можемо визначити класичну модель M мови
L, яка є пiдмножиною множини V ar(L) i мiстить лише тi атомарнi фор-
мули, якi є iстинними в мовi L. За iндукцiєю на формулi ϕ ми визначаємо
вiдношення M |= ϕ яке розумiється як «ϕ iстинне в моделi M»:

• M |= ⊥ – хибне;

• M |= p↔ ∀p ∈ V ar(L) : p ∈ M;

• M |= ϕ ∧ ψ ↔ (M |= ϕ ∧M |= ψ);

• M |= ϕ ∨ ψ ↔ (M |= ϕ ∨M |= ψ);

• M |= ϕ→ ψ ↔ (M |= ϕ коли M |= ψ)

При цьому, якщо ϕ не є iстинним в M то пишуть M ⊭ ϕ

Означення 3.13. Модель M називають моделлю на множинi формул
Г (i позначають M |= Γ) якщо ∀ϕ ∈ Γ : M |= ϕ.

Означення 3.14. Формула ϕ називається дiйсною якщо вона iстинна у
всiх моделях класичної мови L (позначають |= ϕ).

Приклад 3.15. Приклад дiйсної формули:

p ∨ (p→ ⊥)

Означення 3.16. Нарештi, можна визначити класичну логiку в мовi L
як множину CLL всiх дiйсних формул в мовi L:

CLL = {ϕ ∈ For(L) : |= ϕ}
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4 Модальна логiка

4.1 Синтаксис i семантика

Системи з модальностями вперше почав описувати Кларенс Люїс на поча-
тку XX-го сторiчча, який ввiв поняття 2 (необхiдность; box) i ♢ (можли-
вiсть; diamond). Тодi у цих модальностей не було семантики, вони розумi-
лись iнтуiтивно [3].

Iснує декiлька способiв розумiння 2 [1]:

• 2ϕ — "ϕ необхiдне"(алетична модальнiсть);

• 2ϕ — 2 як предикат доказованностi в арифметичнiй теорiї Т (напри-
клад, в арифметицi Пеано);

• 2ϕ — 2 як внутрiшнiсть (Interior) множини в топологiчному просторi
(топологiчна модальнiсть);

• 2ϕ — "завжди буде ϕ"(часова модальнiсть).

Також, iснує i декiлька способiв розумiння ♢ [1]:

• ♢ϕ — "ϕ достатнє"(алетична модальнiсть);

• ♢ϕ — ♢ як предикат несуперечностi;

• ♢ϕ — ♢ як замикання (Closure) множини в топологiчному просторi
(топологiчна модальнiсть);

• ♢ϕ — "колись буде ϕ"(часова модальнiсть).

Для визначення синтаксису модальної логiки зафiксуємо деяку пропо-
зицiйну мову L, алфавiт якої складається з [1]:

• Констант ⊤ (True) i ⊥ (False)

• Пропозицiйних змiнних p0, p1, p2, ...;

• Пропозицiйних логiчних операцiй: ∧ (кон’юнкцiя), ∨ (диз’юнкцiя), →
(iмплiкацiя), ¬ (заперечення);
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• Пропозицiйною модальнiстю 2

• Знакiв пунктуацiї “(” та “)”;

• Та формул з L, якi визначаються iндуктивно:

– Всi пропозицiйнi змiннi з L та логiчнi константи є атомарними
формулами в мовi L;

– Якщо ϕ є формулою в L, то i її заперечення ¬ϕ теж є формулою
в L;

– Якщо ϕ та ψ є формулами в L, то (ϕ∧ψ), (ϕ∨ψ) i (ϕ→ ψ) теж
є формулами в L;

– Якщо ϕ є формулою в L, то i 2ϕ теж є формулою в L;

– Послiдовнiсть символiв з алфавiту L є формулою тодi, i тiльки
тодi, коли це випливає з чотирьох попереднiх пунктiв.

Для визначення формул модальної мови L не використовувалась модаль-
нiсть ♢ через те, що це не є необхiдним, оскiльки вона визначається через
модальнiсть 2:

♢ϕ = ¬2¬ϕ

4.2 Модель Крiпке

Означення 4.1. Шкала Крiпке – це пара F = ⟨W,R⟩, де W – непорожня
множина станiв, а R ⊆ W ×W – це бiнарне вiдношення на множинi W [1].
При цьому:

• Множину W називають носiєм шкали (множиною можливих станiв
або свiтiв);

• Вiдношення R називають вiдношенням досяжностi (xRy означає, що
y досяжне з x, або "x бачить y");

• Можна вважати шкалу Крiпке орiєнтованим графом, в якому W –
множина вершин, i R – множина ребер.
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Також позначимо R(x) = {y | xRy} – множину усiх досяжних iз x

станiв.

Означення 4.2. Нехай F = ⟨W,R⟩ — це шкала Крiпке. Модель Крiпке
— це впорядкована пара M = ⟨F, ϑ⟩, де ϑ : V → 2W— це функцiя оцiнки
[1].

Вiдношення iстинностi M, w |= ϕ визначається iндукцiєю по формулi ϕ
[3]:

• M, w |= p⇔ w ∈ ϑ(p)

• M, w |= ¬ϕ⇔ M, w ̸|= ϕ

• M, w |= ϕ ∨ ψ ⇔ M, w |= ϕ або M, w |= ψ

• M, w |= ϕ ∧ ψ ⇔ M, w |= ϕ та M, w |= ψ

• M, w |= 2ϕ⇔ ∀v wRv → M, v |= ϕ

• M, w |= ♢ϕ⇔ ∃u ∈ R(w) M, u |= ϕ

Приклад 4.3. Приклад моделi Крiпке:

Для даної моделi виконується ϑ(p) = {a, b, c} та ϑ(q) = {b}. До того ж
aRb, aRc, bRb, bRc i cRc. Тодi наступнi формули iстиннi в данiй моделi:
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• a |= 2p,2p→ 22p,♢p→ ♢2p

Доведення. Для a маємо: що R(a) = {b, c} ⊆ ϑ(p). Отже, дiйсно a |=
2p. Також, для a виконується R(R(a)) = {b, c} ⊆ ϑ(p). З цього маємо,
що a |= 2p → 22p. Оскiльки R(a) = {b, c} ⊆ ϑ(p), то a |= ♢p. А з
того, що R(R(a)) = {b, c} ⊆ ϑ(p) маємо, що a |= ♢2p ⇒ a |= ♢p →
♢2p.

• b |= 2p→ p,2q → q

Доведення. Оскiльки R(b) = {b, c} ⊆ ϑ(p), то b |= 2p, а p iстинне в b
за умовою ⇒ b |= 2p→ p. З того, що R(b) = {b, c} ⊊ ϑ(q), маємо, що
b ⊭ 2q; але q дiйсне в b за умовою ⇒ b |= 2q → q.

• c |= 2p→ p

Доведення. З того, що R(c) = {c} ⊆ ϑ(p), маємо c |= 2p; а p дiйсне в
c за умовою. Отже, дiйсно c |= 2p→ p.

• M |= 2p→ ♢p

Доведення. M |= 2p → ♢p означає, що a, b, c |= 2p → ♢p. Для a

маємо, що з того, що R(a) = {b, c} ⊆ ϑ(p) то антецедент i консеквент
iстиннi в a, а отже a |= 2p→ ♢p. Для b також R(b) = {b, c} ⊆ ϑ(p) ⇒
b |= 2p→ ♢p. Для c має мiсце R() = {c} ⊆ ϑ(p) ⇒ c |= 2p→ ♢p.

Означення 4.4. Формула ϕ iстинна в моделi M, якщо для будь-якої
точки w ∈ W M, w |= ϕ. У короткiй формi M |= ϕ [1].

Означення 4.5. Формула ϕ загальнозначима в шкалi F, якщо для будь-
якої оцiнки ϑ, в будь-якiй моделi M = ⟨F, ϑ⟩ формула ϕ iстинна, що еквi-
валентно M |= ϕ. Записуємо як F |= ϕ [1].

Означення 4.6. Нехай F — це шкала Крiпке. Логiкою шкали F назива-
ється множина формул, якi є загальнозначимими в данiй шкалi. Познача-
ється Log(F) = {ϕ ∈ F | F |= ϕ}[3].
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Означення 4.7. Нехай F — це клас шкал. Логiкою класу шкал F нази-
вається множина формул, загальнозначних в кожнiй з цих шкал в даному
класi. Позначається Log(F) =

⋂
F∈F

Log(F) [1].

4.3 Властивостi моделей Крiпке

В моделях Крiпке мають мiсце наступнi формули:

• AT Нехай F = ⟨W,R⟩ – шкала Крiпке. Тодi формули 2p → p, p →
♢p ∈ Log(F) ⇔ R – рефлексивне.

Доведення. Якщо F = ⟨W,R⟩ не рефлексивне, то ¬xRx для x ∈ W .
Покладемо ϑ(p) = W − {x}, з чого слiдує, що x |= 2p i x ⊭ p, звiдки
x ⊭ 2p → p. Навпаки, якщо F рефлексивне, то F |= 2p → p, бо
iнакше iснує модель M для F така, що M, x |= 2p i M, x ⊭ 2p для
x ∈ W ; але з того, що xRx ми також повиннi мати M, x |= p, що є
суперечнiстю [1].

• A4 Нехай F = ⟨W,R⟩ – шкала Крiпке. Тодi формули 2p→ 22p, ♢♢p→
♢p ∈ Log(F) ⇔ R – транзитивне.

Доведення. Припустимо, що F = ⟨W,R⟩ не транзитивне. Тодi iснують
такi x, y, z ∈ W , що xRy, yRz та ¬xRz. Зафiксуємо ϑ(p) = W − {z}.
Тодi x |= 2p i y ⊭ 2p, а отже x ⊭ 22p.

• AB Нехай F = ⟨W,R⟩ – шкала Крiпке. Тодi формула p → 2♢p ∈
Log(F) ⇔ R – симетричне.

Доведення. Припустимо, що F = ⟨W,R⟩ не симетричне. Тодi iснують
такi x, y ∈ W , що xRy та ¬yRx. Зафiксуємо ϑ(p) = {x}. Тодi ми
матимемо x |= p та y ⊭ ♢p, з чого слiдує, що x ⊭ 2♢p i x ⊭ p → 2♢p
[1].

• ACR Нехай F = ⟨W,R⟩ – шкала Крiпке. Тодi формула ♢2p→ 2♢p ∈
Log(F) ⇔ ∀w∀w1, w2 ∈ R(x) : R(w1) ∩ R(w2) ̸= ∅ (формула Чорча-
Россера)
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Формула Чорча-Россера

• AD Нехай F = ⟨W,R⟩ – шкала Крiпке. Тодi формули 2p→ ♢p,♢⊤ ∈
Log(F) ⇔ R – серiальне.

Доведення. Зафiксуємо M = ⟨F, ϑ⟩ як модель, яка не є серiальною на
шкалi F = ⟨W,R⟩. Тодi x |= 2p i x ⊭ ♢p для x ∈ W . З цього маємо,
що x є “глухим кутом” в F, i якщо xRy для y ∈ W то y |= p та y ⊭ p,
що, очевидно, є суперечнiстю [1].

Означення 4.8. Також зафiксуємо p-морфiзм – природнiй гомоморфiзм
шкал i моделей Крiпке. ρ-морфiзмом шкал Крiпке називається вiдображе-
ння f : F1 → F2, таке що [1]:

1. f — монотонне, aR1b⇒ f(a)R2f(b), де a, b ∈ W1

2. f має властивiсть пiдняття f(a)R2c⇒ ∃b ∈ W1 aR1b & f(b) = c

Властивiсть пiдняття

Означення 4.9. Сюр’єктивний p-морфiзм це таке вiдображення f :

F1 → F2, що ∀y ∈ F2 ∃x ∈ F1 : f(x) = y. Позначається f : F1 → F2 [1].
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Означення 4.10. Нехай M1 = ⟨F1, ϑ1⟩ та M2 = ⟨F2, ϑ2⟩ — моделi Крiпке.
p-морфiзмом моделей Крiпке f : M1 → M2 називається ρ-морфiзм шкал
f : F1 → F2 за наступною умовою: M1, w |= p ⇔ M2, f(w) |= p, для всiх
w ∈ M1, де p — це змiнна [1]. p-морфiзми дозволяють вiдображати моделi
та шкали, зберiгаючи iстиннiсть формул.

Лема 4.11. Про p-морфiзми.

1. Нехай M1,M2 – моделi Крiпке та f : M1 → M2. Тодi M1, w |= ϕ ⇔
M2, f(w) |= ϕ

Доведення. Iндукцiя по побудовi формули ϕ. Розглянемо випадок, ко-
ли ϕ = ♢ψ. Покажемо, що M1, w |= ♢ψ ⇔ M2, f(w) |= ♢ψ.
(⇒) Нехай M1, w |= ♢ψ. Тодi знайдеться u ∈ R1(w) таке, що M1, u |=
ψ. По припущеннi iндукцiї, M2, f(u) |= ψ. За монотоннiстю wRu ⇒
f(w)R2f(u). Тодi M2, f(w) |= ♢ψ.
(⇐) Нехай M2, f(w) |= ♢ψ. Тодi знайдеться такий w′ ∈ Rw(f(w)),
що M2, w

′ |= ψ. Оскiльки f(w)R2w
′, то знайдеться таке u ∈ W1,

що f(u) = w′ та wRu. За припущенням iндукцiї, M1, u |= ψ. Тодi
M1, w |= ♢ψ [4].

2. Нехай f : F1 → F2, тодi Log(F1) ⊆ Log(F2)

Доведення. Нехай F2 ⊭ ϕ. Тодi знайдеться така оцiнка ϑ та y ∈ W ,
що в моделi M2 = ⟨F2, ϑ⟩ ми матимемо M2, y ⊭ ϕ. Тобто, M2, y |=
¬ϕ. Введемо на F1 оцiнку σ(p) = f−1(ϑ(p)). В силу сур’єктивностi f ,
знайдеться таке x ∈ W1, що f(x) = y. Звiдки M1, x |= ¬ϕ. З цього
слiдує, що M1, x ⊭ ϕ [4].

Лема 4.12. Не iснує модальної формули ϕ, такої, що для будь-якої шка-
ли F має мiсце F |= ϕ⇔ ∀x ∈ W ¬(xRx).

Доведення. Розглянемо шкали ⟨N, <⟩ та ⟨{∗}, R = {(∗, ∗)}⟩ (рефлексивна
точка). Введемо f : ⟨N, <⟩ → ⟨{∗}, R⟩, де f : n→ ∗. Можна побачити, що f
— монотонне та сур’єктивне: якщо n < m, то f(n) = ∗ та f(m) = ∗, а ∗R∗
(∗ бачить сама себе за визначенням). Також f має властивiсть пiдняття.
Нехай f(n)R∗, покладемо m := n + 1. Тодi n < m i f(m) = ∗. За леммою
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про p-морфiзми, Log(⟨N, <⟩) ⊆ ⟨{∗}, R⟩. При цьому перша шкала iррефле-
ксивна, а друга — нi. Що це означає? Припустимо, що iснує формула, яка
виражає iррефлесивнiсть вiдношення. Тодi вона б належала Log(⟨N, <⟩),
але ми вже показали, що Log(⟨N, <⟩) ⊆ ⟨{∗}, R⟩; а отже, формула, що ви-
ражає iррефлексивнiсть, належить логiцi рефлексивної точки. Це викликає
суперечнiсть [1].

4.4 Нормальна модальна логiка

Означення 4.13. Множина формул L називається нормальною модаль-
ною логiкою, якщо [1]:

• Всi бульовi тавтологiї лежать у L;

• В L лежить формула AK 2(p→ q) → (2p→ 2q);

• L замкнене вiдносно наступних правил:

– MP ϕ ∈ L & ϕ→ ψ ∈ L ⇒ ψ ∈ L

– Nec ϕ ∈ L ⇒ 2ϕ ∈ L

– Sub ϕ(p) ∈ L ⇒ ϕ[p := ψ], де ψ ∈ L

Теорема 4.14. Теорема коректностi [3] Нехай F = ⟨W,R⟩, тодi Log(F)
— нормальна модальна логiка.

Доведення. Загальнозначимiсть тавтологiй i замкнутiсть Log(F) вiдносно
MP очевидна.

Покажемо, що в довiльнiй шкалi формула AKє загальнозначимою.Нехай
ϑ : V → 2W — оцiнка i нехай M = ⟨F, ϑ⟩ — модель на шкалi F. Припустимо,
що для будь-якого w ∈ W , якщо M, w |= 2(p → q) i M, w |= 2p. Тодi для
будь-якого v ∈ R(w), M, v |= (p → q) i M, v |= p. Звiдси, M, v |= q. Тодi i
M, w |= 2q.

Покажемо, що Log(F) замкнута вiдносно правила Nec. Нехай F |= ϕ.
Тодi для будь-якої оцiнки ϑ i для будь-якої моделi M = ⟨F, ϑ⟩, для будь-
якого x ∈ W , M, x |= ϕ . Легко зрозумiти, що M, x |= 2ϕ.

Покажемо, що Log(F) замкнута вiдносно правила Sub. Для цього введе-
мо оцiнку формули ||ϕ||M = {x ∈ W |M, x |= ϕ}, де M — це модель. Нехай
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F |= ϕ(p), ψ — це модальна формула i M = ⟨F, ϑ⟩ — модель. Розглянемо
модель M′ = ⟨F, ϑ′⟩, таку що ϑ′(p) = ||ψ||M. Нескладною iндукцiєю по ϕ
можна встановити наступну еквiвалентнiсть M, x |= ϕ{x := ψ} ⇔ M′, x |=
ϕ(p)

Наслiдок 4.15. Нехай F — це клас шкал Крiпке, тодi Log(F) — це
нормальна модальна логiка [1].

Означення 4.16. Мiнiмальна нормальна модальна логiка K задається
наступними аксiомами i правилами виводу:

• Аксiоми класичної логiки висловлювань

• Аксiома нормальностi (аксiома Крiпке) 2(p→ q) → (2p→ 2q)

• Правила виводу:

– ϕ ϕ→ψ
ψ MP

– ϕ
2ϕNec

– ϕ(p)
ϕ[p:=ψ]Sub

Означення 4.17. Виводом в мiнiмальнiй нормальнiй модальнiй логiцi
K називається скiнчена послiдовнiсть формул, кожна з яких або аксiома,
або отримана з попереднiх формул за правилами MP, Nec, Sub [1].

Означення 4.18. Нормальна модальна логiка L повна за Крiпке, якщо
вона є логiкою деякого класу шкал. Тобто, iснує клас F, такий, що L =

Log(F).
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5 Програмна реалiзацiя алгоритмiв для моде-
лей Крiпке

Для реалiзацiї алгоритмiв було обрано мову програмування з вiдкритим
програмним кодом Python[6] версiї 3.x.

5.1 Перевiрка iстинностi формул

Алгортим подiлейний на двi частини. Перша частина (файл kripke.py) вiд-
повiдає за класи свiтiв та моделей Крiпке. Для початку, було визначено
клас свiту, кожний з яких задається за допомогою назви (name) у фор-
матi рядка (str), та таблицi iстинностi для змiнних (values_dict) у фор-
матi словника (dict). Клас створюється за лопомогою спецiального методу
__init__(self, name : str, values_dict : dict):
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Також, в класi свiту додатково визначено методи:

• __getitem__(self, item : str) – для доступа до значень змiнних
свiту у форматi словника (свiт[“змiнна”]);

• __repr__(self) – для вiдображення свiту, при спробi вивести свiт у
консоль; виводить назву свiту та значення всiх змiнних;

• assert_logic_values(self, values_dict : dict) – перевiрка на коре-
кнiсть даних при створеннi або оновленнi свiту;

• update_truth_table(self, values_dict) – оновлення таблицi iстинно-
стi для цього свiту.
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Далi було визначено клас моделi Крiпке, який задається за допомо-
гою параметру R та оцiнки ϑ; в їх ролi виступає словник (values_dict)
з двума словниками для таблицi iстинностi (definitions) та вiдношеннями
(relations).

Додатково в класi моделi Крiпке визначено наступнi методи:

• __getitem__ – для доступу до свiтiв у форматi словника;

• __repr__ – для вiдображення моделi Крiпке у консолi; виводить
вiдношення в моделi та iнформацiю про кожний зi свiтiв;

• assert_relations – метод для перевiрки iснування свiтiв для заданих
вiдношень;

• add_world – додавання нового свiту у модель;

• remove_world – видалення свiту з моделi (в тому числi всiх вiдно-
шень, де цей свiт фiгурує);

• update_relations – оновлення вiдношень у моделi.
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Друга частина (файл operators.py) мiстить у собi окремий клас для ко-
жного з доступних операторiв. Вони умовно подiляються на унарнi (запере-
чення [Not], необхiднiсть Box], достатнiсть [Diamond]), бiнарнi (кон’юнкцiя
[And], диз’юнкцiя [Or], виключне “але” [Xor], iмплiкацiя [Implies], еквiвален-
тнiсть [Iff]) та на атомарне висловлювання [Atom].
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Кожен з операторiв (окрiм атомарного висловлювання) рахує значення
своїх внутрiшнiх формул, а потiм значення формули для вiдповiдного опе-
ратора. Таким чином будується абстрактне бiнарне дерево, кожний листок
якого – атом. Приклад абстрактного дерева для формули Чорча-Россера
(♢2p→ 2♢p):

29



Абстрактне дерево для формулы Чорча-Россера

I будується в Python наступним чином (також, метод display вiдобра-
жає в консолi саму формулу):

5.2 Приклад перевiрки iстинностi формул

На прикладi моделi Крiпке з другої частини (c.13) побудуємо її програмну
реалiзацiю та перевiримо деякi формули (за допомогою методу evaluate):
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Результат:

5.3 Перевiрка на p-морфiзм

В класi моделi Крiпке є окремi реалiзацiї алгоритму перевiрки p-морфiзму
шкал Крiпке, та p-морфiзму моделей Крiпке (вони реалiзованi у методах
p_morphism_of_frames та p_morphism_of_models вiдповiдно):
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Також, окрiм перевiрки на p-морфiзм, в разi якщо для данних моделей
данне вiдображення не є p-морфiзмом, метод виводить причину, через яку
воно не є p-морфiзмом:
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5.4 Перевiрка на сильну зв’язнicть та формулу Чорча-
Россера

Наступним алгоритмом є перевiрка заданої моделi Крiпке на сильну
зв’язнiсть за допомогою перевiрки загальнозничимостi формули 2(2p →
q) ∨2(2q → p) для заданої моделi:

А останнiм алгоритмом – перевiрка занальнозначимостi формули Чорча-
Россера (♢2p→ 2♢p) для заданої моделi Крiпке:
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6 Висновки

В роботi було розглянуто базовi поняття класичної математичної логiки:
висловлювання, iнтерпретацiя, логiчнi оператори, синтаксис i семантика,
формули, тавтологiї, моделi; наведено приклади висловлювань, використа-
ння логiчних операторiв, формул. Також було розглянуто модальнi опера-
тори 2 i ♢, синтаксис модальної логiки, моделi Крiпке, загальнозначимiсть
в шкалах, логiку шкали; було показано, як в модальнiй логiцi виражаються
вiдношення рефлексивностi, транзитивностi, симетричностi та iн.; наведено
лему про невиразнiсть iррефлексивностi в модальнiй логiцi.

В практичнiй частинi описано процес створення програмної реалiза-
цiї алгоритму iнтерпретацiї формул модальної логiки для заданих моделей
Крiпке на мовi Python[6], що i було основною метою даної роботи. Також в
цiй частинi описаний алгоритм перевiрки, чи є вiдрображення p-морфiзмом
для заданих шкал або моделей Крiпке; а також перевiрка моеделей на силь-
ну зв’язнiсть та загальнозначимiсть формули Чорча-Россера за допомогою
перевiрки загальнозначимостi вiдповiдних модальних формул.
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