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1 Анотацiя
У данiй курсовiй роботi розглядаються та аналiзується ребернi та тотальнi
розфарбування графiв. Розглянуто теореми та їх наслiдки з цiєї тематики,
зокрема основна теорема Вiзiнга. Дослiдженно реберне хроматичне число
для рiзних типiв графiв: Петерсена, повного, двочасткового, дерева.
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2 Вступ
Теорiя графiв має широке застосування в усьому свiтi: в фiзицi, єкономiцi,
соцiологiї, лiнгвiстицi тощо. Широко використовується в задачах вирахову-
ючих комп’ютерiв.

Починаючи з проблеми чотирьох кольорiв у 1852 р., проблема розфар-
бування графiв стала однiєю з найпопулярнiших напрямкiв теорiї графiв.
Завдяки розфарбуванню графiв можна вирiшити проблеми програмування,
полiтики, бiологiї, екологiї тощо.

Ця тематика має багато недослiдженних гiпотез, якi дослiджуються ма-
тематиками сьогодення. Є багато недоведених гiпотез, зокрема гiпотези то-
тального графу чи проблеми Вiзiнга. Це водночас i складна, i дуже цiкава
складова теорiї графiв.

Ця робота описує ребернi та тотальнi розфарбування графiв, що є менш
дослiдженною частиною проблеми розфарбування графiв, чим розфарбу-
вання вершин.

Основною задачею було визначити хроматичний iндекс для усiх графiв,
та рiзних типiв зокрема.

Дана робота складається з 3 роздiлiв. У першому роздiлi моєї роботи
представлено основнi означення i твердження, серед яких необхiдна термi-
нологiя для розумiння роботи. Також представлено рiзнi типи графiв, якi
ми будемо дослуджувати пiзнiше.

У другому роздiлi розглядаються основнi теореми реберного розфарбу-
вання та їх доведення. Також розглядається гiпотеза та теореми про то-
тальне розфарбування графу.

У третьому роздiлi представлене дослiдження реберного хроматичного
числа для графа Петерсена, повного, двочасткового та дерева.
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Рис. 1:

3 Основнi означення та попереднi результати

3.1 Означення
Граф - це впорядкована пара G = (V,E), де V - непорожня скiнченна
множина вершин графа G i E - множина пар рiзних елементiв V , яка є
множиною ребер графа G.

Неорiєнтований граф - це граф, ребра якого не мають напрямок,
тобто не вказано початок (кiнець).

Шлях або маршрут графу - це послiдовнiсть вершин множини V ,
якi з’єднуються ребрами множини E.

Зв’язний граф - це граф, мiж кожною вершиною якого iснує шлях.
Сумiжнi вершини - це вершини, якi зв’язанi одним ребром.
Сумiжнi ребра - це ребра, якi мають спiльну вершину.
Маршрут називається ланцюгом, якщо всi його ребра рiзнi.
Маршрут називається замкнутим, якщо кiнцева вершина спiвпадає з

початковою.
Замкнений ланцюг називається циклом.
Дерево - зв’язний граф без циклiв (Рис 1).
Граф G′ називається пiдграфом графу G, якщо множина ребер G′ є

пiдмножиною множини ребер G, аналогiчно множина вершин G′ має бути
пiдмножиною множини вершин G.

Степiнь вершини - це кiлькiсть сумiжних до неї вершин.
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Максимальна степiнь графа - це максимальне число степенi вершин
графа.

Вершинне розфарбування графа - це призначення кольорiв верши-
нам неорiєваного графа за таким правилом, що нiякi два сумiжнi вершини
не мають однаковий колiр.

Реберне розфарбування графа - це призначення кольорiв ребрам
неорiєваного графа за таким правилом, що нiякi два сумiжних ребра не
мають однаковий колiр.

Реберним графом графа G називають граф G′, вершинами якого є
ребра графа G, а ребрами - вершини. Реберний граф дозволяє перетворюва-
ти реберне розфарбування графу G на вершинне розфарбування реберного
графу G′ графа G.

Тотальне розфарбування графа - це призначення кольорiв верши-
нам та ребрам неорiєваного графа за таким правилом, що немає сумiжних
ребер та вершин на кiнцях ребер, якi розфарбованi в один i той же колiр.

Тотальним графом графа G називають граф G′, вершинами якого
є вершини та ребра графа G, а ребрами - їх сумiжнiсть. Тотальний граф
дозволяє перетворювати тотальне розфарбування графу G на вершинне
розфарбування тотального графу G′ графа G.

Хроматичне число графа - це найменше число кольорiв, необхiдне
для повного розфарбування графу. Позначається грецьким χ для вершин-
ного, χ′ - реберного, χ′′ - тотального.

Графом Петерсена називають граф на Рис. 2.
Двочастковим графом називається граф, який можна розбити на

двi пiдмножини так, що кожне ребро графа має одну вершину з першої
пiдмножини i одну з другої. (Рис. 3)

Повним графом називають такий граф, кожна вершина якого сумi-
жна з усiма iншими вершинами. Приклад 10-вершинного повного графа на
Рис. 4.

Надалi в роботi усi графи вважаються зв’язними та неорiєнтованими
(якщо явно не вказано протилежне).

3.2 Теореми про реберне хроматичне число
Теорема 3.1. Якщо граф G розмiру m >= 1, тодi
χ′ = m/α′(G).

Доведення. Нехай χ′(G) = k i що E1, E2, .., En є класами реберного роз-
фарбування графу G в k кольорiв. Також |Ei| <= α′(G) для кожного
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Рис. 2:

Рис. 3:
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Рис. 4:

i(1 <= i <= k). Тодi
m = |E(G)| =

∑k
i=1 |Ei| <= kα′(G)

i тодi χ′(G) = k >= m/α′(G).

Оскiльки кожне можливе розфарбування графа G має мiстити рiзнi ко-
льори для сумiжних ребер, для яких вершина v графу G, то з цього слыдуэ,
що degv кольорiв має бути використано для розфарбування з iнцидентними
v графу G. Тодi

χ′(G) >= ∆(G)
для кожного не пустого графа.

Теорема 3.2. (Теорема Вiзiнга) Для кожного непустого графа G,
χ′(G) <= 1 + ∆(G).

Доведення. Нехай теорема не вiрна. Тодi серед усiх графiв H для яких
χ′(H) >= 2 + ∆(G) можемо взяти один з мiнiмальним розмiром. Нехай
∆ = ∆(G). Тодi G не є (1 + ∆)-колiрним графом. З iншої сторони, якщо
e = uv є ребром G, тодi G− e є (1 + ∆(G− e))-колiрним графом.

Нехай є (1+∆)-колiрний граф G−e. Отже, з виключення e, кожне ребро
G розфарбується в (1+∆) колiр, так як сумiжнi ребра розфарбовуються по-
рiзному. Для кожного ребра e′ = uv′ графу G сумiжного з u (включаючи
ребро e), ми бачимо подвiйний колiр для e′ як i для кожного з (1 + ∆)
кольору, що не використовується для ребра сумiжного з v′. (Рис. 5)

Оскiльки degv′ <= ∆, завжди буде хоча б один можливий колiр для по-
двiйної колоризацiї для ребер uv′. Це може показати, що рiзнi ребра мають
однаковий подвiйний колiр. Нехай e0 має подвiйний колiр α1. Важливо, що
є ребра e1 = uv1 сумiжнi з u розфарбованi в α1, а з iншої сторони колiр α1

може бути призначений до e, вказуючи на (1 + ∆)-колiрне розфарбування
графу.
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Рис. 5:

Рис. 6:

Нехай α2 буде подвiйним кольором e1. Якщо тут має бути деякi ребра
iнцидентнi до u, що кольоризованi з α2, тодi перепозначаємо це ребро e2 =
uv2 i перезаписуємо цей колiр на α3. (Рис. 6)

Продовжуючи, ми побудуємо послiдовнiсть e1, e2, .., ek (k >= 1), яка
включає максимальну кiлькiсть рiзних вершин, де e1 = uv1, для 0 <= i <=
k. Слiдуючи, фiнальне ребро ek цiєї послiдовностi кольоризовано в αk i має
подвiйний колiр αk+1. Тодi кожне ребро ei (0 <= i <= k) кольоризується в
αi, i має подвiйний колiр αi+1.

Тодi ми отримуємо, що деякi сумiжнi u ребра кольоризуються в αk+1.
Це не є вiрним. Тодi для кожного ребра e0, e1, .., ek може бути присвоєний
свiй подвiйний колiр, з (1 + ∆)-кольорiв графу G. Але це не є можливим,
отже протирiччя.

Звiдси, як ми отримали, є ребро ek+1 сумiжне до u, що кольоризовано з
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αk+1.
Оскiльки послiдовнiсть e1, e2, .., ek мiстить максимальне число рiзних

ребер, з цього слiдує, що ek+1 = ej для якогось j де 1 <= j <= k i тодi
αk+1 = αj. Звiдси колiр присвоюємо до ek, що не є однаковим з подвiйним
кольором, з цього слiдує, що αk+1 <> αk. Тодi, 1 <= j <= k. Нехай j = t+1
для 0 <= t <= k − 1. Звiдси αk+1 = αt+1 i тодi ek та et мають однаковий
подвiйний колiр.

Має використовуватись колiр β, щоб фарбувати сумiжнi ребра в v графа
G− e, що не використовує колiр будь-якого iнцидентного до u ребра. Якщо
це не є можливим, тодi degGu − 1 <= ∆ − 1 кольорiв використано, для
фарбування ребер, якi iнцедентнi u або v, лишаючи два або бiльше кольорiв
для e. Прикрiпимо до e якийсь з цих кольорiв, що показує (1 + ∆)-реберне
розмалювання графа G, в результатi операцiй.

Колiр β також використаєм для розфарбування деяких ребер сумiжних
до vi для кожного i з 1 <= i <= k. Якщо це не можливо, то буде iснувати
вершина vr з 1 <= r <= k така, що нiяке ребро сумiжне з vr не буде з
кольором β. Але ми можемо змiнити колiр er, тода β i колiр кожного ребра
ei (0 <= i <= r) з подвiйним кольоромщоб пiдтримувать (1 + ∆)-реберне
розфарбування G, що є неможливим.

Нехай P буде максимально довгим шляхом до iнiцiйованого vk, його
ребра зафарбованi в β та αk+1, i нехай Q буде максимально довгим шляхом
до iнiцiйованого vt, де його кольори будуть β та αt+1 = αk+1. Припустимо P
має vk−x шлях i Q це vt−y шлях. Зараз розглянемо 4 можливих випадки,
залежно вiд того, де вершини x та y в множинi v0, v1, .., ek−1, u.

Випадок 1. x = vr для якогось цiлого r з 0 <= r <= k−1. Звiдси αk+1

є подвiйним кольором ek, нема вершини сумiжної до vk, що розфарбована
в αk+1, тобто iнiцiйоване ребро P має бути розфарбованим β. Ми бачимо
це для кожного цiлого i з 0 <= i <= k, де ребро сумiжне з vi, що кольо-
ризований з β. Через рiзнi значення P , колiр основного ребра P не може
бути αk+1. Це включає, що нiяке ребро не сумiжне з vr, що з кольором αk+1

i обидва iнiцiалiзованi i головна ребра P , що з кольором β. Поки не vr = vt,
вершина vt не є P , де нiяке ребро, що сумiжне з vt, розфарбоване в αk+1.

Тепер ми обмiнюємось кольорами β i αk+1 ребер P . Якщо r = 0, то e
може бути з кольором β, в iншому випадку r > 0 i жодне ребро, сумiжне
з vr, кольоризоване β i подвiйний колiр для ei з 0 <= i < r не змiнюється.
Тодi ребро er може мати колiр β i для кожного ребра ei, де 0 <= i < r
можна розфарбувати з цим подвiйним кольором. Однак це призводить до
(1 + ∆)-кольорового розфарбування G, що неможливо.
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Випадок 2. y = vr для деякого цiлого числа r з 0 <= r <= k, де
r <> t. Як i у випадку 1, початковий та кiнцевий ребра Q також мають
розфарбовуватись β i не мати ребра, що сумiжнi до vr та пофарбованi ak+1.
Окрiм того, Q не мiстить вершини vk, якщо vr = vk. Тепер можна змiнити
колiр β та αk+1 ребра Q.

Якщо r < t, то ми продовжуємо як у випадку 1. З iншого боку, якщо
r > t, ми змiнюємо колiр e на β, якщо t = 0, тодi як якщо t > 0, змiнюємо
колiр et на β i розфарбовуємо кожне ребро ei (0 <= i < t) з подвiйним
кольором. Звiдси випливає, що G є (1+∆)-кольоровим графом, що утворює
суперечнiсть.

Випадок 3. Або (1) x <> vr для 0 <= r <= k−1 i x <> u або (2) y <>
vr для r <> t i y <> u. Оскiльки (1) та (2) подiбнi, ми розглянемо лише
(1). При обмiнi кольори β i αk+1 ребер P , ребро, що падає з vk, забарвлене
β. Крiм того, подвiйний колiр кожного краю ei (0 <= i < k) не змiнювався.
Таким чином ek забарвлений β, а кожен край ei (0 <= i < k) забарвлений
своїм подвiйним кольором, що дає cуперечнiсть.

Випадок 4. x = y = u. Обов’язково початковi ребра P i Q пофарбованi
β i кiнцевi ребра P i Q пофарбованi αk + 1. Оскiльки u не має сумiсних
ребер, то позначенмо його β, шляхи P i Q не можуть бути непересiчними з
ребрами, оскiльки це означатиме, що u сумiсний з двома iншими ребрами,
що мають однаковий колiр (а саме αk + 1), тобто неможливо. Таким чином,
P i Q мають однаковi кiнцевi ребра. Оскiльки f прилягає до iншого ребра
P таа iншого ребра Q, є три сумiжнi ребра G, що належать P або Q отже,
є сусiднi ребра G − e, якi пофарбованi однаково. Оскiльки це неможливо,
виникає суперечнiсть.

З цих двух важливих теорем отримуємо, що реберне хроматичне число
графу G

∆(G) <= χ′(G) <= 1 + ∆(G).
Що спрошує задачу знаходження реберного хроматичного числа, до ви-

значення того, чи воно рiвне ∆(G), чи 1 + ∆(G).
Якщо хроматичне число графу рiвне ∆(G), то вiн належить першому

класу, якщо 1 + ∆(G), то до другого.

Теорема 3.3. Нехай G має q ребер. Тодi, якщо q > ∆(G) ∗ β1(G), тодi
G належить другому класу.

Доведення. Нехай G належить першому класу, тодi χ′(G) = ∆(G), тодi
ми можемо думати, що G ∆(G)-розфарбований граф. Скiльки ребер одна-
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кового кольору ми можемо мати в G. Здебiльшого β1(G), тому що ребра
однакового кольору мають бути не сусiднiми.Тодi, кiлькiсть ребер q в G є
здебiльшого ∆(G)∗β1(G), що суперечить данiй умовi. Виникає протирiччя,
отже G належить другому класу.

Твердження 3.4. Проблема Вiзiнга
Якщо G планарний граф з ∆(G) >= 8, тодi цей граф належить пер-

шому класу i його хроматичне число рiвне:
χ′ = ∆(G)

Ця проблема до сих пiр не доведена.
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3.3 Теореми про тотальне хроматичне число
Твердження 3.5. Гiпотеза про тотальне розфарбування
Для будь-якого не пустого графа G
χ′′ <= ∆(G) + 2

Вiдомо, що гiпотеза перевiрена для декiлькох важливих класiв графiв:
двочасткових i бiльшiсть планарних, за винятком з максимальним степенем
6. Випадок планарних графiв буде доведено, якщо буде доведена гiпотеза
Вiзiнга про планарнi графи.

Лема 3.6. Нехай Kn повний граф з n вершинами. Тодi χ′′(Kn) = n,
якщо n - непарне, i χ′′(Kn) = n+ 1, якщо n - парне.

Теорема 3.7. Планарний граф G задовольняє χ′′(G) <= ∆(G) + 2 поки
(v5)

4 + 2((v5)
5 + (v6)

4) + 3(v5)
6 + 4(v6)

6 < 24
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4 Основнi результати

4.1 Дослiдження реберного хроматичного числа дере-
ва

Якщо G дерево, то його хроматичний iндекс χ′(G) = ∆(G).

Доведення. Використаємо математичну iндукцiю: Нехай для G з n вер-
шин хроматичне число рiвне χ′(G) = ∆(G). Приєднаємо ще одну вершину
(n + 1)-шу. Є два варiанти куди її можна приєднати: до вершини з макси-
мальним степенем чи до вершини не максимального степеня.

Приєднуючи до вершини максимального степеня, ми збiльшуємо сте-
пiнь на 1 i додаємо ще один колiр. Тобто хроматичне число χ′(G′) = χ′(G)+
1, а ∆(G′) = ∆(G) + 1, тодi χ′(G′) = ∆(G′).

Для iншого випадку ми приєднуємо до вершини не максимального
степеня. Тодi максимальний степiнь не збiльшується, як i не збiльшується
кiлькiсть кольорiв, оскiльки кольору на нове ребро вистачить, при при-
єднаннi до вершини не максимального степеня. Нi степiнь, нi хроматичне
число не змiнилось, а отже χ′(G′) = ∆(G′).

4.2 Дослiдження реберного хроматичного числа дво-
часткового графа

Якщо G двочастковий граф, то його хроматичний iндекс χ′(G) = ∆(G).
Або хроматичний iндекс двочасткового графу Km,n рiвний максимуму з
m,n.

Доведення. Застосуємо математичну iндукцiю на кiлькiсть ребер в G. Не-
хай ∆(G) = r. Легко довести, що кожне ребро G− e (де e ребро G) можна
кольоризувати використовуючи множину S з r кольорiв, ребра G можуть
також бути кольоризованi за допомогою цiєї множини.

Припустимо ребро e на вершинах u та v. Нехай Su буде множиною ко-
льорiв в S, що не використовуються для сусiднiх до u. Що Su, що Sv є
непустими пiдмножинами S. Беручи перетин цих множин, кожен колiр з
перетину може використовуватись для кольоризацiї e. Тодi, для ребра G
можна кольоризувати з r ребер. Але перетин пустий. Припустимо s нале-
жить Su, а t - Sv. Нехай H(s, t) з’єнаний з пiдграфом G− e, який включає
вершину u i всi вершини i ребра з G − e, що можуть бути досягнутi з u
лише через s-кольоризованi та t-кольоризованi ребра.
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Рис. 7:

Якщо v вершина в цiй компонентi, ребро e i будь-який шлях включа-
ючи u та v в H, кожна s-ребро стає t-ребром. Потiм призначимо колiр s
ребру e. Включаючи, що ребра G можна кольорiзувати, використовуючи
r кольорiв. Цей хроматичний iндекс дочасткового графу є максимальним
степенем цього графу. Якщо цей граф є Km,n, максимальна степiнь є ма-
ксимумом m,n.

4.3 Дослiдження реберного хроматичного числа гра-
фа Петерсена

Якщо G граф Петерсена, то його хроматичний iндекс χ′(G) = 4, тобто
належить класу χ′(G) = 1 + ∆(G).

Доведення. Максимальна степiнь графа Петерсена рiвна 3. Iснує 3 рiзних
можливих розфарбування графа Петерсона, починаючи розфарбуваня з
рiзних частин графу:

1) Розфарбування починаючи з зiрки всерединi: (Рис 7)
На рисунку показано розфарбування, при будь-якому початку зiрку не

можна розфарбувати в 2 кольори, тобто її хроматичне число - 3. Легко
зафарбувати з’єднючi ребра пiсля зiрки, оскiльки не залишається варiан-
тiв для вибору з 3-ьох кольорiв. Вже розмальовуючи крайнiй п’ятикутник,
бачимо, що двi сторони не маємо можливостi. Тут 4 кольори.
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Рис. 8:

2) Розфарбування починаючи зi з’єднуючого ребра: (Рис. 8)
На рисунку показано розфарбування, на початку фарбуємо з’єднувальнi

ребра одним кольором, далi виникають проблеми з розмалюванням п’ятикутника
i ми не можемо його вже розмалювати в 3 кольори. Аналогично зiрки ми
також не можемо розмалювати в 3 кольори. Тут 4 кольори.

3) Розфарбування починаючи зi п’ятикутника: (Рис. 9)
На рисунку показано розфарбування, при будь-якому початку п’ятикутник

не можна розфарбувати в 2 кольори, тобто її хроматичне число - 3. Легко
зафарбувати з’єднючi ребра пiсля зiрки, оскiльки не залишається варiантiв
для вибору з 3-ьох кольорiв. Вже розмальовуючи крайнiй зiрку, бачимо, що
двi сторони не маємо можливостi. Тут 4 кольори.

Отже розфарбовуючи усiма трьома методами, ми отримали 4 кольори.
Отже, хроматичне число рiвне 4, а оскiльки максимальна степiнь 3, то граф
Петерсена належить групi χ′(G) = 1 + ∆(G).

4.4 Дослiдження реберного хроматичного числа пов-
ного графа

Якщо G повний граф, то його хроматичний iндекс χ′(G) = ∆(G), якщо має
парну кiлькiсть вершин, i χ′(G) = 1 + ∆(G), якщо непарну.
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Рис. 9:

Рис. 10:

Доведення. Доведемо спочатку для парних:
Кiлькiсть вершин є парною. Нехай V = 1, 2, 3, ..., 2n буде множиною

вершин. Максимальною степiню буде 2n− 1.
Створимо множину S = ci : i = 1, 2, 3, ..., (2n− 1) кольорiв. Кольориза-

цiя ребер повного графу, використовуючи кожен колiр з S n разiв може бути
представлена у процедурi. Представимо можливе розфарбування у виглядi
матрицi (2n− 1) ∗ 2n. (Рис. 10)

Вiзьмемо елементи з першого рядка матрицi i позначимо їх як пари
(1, 2n), (2, 2n−1), (3, 2n−2). Тут буде n пар, i кожну пару спiвставляємо з
унiкальним ребром в повному графi. Призначаємо колiр c1 до цiєї колекцiї.

Вiзьмемо елементи з другого рядка матрицi i позначимо їх як пари
(2, 2n), (3, 1), (4, 2n − 1). Тут буде n пар, i кожну пару спiвставляємо з
унiкальним ребром в повному графi. Призначаємо колiр c2 до кожноїпари
цiєї колекцiї.
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Продовжуємо, поки не закiнчаться 2n − 1 колекцiй, i отримаємо, що
усього ми використали 2n− 1 колiр.

Тепер перевiримо для непарних:
Кiлькiсть вершин непарна. Хроматичне числоK2n це (2n−1). Видалимо

одну вершину. Тодi ми матимемK2n−1 з розмалюванням в (2n−1) кольорiв.
Нехай можливе розфарбування в (2n− 2) кольори. Усього (n− 1)(2n− 1)
ребер в графi. Коли кiлькiсть ребер (n − 1)(2n − 1) дiлиться на кiлькiсть
кольорiв (n− 1)(2n− 2), отримуємо число бiльше за (n− 1). Це включає в
себе кольори з множини (2n− 2) кольорiв що мають бути призначенi на n
ребер, що потрiбнi для 2n вершин. Але кiлькiсть вершин тiльки (2n − 1).
Отже нам потрiбно (2n− 1) кольорiв для розмалювання ребер в K2n−1.
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5 Висновки
У данiй курсовiй роботi ми розглянули та проаналiзували ребернi та то-
тальнi розфарбування графiв. Було розглянуто теореми та їх наслiдки з
цiєї тематики, зокрема основна теорема Вiзiнга. Дослiдженно реберне хро-
матичне число для рiзних типiв графiв: Петерсена, повного, двочасткового,
дерева.

За дослiдженням було виявлено, що дерева, двочастковий та повний
граф з парною кiлькiстю вершин належить першому класу реберного роз-
фарбування. Також було дослiдженно, що граф Петерсена та повний граф
з непарною кiлкiстю верши належить до другого класу.
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