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Першопорядкові логіки  
із квазіарними та n-арними предикатами 

Запропоновано новий клас програмно-орієнтованих логічних формалізмів – чисті першопорядкові 
логіки із квазіарними та n-арними предикатами. Такі формалізми є синтезом класичних першопоряд-
кових логік і композиційно-номінативних логік квазіарних предикатів. Розглянуто семантичні моделі 
та мови і досліджено семантичні властивості пропонованих логік. Встановлено зв’язок між n-арни- 
ми та X-арними предикатами, описано нормальні форми. Досліджено відношення логічного наслідку, 
наведено властивості цих відношень для арних атомарних формул. 
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Апарат математичної логіки є необхідним ін
струментом для створення надійних і ефективних 
програмних систем (див., напр., [6]). Для цього 
зазвичай використовують класичну логіку пре
дикатів. Проте класична логіка має [3; 4] низку 
принципових обмежень, які ускладнюють її ви
користання. Тому на перший план висувається 
проблема побудови нових, програмно-орієнто-
ваних логічних формалізмів. Важливим їхнім 
класом є композиційно-номінативні логіки част-
кових предикатів (КНЛ), які будуються на основі 
спільного для логіки й програмування компози-
ційно-номінативного підходу.

У цій роботі запропоновано новий клас про-
грамно-орієнтованих логічних формалізмів  – 
чисті першопорядкові логіки із квазіарними та 
базовими n-арними предикатами. Вони є синте-
зом першопорядкових класичних логік [2] та 
КНЛ квазіарних предикатів, назвемо їх PFLQA 
(Pure First-order Logics with Quasi-ary and n-Ary 
predicates). Описано семантичні моделі та мови 
таких логік, особливу увагу приділено вивченню 
відношень логічного наслідку. Наведено власти-
вості цих відношень, пов’язані з арними атомар-
ними формулами.

Поняття, які в цій статті не визначені, тлума-
чимо в сенсі [3–5]. 

1. Квазіарнi, n-арні, Х-арні предикати  
та їхні композиції

У першопорядкових логіках предикати зада-
ються на іменних множинах  – множинах пар, 
перша компонента яких – ім’я, а друга – значен-
ня цього імені.

V-A-іменна множина (V-A-ІМ) – це часткова 
однозначна функція d : V→A. Тут V і A – множини 

предметних імен і  предметних значень. V-A-ІМ 
подаємо як 1 1[ ,..., ]n nv a v a   , де vі V, ai  A, 
vі ≠ vj при i ≠  j. Клас всіх V-A-ІМ позначимо VA. 

Функцію asn :  
VA→ 2V задамо так: asn(d) = 

 ={v∈V |v a d∈

 для деякого a∈A}.  
Операції ||Х, ||–х, ∇ визначаємо так (тут Х ⊆ V, 

х∈V): d ||Х = [v a d∈
| v∈X];  

d ||–х = [v a d∈
| v ≠ х];  

d∇h = [h∪v a d∈
| v∉asn(h)]. 

Задамо параметричну операцію реномінації 
1

1

,...,
 ,...,r :n

n

v v
x x

VА→ VA, де усі vi, xi∈V: 
1

1

,...,
 ,..., 1 1r ( ) [ ( ),..., ( )]n

n

v v
x x n nd d v d x v d x= ∇   . 

Скорочено пишемо 1 замість ,..., ny y y . Тоді за-

мість 1

1

,...,
 ,...,r n

n

v v
x x  

пишемо
  r

v
x . 

 
Під квазіарним V-A-предикатом розуміємо до-

вільну часткову функцію вигляду P : VA→ {T, F}, 
де {T, F} – множина істиннісних значень.  

Далі в роботі розглядаємо однозначні квазі-
арні V-A-предикати. Клас цих предикатів позна-
чимо V

APrP . Неоднозначні предикати розглянуто 
в [4; 5; 7].  

Область істинності та область хибності пре-
диката P : VA→ {T, F} – це  

T(P) = {d∈VA | P(d) = T}  
та F(P) = {d∈VA | P(d) = F}. 

Далі пишемо: P(d)↓, якщо P(d) визначене; 
P(d)↑, якщо P(d) невизначене. 

Квазіарний V-A-предикат P тотальний, якщо 
T(P)∪F(P) = 

VA.  
Предикат вигляду P : AX→ {T, F}, де X ⊆ V, 

назвемо Х-арним.  
Х-арний предикат назвемо тотальним, якщо 

T(P)∪F(P) = AХ.  
Предикат P виконуваний, якщо T(P) ≠ ∅. 
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Предикат P неспростовний (частково істин-
ний), якщо F(P) = ∅.  

Предикат P еквітонний, якщо з умови P(d)↓ 
і d ⊆ d' випливає P(d')↓ = P(d).  

Клас еквітонних квазіарних V-A-предикатів 
позначимо 

V
APrPE . 

Предметне ім’я (змінна) z∈V (строго) неіс-
тотне для предиката P, якщо для всіх d1, d2 ∈

VA 
таких, що d1 ||–х = d2 ||–х, маємо P(d1) = P(d2).  

Кожний Х-арний предикат можна розшири-
ти до еквітонного квазіарного, для якого неістот-
ними є усі z∈V \ Х. Тому надалі Х-арними преди-
катами будемо називати еквітонні квазіарні пре-
дикати, для яких усі z∈V \ Х є неістотними.  

Еквітонний предикат Q : VА→ {T, F} назве-
мо тотальним Х-арним, якщо: для Q неістот-
ними є усі z∈V \ Х, причому Q(d)↓ для кожного 
d∈AХ.  

Надалі обмежимось розглядом тотальних 
Х-арних предикатів. 

Множину Х назвемо арністю Х-арного пре-
диката P та позначаємо ar(P).  

Клас тотальних Х-арних V-A-предикатів (Х фік-
сована) позначимо X

APra .  
Клас 

 скінченне  

X
A

X V
Pra

⊆


 усіх тотальних Х-арних 

предикатів позначимо V
APra .  

Традиційні n-арні предикати [1; 3] вигляду 
P : An→ {T, F} можна трактувати як {1,..., n}-арні. 
Тому під n-арними предикатами розуміємо то-
тальні {1,..., n}-арні з умовою невизначеності на 
всіх d∈Ak, k<n. Отже, для n-арного предикатa P 
виконуються такі умови (надалі ІМ 

1[1 ,..., ]na n a 

 
позначаємо (a1,..., an)):  

– P(d) = P(d ||{1,..., n}) для всіх d∈VA,  
– P(a1,..., an)↓ для всіх a1,..., an∈A,  
– P(a1,…, an,…, am)↓ = P(a1,..., an) для кожно-

го (a1,…, an,…, am)∈Am,  
– P(a1,..., ak)↑ для кожного (a1,..., ak)∈Ak, де k<n.  
Опишемо композиції предикатів. За базові 

пропозиційні композиції беремо ¬ та ∨, задамо 
їх областями істинності й хибності предикатів 
¬P та P∨Q:  

T(¬P) = F(P);         F(¬P) = T(P); 
T(P∨Q) = T(P)∪T(Q);         F(P∨Q) = F(P)∩F(Q). 

Композицію реномінації R :v V V
x A APrP PrP→  

задамо так:  R ( )( ) (r ( ))v v
x xP d P d= .  

Композицію квантифікації ∃x: V V
A APrP PrP→  

беремо за базову, задамо її так:  
T(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a T∇ =

 для деяко-
го a∈A}; 
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– P(a1,..., an)↓ для всіх a1,..., an∈A,
– P(a1,…, an,…, am)↓ = P(a1,..., an) для кожно-

го (a1,…, an,…, am)∈Am,
– P(a1,...,ak)↑ для кожного (a1,...,ak)∈Ak, де k<n.
Опишемо композиції предикатів. За базові 

пропозиційні композиції беремо ¬ та ∨, задамо 
їх областями істинності й хибності предикатів 
¬P та P∨Q:

T(¬P) = F(P);         F(¬P) = T(P);
T(P∨Q) = T(P)∪T(Q);         F(P∨Q) = F(P)∩F(Q).

Композицію реномінації R :v V V
x A APrP PrP®

задамо так: R ( )( ) (r ( ))v v
x xP d P d= .

Композицію квантифікації ∃x: V V
A APrP PrP®

беремо за базову, задамо її так: 
T(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a T∇ = для деяко-

го a∈A};

Предикат P неспростовний (частково істин-
ний), якщо F(P) = ∅.

Предикат P еквітонний, якщо з умови P(d)↓
і d⊆ d' випливає P(d')↓= P(d). 

Клас еквітонних квазіарних V-A-предикатів 
позначимо V

APrPE .
Предметне ім’я (змінна) z∈V (строго) неіс-

тотне для предиката P, якщо для всіх d1, d2∈
VA

таких, що d1 ||–х = d2 ||–х, маємо P(d1) = P(d2). 
Кожний Х-арний предикат можна розшири-

ти до еквітонного квазіарного, для якого неістот-
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мо тотальним Х-арним, якщо: для Q неістот-
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Надалі обмежимось розглядом тотальних
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Множину Х назвемо арністю Х-арного пре-
диката P та позначаємо ar(P). 
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всіх d∈Ak, k<n. Отже, для n-арного предикатa P 
виконуються такі умови (надалі ІМ 

1[1 ,..., ]na n a 

 
позначаємо (a1,..., an)):  

– P(d) = P(d ||{1,..., n}) для всіх d∈VA,  
– P(a1,..., an)↓ для всіх a1,..., an∈A,  
– P(a1,…, an,…, am)↓ = P(a1,..., an) для кожно-

го (a1,…, an,…, am)∈Am,  
– P(a1,..., ak)↑ для кожного (a1,..., ak)∈Ak, де k<n.  
Опишемо композиції предикатів. За базові 

пропозиційні композиції беремо ¬ та ∨, задамо 
їх областями істинності й хибності предикатів 
¬P та P∨Q:  

T(¬P) = F(P);         F(¬P) = T(P); 
T(P∨Q) = T(P)∪T(Q);         F(P∨Q) = F(P)∩F(Q). 

Композицію реномінації R :v V V
x A APrP PrP→  

задамо так:  R ( )( ) (r ( ))v v
x xP d P d= .  

Композицію квантифікації ∃x: V V
A APrP PrP→  

беремо за базову, задамо її так:  
T(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a T∇ =

 для деяко-
го a∈A}; 

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ =

 для всіх 
a∈A}. 

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.  

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4].  

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних 
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Клас V
APrPE замкнений [3; 4] відносно ¬,∨,R ,v

x  
∃x.  

Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-
дукує n-арні вигляду 

1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}. 
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,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n
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x xn X
x x nQ Q= . 
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n nQ a n a = 
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n n nQ a n a x a x a= ∇   
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Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так: 

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P) ∪ ar(Q); 
ar(∃xP) = ar(P) \ {x}; 

1

1

,...,
,...,(R ( ))  n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈  
 

Таким чином, можна виділити такі підалгебри 
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= : 
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ=  – алгебра еквітонних 
P-предикатів;  

– ( , )V V
A AAr Pra CQ=  – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .  

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ =

 для всіх 
a∈A}. 

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.  

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4].  

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних 
предикатів.  

Клас V
APrPE замкнений [3; 4] відносно ¬,∨,R ,v

x  
∃x.  

Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-
дукує n-арні вигляду 

1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}. 

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= . 

Справді, маємо: 
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =  

= 1,...,
 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX

n nQ a n a = 

 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇   

=

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=  

. 
Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-

льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ  (їхня 
кількість нескінченна), вони задаються так: 

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= . 

Справді, 
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= = 

. 

Теорема 1. Клас V
APra  замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨, R ,v
x ∃x. 

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так: 

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P) ∪ ar(Q); 
ar(∃xP) = ar(P) \ {x}; 

1

1

,...,
,...,(R ( ))  n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈  
 

Таким чином, можна виділити такі підалгебри 
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= : 
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ=  – алгебра еквітонних 
P-предикатів;  

– ( , )V V
A AAr Pra CQ=  – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .  

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ = для всіх 
a∈A}.

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4]. 

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних
предикатів.

Клас V
APrPE замкнений[3; 4]відносно¬ ,∨, R ,v

x

∃x.
Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-

дукує n-арні вигляду 
1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}.

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= .

Справді, маємо:
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =
= 1,...,

 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX
n nQ a n a = 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇    =

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=   .

Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-
льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ (їхня
кількість нескінченна), вони задаються так:

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= .

Справді,
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= =  .

Теорема 1. Клас V
APra замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨,R ,v
x
∃x.

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так:

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P)∪ ar(Q);
ar(∃xP) = ar(P) \ {x};

1

1

,...,
,...,(R ( ))n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈

Таким чином, можна виділити такі підалгебри
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= :
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ= – алгебра еквітонних 
P-предикатів; 

– ( , )V V
A AAr Pra CQ= – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ = для всіх 
a∈A}.

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4]. 

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних
предикатів.

Клас V
APrPE замкнений[3; 4]відносно¬ ,∨, R ,v

x

∃x.
Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-

дукує n-арні вигляду 
1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}.

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= .

Справді, маємо:
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =
= 1,...,

 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX
n nQ a n a = 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇    =

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=   .

Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-
льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ (їхня
кількість нескінченна), вони задаються так:

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= .

Справді,
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= =  .

Теорема 1. Клас V
APra замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨,R ,v
x
∃x.

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так:

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P)∪ ar(Q);
ar(∃xP) = ar(P) \ {x};

1

1

,...,
,...,(R ( ))n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈

Таким чином, можна виділити такі підалгебри
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= :
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ= – алгебра еквітонних 
P-предикатів; 

– ( , )V V
A AAr Pra CQ= – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ = для всіх 
a∈A}.

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4]. 

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних
предикатів.

Клас V
APrPE замкнений[3; 4]відносно¬ ,∨, R ,v

x

∃x.
Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-

дукує n-арні вигляду 
1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}.

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= .

Справді, маємо:
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =
= 1,...,

 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX
n nQ a n a = 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇    =

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=   .

Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-
льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ (їхня
кількість нескінченна), вони задаються так:

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= .

Справді,
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= =  .

Теорема 1. Клас V
APra замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨,R ,v
x
∃x.

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так:

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P)∪ ar(Q);
ar(∃xP) = ar(P) \ {x};

1

1

,...,
,...,(R ( ))n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈

Таким чином, можна виділити такі підалгебри
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= :
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ= – алгебра еквітонних 
P-предикатів; 

– ( , )V V
A AAr Pra CQ= – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ = для всіх 
a∈A}.

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4]. 

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних
предикатів.

Клас V
APrPE замкнений[3; 4]відносно¬ ,∨, R ,v

x

∃x.
Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-

дукує n-арні вигляду 
1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}.

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= .

Справді, маємо:
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =
= 1,...,

 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX
n nQ a n a = 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇    =

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=   .

Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-
льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ (їхня
кількість нескінченна), вони задаються так:

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= .

Справді,
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= =  .

Теорема 1. Клас V
APra замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨,R ,v
x
∃x.

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так:

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P)∪ ar(Q);
ar(∃xP) = ar(P) \ {x};

1

1

,...,
,...,(R ( ))n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈

Таким чином, можна виділити такі підалгебри
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= :
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ= – алгебра еквітонних 
P-предикатів; 

– ( , )V V
A AAr Pra CQ= – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .

F(∃xP) = {d∈VA | ( )P d x a F∇ = для всіх 
a∈A}.

Композиції ¬, ∨,R ,v
x
∃x – це базові компози-

ції чистих першопорядкових логік квазіарних 
предикатів та базові композиції PFLQA.

Похідні композиції квазіарних предикатів 
→, &, ↔, ∀х описано в [3; 4]. 

Композиційну алгебру ( , )V V
A AQP PrP CQ= , де 

CQ = {¬, ∨,R ,v
x
∃x}, назвемо чистою першопо-

рядковою алгеброю (однозначних) квазіарних
предикатів.

Клас V
APrPE замкнений[3; 4]відносно¬ ,∨, R ,v

x

∃x.
Кожний тотальний X-арний предикат QX ін-

дукує n-арні вигляду 
1( ,..., )n

n
x xQ , де X = {x1,..., xn}.

Ці предикати задаються так: 1

1

,...,
( ,..., ) 1, ..., R ( )n

n

x xn X
x x nQ Q= .

Справді, маємо:
1

1

,...,
( ,..., ) 1 1, ..., 1( ,..., ) R ( )( ,..., )n

n

x xn X
x x n n nQ a a Q a a= =
= 1,...,

 1, ..., 1(r ([1 ,..., ]))nx xX
n nQ a n a = 

1 1 1([1 ,..., ] [ ,..., ])X
n n nQ a n a x a x a= ∇    =

1 1([ ,..., ])X
n nQ x a x a=   .

Кожний n-арний предикат Qn індукує тота-
льні {x1,..., xn}-арні предикати 1{ ,..., }nx xQ (їхня
кількість нескінченна), вони задаються так:

1

1

{ ,..., } 1, ..., 
,...,R ( )n

n

x x n n
x xQ Q= .

Справді,
1{ ,..., }

1 1([ ,..., ])nx x
n nQ x a x a = 

=
1

1, ..., 
,..., 1 1R ( )([ ,..., ])

n

n n
x x n nQ x a x a = 

1

1, ..., 
 ,..., 1 1(r ([ ,..., ]))

n

n n
x x n nQ x a x a=   =

1 1([1 ,..., ]) ( ,..., )n n
n n nQ a n a Q a a= =  .

Теорема 1. Клас V
APra замкнений щодо компо-

зицій ¬, ∨,R ,v
x
∃x.

Арність предиката, отриманого за допомо-
гою композиції, визначається так:

ar(¬P) = ar(P); (P∨Q) = ar(P)∪ ar(Q);
ar(∃xP) = ar(P) \ {x};

1

1

,...,
,...,(R ( ))n

n

v v
x xar P =

1( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  {1,..., }}n i iar P v v x v ar P i n= ∪ ∈ ∈

Таким чином, можна виділити такі підалгебри
алгебри ( , )V V

A AQP PrP CQ= :
– ( , )V V

A AQPE PrPE CQ= – алгебра еквітонних 
P-предикатів; 

– ( , )V V
A AAr Pra CQ= – алгебра X-арних преди-

катів, це підалгебра V
AQPE .



18� НАУКОВІ ЗАПИСКИ НаУКМА. 2016. Том 190. Комп’ютерні науки

Зауважимо, що застосування композиції ∨  
до X-арного та квазіарного предиката дає, зага-
лом, квазіарний предикат.  

Властивості квазіарних предикатів та їхніх 
композицій описано в [3–5; 7].  

Наведемо основні властивості композицій 
реномінації. 

Ren) R ( )y
zyP z P∃ = ∃ , де z неістотне для P. 

R) R( )P P=  – тотожна реномінація.  
RI) ,

,R ( ) R ( )z v v
z x xP P= – згортка пари тотожних 

імен.  
RU) Нехай z∈V неістотне для P, тоді 

,
,R ( ) R ( )z v v

y x xP P= . 

RR) R (R ( )) R ( )v w v w
x y x yP P= 

 – згортка компо-

зицій R v
x
 і Rw

y
 (див. [3–5]); 

R¬) R ( ) R ( )v v
x xP P¬ = ¬ ; 

R∨) R ( ) R ( ) R ( )v v v
x x xP Q P Q∨ = ∨ ; 

R∃s)R ( ) R ( ),v v
x xyP y P∃ = ∃  де { , }y v x∉ ; 

R∃) R ( ) R ( ),v v y
x x zyP z P∃ = ∃ 

 де { , }z v x∉  
та z неістотне для P. 

Для опису елімінації кванторів використо-
вують [5] спеціальні предикати-індикатори Ez, 
задаємо їх так:  

T(Ez) = {d∈VA | z∈asn(d)}; 
F(Ez) = {d∈VA | z∉asn(d)}.  
 
Теорема 2. 

(R ( ))x
yT P ∩ T(Ey) ⊆ T(∃xР);  

F(∃xР) ∩ T(Ey) ⊆ (R ( ));x
yF P  

(R ( ))x
yT P ⊆ F(Ey) ∪ T(∃xР);  

F(∃xР) ⊆ F(Ey) ∪ (R ( ))x
yF P . 

 

2. Мови та їхні інтерпретації 

 
Семантичними моделями PFLQA є чисті 

першопорядкові композиційні системи квазіар-
них предикатів із виділеними X-арними преди-
катами. Вони мають вигляд (A, Pr, CQ), де 
CQ = {¬, ∨,R ,v

x
∃x}. Кожна така композиційна 

система задає алгебру даних (A, Pr) та компози-
ційну алгебру предикатів (Pr, CQ). Множину 
предикатів можна подати як Pr V

A APrP Pn= ∪ , 
при цьому V V V

A A APrP PrPE Pra⊃ ⊃ . Терми ком-
позиційної алгебри трактуємо як формули мо-
ви. Алфавiт мови PFLQA:  

– множина V предметних імен (змінних);  
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,
,R ( ) R ( )z v v

y x xP P= . 

RR) R (R ( )) R ( )v w v w
x y x yP P= 

 – згортка компо-

зицій R v
x
 і Rw

y
 (див. [3–5]); 

R¬) R ( ) R ( )v v
x xP P¬ = ¬ ; 

R∨) R ( ) R ( ) R ( )v v v
x x xP Q P Q∨ = ∨ ; 

R∃s)R ( ) R ( ),v v
x xyP y P∃ = ∃  де { , }y v x∉ ; 

R∃) R ( ) R ( ),v v y
x x zyP z P∃ = ∃ 

 де { , }z v x∉  
та z неістотне для P. 

Для опису елімінації кванторів використо-
вують [5] спеціальні предикати-індикатори Ez, 
задаємо їх так:  

T(Ez) = {d∈VA | z∈asn(d)}; 
F(Ez) = {d∈VA | z∉asn(d)}.  
 
Теорема 2. 

(R ( ))x
yT P ∩ T(Ey) ⊆ T(∃xР);  

F(∃xР) ∩ T(Ey) ⊆ (R ( ));x
yF P  

(R ( ))x
yT P ⊆ F(Ey) ∪ T(∃xР);  

F(∃xР) ⊆ F(Ey) ∪ (R ( ))x
yF P . 

 

2. Мови та їхні інтерпретації 

 
Семантичними моделями PFLQA є чисті 

першопорядкові композиційні системи квазіар-
них предикатів із виділеними X-арними преди-
катами. Вони мають вигляд (A, Pr, CQ), де 
CQ = {¬, ∨,R ,v

x
∃x}. Кожна така композиційна 

система задає алгебру даних (A, Pr) та компози-
ційну алгебру предикатів (Pr, CQ). Множину 
предикатів можна подати як Pr V

A APrP Pn= ∪ , 
при цьому V V V

A A APrP PrPE Pra⊃ ⊃ . Терми ком-
позиційної алгебри трактуємо як формули мо-
ви. Алфавiт мови PFLQA:  

– множина V предметних імен (змінних);  

– множина { , , , }v
xCs R x= ¬ ∨ ∃ символів базо-

вих композицій; 
– множина Psq символів базових квазіарних 

предикатів;
– множина Psn символів базових n-арних пре-

дикатів.
Із кожним р∈Psn пов’язане натуральне чис-

ло п – його арність. Це означає, що задана функ-
ція ar : Psn® 2V. Символ р∈Psn із арністю п 
також позначаємо рn.

Індуктивне визначення множини Fr формул 
(тут префіксна форма запису):

Fq) Psq⊆Fr; формули q∈Psq назвемо ато-
марними;

Fn) нехай pn∈Psn, x1,...,xn∈V; тоді pnx1...xn∈Fr;
такі формули назвемо арними атомарними, мно-
жину цих формул позначимо Fat;

FC) Φ,Ψ∈Fr ⇒¬Φ,∨ФΨ, ,v
xR Φ ∃xΦ∈Fr.

Позначимо σ(Φ) множину тих р∈Рs, які вхо-
дять до складу формули Φ. Позначимо nm(Φ)
множину тих x∈V, що фігурують у символах 

v
yR та ∃x цієї Φ.

У множині Fr виділимо підмножину арних 
формул Far = {Φ |σ(Φ)⊆Psn}. Формули Far ін-
терпретуємо як X-арні предикати. Для Far дає-
мо таке визначення:

Fn) нехай pn∈Psn, x1,...,xn∈V; тоді pnx1...xn∈Far;
FC) Φ,Ψ∈Far ⇒¬Φ,∨ФΨ, ,v

xR Φ ∃xΦ∈Far.
Для запису формул також вживаємо тради-

ційну інфіксну форму (див. [3; 4]).
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V,Cs,Ps), 

де Ps = Psq∪Psn.
Інтерпретуємо мову PFLQA на композицій-

них системах CS = (A, Pr, CQ). Iмена x∈V позна-
чають елементи множини A, символи компози-
цій – відповідні композиції. Символи Рsn по-
значають базові п-арні предикати. Для опису 
цього позначення задамо тотальне однозначне 
I0 : Psn® PnA. Як і в класичній логіці, базові
п-арні предикати мають віртуальний характер, 
вони є цеглинками побудови традиційних X-ар-
них предикатів, або предикатів, які залежать від 
змінних (предметних імен) множини V. На ос-
нові I0 задаємо відображення : V

a AI Fat Pra® ,
яке визначає базові X-арні предикати:

1

1, ..., 
1 ,..., 0( ... ) R ( ( ))

n

n n n
a n x xI p x x I p= . Тотальне однознач-

не : V
q AI Psq PrP® позначає базові квазіарні пре-

дикати в множині V
APrP . Bідображення інтер-

претації формул : V
AI Fr PrP® задамо як сумісне

продовження Ia та Iq згідно з побудовою фор-
мул за допомогою символів Cs таким чином:

→

→

→

– множина { , , , }v
xCs R x= ¬ ∨ ∃  символів базо-

вих композицій;  
– множина Psq символів базових квазіарних 

предикатів;  
– множина Psn символів базових n-арних пре-

дикатів.  
Із кожним р∈Psn пов’язане натуральне чис-

ло п – його арність. Це означає, що задана фу-
нкція ar : Psn→ 2V. Символ р∈Psn із арністю п 
також позначаємо рn. 

Індуктивне визначення множини Fr формул 
(тут префіксна форма запису): 

Fq) Psq ⊆ Fr; формули q∈Psq назвемо ато-
марними; 

Fn) нехай pn∈Psn, x1,..., xn ∈V; тоді pnx1...xn ∈ Fr; 
такі формули назвемо арними атомарними, мно-
жину цих формул позначимо Fat;  

FC) Φ, Ψ∈Fr ⇒ ¬Φ, ∨ФΨ, ,v
xR Φ ∃xΦ∈Fr. 

Позначимо σ(Φ) множину тих р∈Рs, які вхо-
дять до складу формули Φ. Позначимо nm(Φ) 
множину тих x∈V, що фігурують у символах 

v
yR  та ∃x цієї Φ.  

У множині Fr виділимо підмножину арних 
формул Far = {Φ | σ(Φ) ⊆ Psn}. Формули Far ін-
терпретуємо як X-арні предикати. Для Far дає-
мо таке визначення: 

Fn) нехай pn∈Psn, x1,..., xn ∈V; тоді pnx1...xn ∈ Far;  
FC) Φ, Ψ∈Far ⇒ ¬Φ, ∨ФΨ, ,v

xR Φ ∃xΦ∈Far.  
Для запису формул також вживаємо тради-

ційну інфіксну форму (див. [3; 4]). 
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V, Cs, Ps), 

де Ps = Psq ∪ Psn. 
Інтерпретуємо мову PFLQA на композицій-

них системах CS = (A, Pr, CQ). Iмена x∈V позна-
чають елементи множини A, символи компози-
цій – відповідні композиції. Символи Рsn по-
значають базові п-арні предикати. Для опису 
цього позначення задамо тотальне однозначне 
I0 : Psn→PnA. Як і в класичній логіці, базові 
п-арні предикати мають віртуальний характер, 
вони є цеглинками побудови традиційних X-ар-
них предикатів, або предикатів, які залежать від 
змінних (предметних імен) множини V. На ос-
нові I0 задаємо відображення : V

a AI Fat Pra→ , 
яке визначає базові X-арні предика-
ти:
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ло п – його арність. Це означає, що задана фу-
нкція ar : Psn→ 2V. Символ р∈Psn із арністю п 
також позначаємо рn. 

Індуктивне визначення множини Fr формул 
(тут префіксна форма запису): 

Fq) Psq ⊆ Fr; формули q∈Psq назвемо ато-
марними; 

Fn) нехай pn∈Psn, x1,..., xn ∈V; тоді pnx1...xn ∈ Fr; 
такі формули назвемо арними атомарними, мно-
жину цих формул позначимо Fat;  

FC) Φ, Ψ∈Fr ⇒ ¬Φ, ∨ФΨ, ,v
xR Φ ∃xΦ∈Fr. 

Позначимо σ(Φ) множину тих р∈Рs, які вхо-
дять до складу формули Φ. Позначимо nm(Φ) 
множину тих x∈V, що фігурують у символах 

v
yR  та ∃x цієї Φ.  

У множині Fr виділимо підмножину арних 
формул Far = {Φ | σ(Φ) ⊆ Psn}. Формули Far ін-
терпретуємо як X-арні предикати. Для Far дає-
мо таке визначення: 

Fn) нехай pn∈Psn, x1,..., xn ∈V; тоді pnx1...xn ∈ Far;  
FC) Φ, Ψ∈Far ⇒ ¬Φ, ∨ФΨ, ,v

xR Φ ∃xΦ∈Far.  
Для запису формул також вживаємо тради-

ційну інфіксну форму (див. [3; 4]). 
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V, Cs, Ps), 

де Ps = Psq ∪ Psn. 
Інтерпретуємо мову PFLQA на композицій-

них системах CS = (A, Pr, CQ). Iмена x∈V позна-
чають елементи множини A, символи компози-
цій – відповідні композиції. Символи Рsn по-
значають базові п-арні предикати. Для опису 
цього позначення задамо тотальне однозначне 
I0 : Psn→PnA. Як і в класичній логіці, базові 
п-арні предикати мають віртуальний характер, 
вони є цеглинками побудови традиційних X-ар-
них предикатів, або предикатів, які залежать від 
змінних (предметних імен) множини V. На ос-
нові I0 задаємо відображення : V

a AI Fat Pra→ , 
яке визначає базові X-арні предика-
ти:
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1, ..., 
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q AI Psq PrP→  позначає базові квазіарні 

предикати в множині V
APrP . Bідображення інте-

рпретації формул : V
AI Fr PrP→  задамо як суміс-

не продовження Ia та Iq згідно з побудовою фо-
рмул за допомогою символів Cs таким чином: 

– множина { , , , }v
xCs R x= ¬ ∨ ∃ символів базо-

вих композицій; 
– множина Psq символів базових квазіарних 

предикатів;
– множина Psn символів базових n-арних пре-

дикатів.
Із кожним р∈Psn пов’язане натуральне чис-

ло п – його арність. Це означає, що задана функ-
ція ar : Psn® 2V. Символ р∈Psn із арністю п 
також позначаємо рn.

Індуктивне визначення множини Fr формул 
(тут префіксна форма запису):

Fq) Psq⊆Fr; формули q∈Psq назвемо ато-
марними;

Fn) нехай pn∈Psn, x1,...,xn∈V; тоді pnx1...xn∈Fr;
такі формули назвемо арними атомарними, мно-
жину цих формул позначимо Fat;

FC) Φ,Ψ∈Fr ⇒¬Φ,∨ФΨ, ,v
xR Φ ∃xΦ∈Fr.

Позначимо σ(Φ) множину тих р∈Рs, які вхо-
дять до складу формули Φ. Позначимо nm(Φ)
множину тих x∈V, що фігурують у символах 

v
yR та ∃x цієї Φ.

У множині Fr виділимо підмножину арних 
формул Far = {Φ |σ(Φ)⊆Psn}. Формули Far ін-
терпретуємо як X-арні предикати. Для Far дає-
мо таке визначення:

Fn) нехай pn∈Psn, x1,...,xn∈V; тоді pnx1...xn∈Far;
FC) Φ,Ψ∈Far ⇒¬Φ,∨ФΨ, ,v

xR Φ ∃xΦ∈Far.
Для запису формул також вживаємо тради-

ційну інфіксну форму (див. [3; 4]).
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V,Cs,Ps), 

де Ps = Psq∪Psn.
Інтерпретуємо мову PFLQA на композицій-

них системах CS = (A, Pr, CQ). Iмена x∈V позна-
чають елементи множини A, символи компози-
цій – відповідні композиції. Символи Рsn по-
значають базові п-арні предикати. Для опису 
цього позначення задамо тотальне однозначне 
I0 : Psn® PnA. Як і в класичній логіці, базові
п-арні предикати мають віртуальний характер, 
вони є цеглинками побудови традиційних X-ар-
них предикатів, або предикатів, які залежать від 
змінних (предметних імен) множини V. На ос-
нові I0 задаємо відображення : V

a AI Fat Pra® ,
яке визначає базові X-арні предикати:
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ло п – його арність. Це означає, що задана функ-
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Індуктивне визначення множини Fr формул 
(тут префіксна форма запису):
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Fn) нехай pn∈Psn, x1,...,xn∈V; тоді pnx1...xn∈Fr;
такі формули назвемо арними атомарними, мно-
жину цих формул позначимо Fat;

FC) Φ,Ψ∈Fr ⇒¬Φ,∨ФΨ, ,v
xR Φ ∃xΦ∈Fr.

Позначимо σ(Φ) множину тих р∈Рs, які вхо-
дять до складу формули Φ. Позначимо nm(Φ)
множину тих x∈V, що фігурують у символах 
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формул Far = {Φ |σ(Φ)⊆Psn}. Формули Far ін-
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xR Φ ∃xΦ∈Far.
Для запису формул також вживаємо тради-

ційну інфіксну форму (див. [3; 4]).
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V,Cs,Ps), 

де Ps = Psq∪Psn.
Інтерпретуємо мову PFLQA на композицій-

них системах CS = (A, Pr, CQ). Iмена x∈V позна-
чають елементи множини A, символи компози-
цій – відповідні композиції. Символи Рsn по-
значають базові п-арні предикати. Для опису 
цього позначення задамо тотальне однозначне 
I0 : Psn® PnA. Як і в класичній логіці, базові
п-арні предикати мають віртуальний характер, 
вони є цеглинками побудови традиційних X-ар-
них предикатів, або предикатів, які залежать від 
змінних (предметних імен) множини V. На ос-
нові I0 задаємо відображення : V
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→
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I(¬Φ) = ¬(I(Φ)), I(∨ΦΨ) = ∨(I(Φ), I(Ψ)), 
( ( )) R ( ( ));v v

x xI R IΦ = Φ  I(∃xΦ) = ∃x(I(Φ)). 
Трійку J = (CS, Σ, I) назвемо інтерпретацією 

мови PFLQA сигнатури Σ.  
Предикат J(Φ) – значення формули Φ при 

інтерпретації J – позначимо ΦJ. 
п-арний предикат I0(pn), де pn∈Psn, також 

позначаємо n
Jp .  

Для арних атомарних формул 
1( ... ) ( )n

n Jp x x d , 
де d∈VA, обчислюється так: 

1 1

1, ..., 1, ..., 
1 ,...,  ,...,( ... ) ( ) R ( ( )) (r ( ))
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обхідне для виконання еквівалентних перетво-
рень формул. 

Задамо множину «нових» для Φ неістотних 
імен: fu(Φ) = VT \ nm(Φ). 

Для довільної Γ ⊆ Fr задаємо 
( ) ( )

Φ∈Γ
ν Γ = ν Φ



 
та fu(Γ) = VT \ nm(Γ). 

Для формул, які задають X-арні предикати, 
функцію арності ar : Far→ 2V задаємо як про-
довження функції ar : Psn → 2V таким чином:  

ar(¬Φ) = ar(Φ); ar(∨ΦΨ) = ar(Φ) ∪ ar(Ψ); 
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Для формул Φ∈Far функцію ν можна задати 
через функцію арності ar:  

Теорема 4. Φ∈Far ⇒ ν(Φ) = V \ ar(Ф).  

 

3. Відношення логічного наслідку.  
Нормальні форми 

 
Для формалізації фундаментального поняття 

логічного наслідку введено і досліджено 
[4, 5, 7] низку відношень на множині формул. 
Дамо їх визначення для загального випадку 
пари множин формул. Нехай Γ⊆ Fr, ∆ ⊆ Fr. Бу-
демо позначати:  
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ції J. 
Зокрема, отримуємо відношення наслідку при 

фіксованій інтерпретації J для двох формул та 
відношення логічного наслідку для двох формул.  

Між відношеннями логічного наслідку має-
мо [5] такі співвідношення: 
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Для формул, які задають X-арні предикати, 
функцію арності ar : Far→ 2V задаємо як про-
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ar(¬Φ) = ar(Φ); ar(∨ΦΨ) = ar(Φ) ∪ ar(Ψ); 
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1

1

,...,
,..., 1( ( )) ( ( ) \ { ,..., }) { | ( ),  n

n

v v
x x n i iar R ar v v x v arΦ = Φ ∪ ∈ Φ

 {1,..., }}i n∈ . 

Для формул Φ∈Far функцію ν можна задати 
через функцію арності ar:  

Теорема 4. Φ∈Far ⇒ ν(Φ) = V \ ar(Ф).  

 

3. Відношення логічного наслідку.  
Нормальні форми 

 
Для формалізації фундаментального понят- 

тя логічного наслідку введено і досліджено 
[4; 5; 7] низку відношень на множині формул. 
Дамо їх визначення для загального випадку 
пари множин формул. Нехай Γ⊆ Fr, ∆ ⊆ Fr. Бу-
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( )JT
Φ∈Γ

Φ


 як T∧(ΓJ), ( )JF
Ψ∈∆

Ψ


 як F∧(∆J), 

( )JT
Ψ∈∆

Ψ


 як T∨(∆J), ( )JF
Φ∈Γ

Φ


 як F∨(ΓJ). 
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( )JF ∧ ∆ ⊆  F∨(ΓJ);  
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ції J. 
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Введені відношення логічного наслідку для 
множин формул рефлексивні, проте нетранзити-
вні. Водночас такі відношення для двох формул 
рефлексивні й транзитивні, вони індукують від-
повідні відношення логічної еквівалентності.  

Відношення еквівалентності при інтерпре-
тації J задаємо за такою схемою:  

Φ J∼∗ Ψ, якщо Φ J|=∗ Ψ та Ψ J|=∗ Φ. 
Відношення логічної еквівалентності ∼IR, ∼T, 

∼F, ∼TF визначаємо за схемою:  
Φ ∼∗ Ψ, якщо Φ |=∗ Ψ та Ψ |=∗ Φ. 

Для відношення J∼TF маємо:  
Φ J∼TF Ψ⇔T(ΦJ) = T(ΨJ) та F(ΦJ) = F(ΨJ).  
Отже, Φ J∼TF Ψ ⇔ ΦJ = ΨJ, тобто ΦJ та ΨJ – 

один і той самий предикат.  
Використовуючи ∼TF, опишемо властивості 

формул, пов’язані з кванторами та реномінаці-
ями. Вони індуковані відповідними властивос-
тями предикатів.  

Ren) ( )y
TF zy zR∃ Φ ∃ Φ

 за умови z∈ν(Φ); 

R) ( ) TFR Φ Φ

; 

RI) ,
, ( ) ( )z v v

z x TF xR RΦ Φ

; 

RU) ,
, ( ) ( )z v v

y x TF xR RΦ Φ

 за умови z∈ν(Φ); 

RR) ( ( )) ( )v w v w
x y TF x yR R RΦ Φ 

; 

R¬) ( ) ( )v v
x TF xR R¬Φ ¬ Φ

; 
R∨) ( ) ( ) ( )v v v

x TF x xR R RΦ∨Ψ Φ ∨ Ψ

; 
R∃s) ( ) ( )v v

u TF uR x xR∃ Φ ∃ Φ

 за умови { , }x v u∉ ; 

R∃) ( ) ( )v v y
x TF x zR y zR∃ Φ ∃ Φ 

 за умови 

( ( ))v
xz fu R x∈ ∃ Φ . 

Для арних атомарних формул додатково ма-
ємо (тут pn∈Psn):  

Rar) 1

1

,...,
,..., 1 1( ,..., ) ,...,m

m

v v n n
y y n TF nR p x x p z z

, 

де 1,  якщо { ,..., },              
,  якщо  для деякого .

i i m
i

j i j j

x x v vz y x v v
∉=  =

 

Основою еквівалентних перетворень фор-
мул є теорема еквівалентності. Вона формулю-
ється [4; 5] для ∼TF та ∼IR, а для ∼T та ∼F теорема 
невірна.  

Теорема 5. Нехай Φ' отримано з формули Φ 
заміною деяких входжень Φ1, ..., Φn на Ψ1, ..., Ψn. 
Якщо Φ1 ∼∗ Ψ1, ..., Φn ∼∗ Ψn, то Φ ∼∗ Φ'. 

Кожна формула PFLQA зводиться до класи-
чноподібної нормальної форми. 

Формула Ψ нормальна, якщо всі символи 
реномінації формули Ψ (якщо вони є) застосо-
вані тільки до предикатних символів, і всі вхо-
дження кванторних префіксів у Ψ (якщо вони є) – 
по різних тотально неістотних іменах. 

Теорема 6. Для кожної формули Φ можна збу-
дувати нормальну Ψ: Φ ∼TF Ψ. 
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Теорема 5. Нехай Φ' отримано з формули Φ 
заміною деяких входжень Φ1, ..., Φn на Ψ1, ..., Ψn. 
Якщо Φ1 ∼∗ Ψ1, ..., Φn ∼∗ Ψn, то Φ ∼∗ Φ'. 

Кожна формула PFLQA зводиться до класи-
чноподібної нормальної форми. 

Формула Ψ нормальна, якщо всі символи 
реномінації формули Ψ (якщо вони є) застосо-
вані тільки до предикатних символів, і всі вхо-
дження кванторних префіксів у Ψ (якщо вони є) – 
по різних тотально неістотних іменах. 

Теорема 6. Для кожної формули Φ можна збу-
дувати нормальну Ψ: Φ ∼TF Ψ. 

Кожному входженню кванторного префікса 
∃х у Φ зіставимо у∈fu(Φ), причому різним та-
ким входженням зіставимо різні імена. Просу-
ваючись по Φ зліва направо, замінюємо кожну 
підформулу вигляду ∃хА на формулу ( )x

yyR∃ Α , 

кожен раз беручи нове у∈fu(Φ). За Ren тоді 
A ( )x

TF yx yR∃ ∃ Α . Для так отриманої формули Ξ 

маємо Φ ∼TF Ξ за теоремою еквівалентності.  
Далі за Ξ будуємо нормальну формулу Ψ. 

Згідно з R, RI, RU, RR, R¬, R∨, R∃s проносимо 
символи реномінації вглиб формули до рівня пре-
дикатних символів. У випадку σ(Φ) ∩ Psn ≠ ∅ 
на останньому етапі згідно з Rar спрощуємо арні 
атомарні формули: кожну таку 1

1

,...,
,..., 1( ,..., )m

m

v v n
y y nR p x x  

замінюємо на 
1,...,

n
np z z . Отримуємо формулу Ψ, 

яка нормальна, причому Ψ ∼TF Ξ. Враховуючи 
Φ ∼TF Ξ, звідси Φ ∼TF Ψ.  

 

4. Властивості відношень логічного  
наслідку для множин формул 

 
Теорема 7. Нехай Φ ∼∗ Ψ (тут ∼∗ та |=∗ – це 

∼TF, ∼IR та |=∼TF, |=∼IR), тоді:  
Φ, Γ |=∗ ∆ ⇔ Ψ, Γ |=∗ ∆; Γ |=∗ ∆, Φ ⇔ Γ |=∗|= ∆, Ψ. 

Надалі, якщо інше не зазначене окремо, |= – 
одне з |=IR, |=T, |=F, |=TF.  

Для всіх введених відношень маємо моно-
тонність:  

М) Нехай Γ ⊆ Λ та ∆ ⊆ Σ, тоді Γ |= ∆ ⇒Λ |= Σ.  
Для |=IR можна (див. [4; 5]) переносити фор-

мулу з лівої частини логічного наслідку в праву 
і навпаки, знімаючи чи навішуючи заперечен-
ня, проте для |=T, |=F, |=TF таке робити не можна. 
Така сама ситуація і для арних атомарних формул. 

Теорема 8. Для арних атомарних формул 
можливі такі ситуації: 

1) , | TFpz¬ Γ = ∆  та | ,T pzΓ ≠ ∆ ; , | TFpz Γ = ∆  та 

| ,T pzΓ ≠ ∆ ¬ ;  

2) | ,TF pzΓ = ∆  та , | Fpz¬ Γ ≠ ∆ ; | ,TF pzΓ = ∆ ¬  

та , | Fpz Γ ≠ ∆ .  
Доводимо п. 1. Нехай 
( ) ,  ( ) та невірно ( )pu d T u asn d z asn d= ⊆ ⊆ , 

звідки ( )pz d ↑ ; тоді 
( ) та ( ) ( )d T pu d T pz T pz∈ ∉ ¬ ∪ ; 

звідси отримуємо: 
, | TFpz pu pz¬ = ¬  та | ,Tpu pz pz≠ ¬ , 
, | TFpz pu pz=  та  | ,Tpu pz pz≠ ¬ . 

Доводимо п. 2. Нехай  
( ) ,  ( ) та невірно ( )pu d F u asn d z asn d= ⊆ ⊆ , 

звідки ( )pz d ↑ ; тоді  
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Висновки

У роботі запропоновано новий клас програм-
но-орієнтованих логічних формалізмів – чисті 
першопорядкові логіки із квазіарними та базови-
ми n-арними предикатами. Вони є природним син-
тезом класичних першопорядкових логік і компо
зиційно-номінативних логік квазіарних предикатів. 
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∃vR) Ey, Γ |= ∃хΦ, ∆ ⇔ , | , ( ),x
yEy x RΓ = ∃ Φ Φ ∆ ; 

¬∃vL) ¬∃хΦ, Ey, Γ |= ∆ ⇔ 
, ( ), , |x

yx R Ey¬∃ Φ ¬ Φ Γ = ∆ . 

Bластивості E-розподілу та первісного озна-
чення:  

Ed) Γ |= ∆ ⇔ Ey, Γ |= ∆ та Γ |= ∆, Ey; 
Ev) Γ |= ∆ ⇔ Ez, Γ |= ∆ за умови z∈fu(Γ, ∆). 
Наведемо специфічні для PFLQA властивості 

відношень логічного наслідку, пов’язані з арни-
ми атомарними формулами; вони опираються на 
теорему 3.  

Для |=IR маємо властивості означення для ар-
них атомарних формул:  
DaL) 1 1 1... , |   ... , ,..., , |n n

n IR n n IRp x x p x x Ex ExΓ = ∆ ⇔ Γ = ∆ ; 

DaR) 1 1 1| , ...   ,..., , | , ...n n
IR n n IR np x x Ex Ex p x xΓ = ∆ ⇔ Γ = ∆ . 

DaL та DaR індукують пов’язані з арними ато-
марними формулами похідні властивості, які га-
рантують наявність відношення |=IR:  

СaL) , | ,   за умови { }IRpx Ez z xΓ = ∆ ∈ ; 

СaR) | , ,   за умови { }IR px Ez z xΓ = ∆ ∈ . 
Для |=T, |=F, |=TF властивості DaL та DaR вже 

невірні. Для |=T та |=F маємо: 
DTaL) 1 1 1... , |   ... , ,..., , |n n

n T n n Tp x x p x x Ex ExΓ = ∆ ⇔ Γ = ∆ ; 

DT¬aL) 1 1 1... , |   ... , ,..., , |n n
n T n n Tp x x p x x Ex Ex¬ Γ = ∆ ⇔ ¬ Γ = ∆ ; 

DFaR) 1 1 1| , ...   ,..., , | , ...n n
F n n F np x x Ex Ex p x xΓ = ∆ ⇔ Γ = ∆ ; 

DF¬aR) 1 1 1| , ...   ,..., , | , ...n n
F n n F np x x Ex Ex p x xΓ = ∆ ¬ ⇔ Γ = ∆ ¬ . 

Приклад. Маємо Ex, p1x ∨ ¬Ex |=T p1x, вод-
ночас p1x ∨ ¬Ex |≠T p1x.  

Маємо p1x, Ex |=F p1x & Ex, водночас p1x |≠ 
≠ F p1x & Ex. 

Таком чином, для |=T немає аналога власти-
вості DaR, для |=F немає аналога властивості DaL, 
а для |=TF немає аналогів властивостей DaL і DaR.  

DTaL, DT¬aL та DFaR, DF¬aR індукують по-
в’язані з арними атомарними формулами похідні 
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СTaL) , | ,   за умови { }Tpx Ez z xΓ = ∆ ∈ ; 
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( ) та ( ) ( )d F pu d F pz F pz∈ ∉ ¬ ∪ ; 
звідси отримуємо: 

,| ,TFpz pu pz=  та , | Fpz pz pu¬ ≠ , 

,| ,TFpz pu pz¬ = ¬  та , | Fpz pz pu¬ ≠ . 
Наявність певного відношення логічного на-

слідку гарантують властивості:  
С) Φ, Γ |= Φ, ∆;  
СL) ¬Φ, Φ, Γ |=T ∆; водночас Γ |≠T ∆, ¬Ψ, Ψ;  
СR) Γ |=F ∆, ¬Ψ, Ψ; водночас ¬Φ, Φ, Γ |≠F ∆;  
СLR) ¬Φ, Φ, Γ |=TF ∆, ¬Ψ, Ψ. 
Властивості декомпозиції формул: 
¬¬L) ¬¬Φ, Γ |= ∆ ⇔ Φ, Γ |= ∆;  
¬¬R) Γ |= ∆, ¬¬Φ ⇔ Γ |= ∆, Φ; 
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¬R) Γ |=IR ∆, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |=IR ∆. 
Специфічним для PFLQA є продукування 

арних атомарних формул: 
RaL) ( ), |   , |v

yR px pzΓ = ∆ ⇔ Γ = ∆ , де p∈Psn; 

R¬aL) ( ), |   , |v
yR px pz¬ Γ = ∆ ⇔ ¬ Γ = ∆ , де p∈Psn; 
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R¬aR) | ( ),   | ,v
yR px pzΓ = ¬ ∆ ⇔ Γ = ¬ ∆ , де p∈Psn. 

Для RaL, R¬aL, RaR, R¬aR z  визначається так, 
як описано в Rar.  
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муємо на основі властивостей R, RI, RU, RR, 
R¬, R∨, R∃s, R∃. Кожна така R∗ продукує 4 від-
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xRΓ = ∆ ¬ Φ ∨Ψ  ⇔ 
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Розглянуто семантичні моделі та мови, досліджено 
семантичні властивості пропонованих логік. Вста-
новлено зв’язок між n-арними та тотальними X-ар
ними предикатами, описано класичноподібні нор-
мальні форми формул мови. Описано відношення 

логічного наслідку, наведено властивості, пов’язані 
з арними атомарними формулами. Властивості від-
ношень логічного наслідку для множин формул 
є семантичною основою побудови для пропоно-
ваних логік відповідних секвенційних числень. 
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М. Nikitchenko, S. Shkilniak 

FIRST-ORDER LOGICS WITH QUASI-ARY  
AND n-ARY PREDICATES 

Verification is one of the important methods of improving the reliability of software. It should be based on 
logics that adequately reflect the main properties of programs. Among such properties are partiality and non-
determinism of programs, usage of complex data structures, etc. In particular, programs use mapping of fixed 
arity (n-ary mappings) and of flexible arity (quasiary mappings). These properties imply the necessity of 
construction of program-oriented logics that are based on n-ary and quasiary mapping. This paper considers 
one of these logics – pure first-order logic of quasiary and n-ary predicates. This logic is a synthesis of first-
order classical logic and first-order composition-nominative logics of quasiary predicates. As semantic mod-
els, quasiary predicate algebras and their subalgebras of various types are considered, in particular, subal-
gebras of equitone and X-ary predicates. The class of compositions consists of compositions of disjunction, 
negation, renomination, and existential quantification. Semantic properties of algebras with these composi-
tions are studied. The connection between n-ary and X-ary predicates is described. Based on algebras with 
these compositions, a logic language is defined as the set of terms of corresponding algebras. This language 
being restricted by the class of n-ary predicate symbols coincides with the first-order language of classical 
logic; and being restricted by the class of quasiary predicate symbols it coincides with the language of first-
order quasiary logic. The paper  describes the following types of logical consequences: irrefutability conse-
quence |=IR, consequence on truth |=T, consequence on falsity |=F, and a strong consequence on truth and 
falsity |=TF. Semantic properties of these consequences are investigated. In particular, logical equivalence 
relations are studied for the introduced consequences. Transformations based on such equivalence relations 
permit to transform formulas to various normal forms. The formulated semantic properties form the basis for 
sequent rules and corresponding sequent calculi for the defined logics.

Keywords: logic, quasiary predicate, n-ary predicate, logical consequence. 
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