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IЗОМЕТРИЧНIСТЬ ПОЛIНОМIВ НАД КIЛЬЦЕМ ЦIЛИХ
2-АДИЧНИХ ЧИСЕЛ 1

Роботу присвячено побудовi критерiю iзометричностi полiномiальних функцiй над кiльцем Z2 цiлих
2-адичних чисел. Вказано необхiднi й достатнi умови на коефiцiенти полiнома, при яких цей полiном
зберiгає метрику вiдповiдного ультраметричного простору Z2.

Ключовi слова: полiном, метрика, кiльце, ультраметричний простiр, кiльце полiномiв, кiльце цiлих
2-адичних чисел.

Робота продовжує дослiдження 2-адичних гру-
пових автоматiв за допомогою представлення
2-адичними iзометрiями. Дослiдження iзометрiй
кiльця Z2 є важливим з погляду теорiї групових ав-
томатiв, оскiльки кожен двiйковий груповий авто-
мат можна розглядати як таку iзометрiю. Важливий
клас iзометрiй утворюють полiномiальнi функцiї,
дослiдженню яких на iзометричнiсть i присвячена
дана стаття.

Отже, розглянемо многочлени кiльця Z2[x]. У
цьому роздiлi ми сформулюємо умови, за яких мно-
гочлен f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + ... + anxn буде
iзометрiєю кiльця Z2.

Означення 1. Означимо Sn(x1, x2) як

Sn(x1, x2) =
n−1∑

k=0

xn−k−1
1 · xk

2 .

Приклад 1. S1(x1, x2) = 1, S2(x1, x2) = x1 + x2,
S3(x1, x2) = x2

1 + x1 · x2 + x2
2 i т. д.

Означення 2. Означимо функцiю µ(x) = x:

µ(x) =

{
0, x ∈ 2Z2

1, x ∈ Z∗2
.

Лема 1. S2k(x1, x2) = x1 ⊕ x2, k ∈ N.

Доведення. S2k складається з парної кiлькостi до-
данкiв, кожен з яких буде непарним, якщо x1 та x2

непарнi. Тому S2k є парним, якщо x1 та x2 непарнi.
Очевидно, що S2k є парним, якщо x1 та x2 парнi.
Крiм того, S2k = x1 + S2k−1 · x2 = S2k−1 · x1 + x2,
тому S2k є непарним, якщо x1 та x2 — рiзної пар-
ностi. Отже, таблиця значень для S2k(x1, x2) i та-
блиця iстинностi для x1 ⊕ x2 однаковi.

Лема 2. S2k+1(x1, x2) = x1 ∪ x2, k ∈ N.

Доведення. S2k+1 складається з непарної кiлькостi
доданкiв, кожен з яких буде непарним, якщо x1

та x2 непарнi. Тому S2k є непарним, якщо x1 та
x2 непарнi. Очевидно, що S2k є парним, якщо x1

та x2 парнi. Крiм того, S2k = x1 + S2k−1 · x2 =
S2k−1 · x1 + x2, тому S2k є непарним, якщо x1 та
x2 — рiзної парностi. Отже таблиця значень для
S2k+1(x1, x2) та таблиця iстинностi для x1 ∪ x2

однаковi.

Означення 3.

Df (x1, x2) =
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
.

Лема 3. Для многочлена f(x) = a0 + a1x + a2x
2 +

... + anxn виконується рiвнiсть

Df (x1, x2) =
n∑

k=1

akSk(x1, x2).

Доведення. Дiйсно, f(x1) − f(x2) = (a0 + a1x1 +
a2x

2
1+...+anxn

1 )−(a0+a1x2+a2x
2
2+...+anxn

2 ) =∑n
k=1 ak(xk

1 − xk
2).

Очевидно, що для всiх k ∈ N

(xk
1−xk

2)/(x1−x2) =
k−1∑
t=0

xk−t−1
1 ·xt

2 = Sk(x1, x2).

Звiдси маємо потрiбну рiвнiсть:

Df (x1, x2) =
n∑

k=1

akSk(x1, x2).

Лема 4. Многочлен f(x) ∈ Z2[x] є iзометрiєю тодi
i тiльки тодi, коли

∀ x1, x2 ∈ Z2 Df (x1, x2) = 1.

Доведення. Дiйсно, оскiльки f — iзометрiя, то
(f(x1)− f(x2)) та (x1 − x2) мають однакову кiль-
кiсть 0 на початку двiйкового запису, а отже, їх
вiдношення буде непарним 2-адичним числом.

1Робота частково пiдтримана Мiжнародним благодiйним фондом вiдродження Києво-Могилянської академiї.
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Означення 4. Для многочлена f(x) = a0 + a1x +
a2x

2 + ... + anxn означимо Af та Bf :

Af = µ




[ n+1
2 ]∑

k=1

a2k


 ,

Bf = µ




[ n+1
2 ]∑

k=2

a2k−1


 .

Теорема 1. Має мiсце наступна рiвнiсть:

Df (x1, x2) = a1⊕(Af∩(x1⊕x2))⊕(Bf∩(x1∪x2)).

Доведення. За лемою 3 маємо:

Df (x1, x2) =
n∑

k=1

akSk(x1, x2).

Далi, оскiльки a + b = a⊕ b, то:

n∑

k=1

akSk(x1, x2) = ⊕
n∑

k=1

akSk(x1, x2).

оскiльки a ∗ b = a ∗ b, то:
n∑

k=1

akSk(x1, x2) = ⊕
n∑

k=1

akSk(x1, x2) (1)

Скориставшись лемами 1 та 2 отримуємо з (1) по-
трiбну рiвнiсть.

Наслiдок 1. За лемою 4 i теоремою 1 многочлен
f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + ... + anxn є iзометрiєю
тодi i тiльки тодi, коли формула a1 ⊕ (Af ∩ (x1 ⊕
x2))⊕ (Bf ∩ (x1 ∪ x2)) є тотожно-iстиною.

Теорема 2. a1⊕ (Af ∩ (x1⊕x2))⊕ (Bf ∩ (x1∪x2))
є тотожно-iстиною тодi i тiльки тодi, коли a1 =
1, Af = 0, Bf = 0.

Доведення. Побудуємо таблицю вигляду формули
a1⊕ (Af ∩ (x1⊕x2))⊕ (Bf ∩ (x1 ∪x2)) для рiзних
значень a1, Af , Bf (див. таб. 1.):

Таблиця 1.
a1 Af Bf Результат

0 0 0 0
0 0 1 x1 ∪ x2

0 1 0 x1 ⊕ x2

0 1 1 (x1 ⊕ x2)⊕ (x1 ∪ x2)
1 0 0 1
1 0 1 ¬(x1 ∪ x2)
1 1 0 ¬(x1 ⊕ x2)
1 1 1 ¬((x1 ⊕ x2)⊕ (x1 ∪ x2))

Таблицi iстинностi формул x1 ∪ x2, x1 ⊕ x2 та
(x1 ⊕ x2) ⊕ (x1 ∪ x2) мають такий вигляд (див.
таб. 2):

Таблиця 2.
x1 x2 x1 ⊕ x2 x1 ∪ x2 (x1 ⊕ x2)⊕

(x1 ∪ x2)
0 0 0 0 0
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1

Отже, формула є тотожньо-хибною для

a1 = 0, Af = 0, Bf = 0

i тотожньо-iстиною для

a1 = 1, Af = 0, Bf = 0

та виконливою у всiх iнших випадках.

Теорема 3. За наслiдком 1 та теоремою 2 много-
член f(x) = a0+a1x+a2x

2+...+anxn є iзометрiєю
тодi i тiльки тодi, коли коефiцiент a1 є непарним
2-адичним числом, сума коефiцiентiв з парними но-
мерами бiльше 0 є парним 2-адичним числом та
сума коефiцiентiв з непарними номерами бiльше 3
є парним 2-адичним числом.

Приклад 2. За теоремою 3 наступнi многочлени
є iзометрiями:

f(x) = 5x + 1

f(x) = x4 + x2 + x

f(x) = x5 + 2x4 + x3 + 3x,

а многочлени

f(x) = 4x + 1

f(x) = x3 + x2 + x

f(x) = x5 + x4 + x3 + 3x

не є iзометрiями кiльця Z2.

1. Коблиц Н. p-адические числа, p-адический анализ и дзета-функции / Н. Коблиц, М. : Мир — 1982 — 190 c.
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D. Morozov

ISOMETRICAL POLYNOMIALS OVER THE RING OF INTEGER
2-ADIC NUMBERS

The aim of the work is to construct requirements which describes isometrical polynomials over the ring of
integer 2-adic numbers.

This work continues investigations of 2-adic groups’ automatous with the 2-adic isometrical functions’
technique. Polynomials build the important class of izometrical function that’s why we investigate them in this
paper.
Keywords: polynomial, ultrametrics, ring, polynomials’ ring, ring of integer 2-adic numbers.
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