
Ìîíîì³àëüíà ìàòðèöÿ âèçíà÷àºòüñÿ ÿê êâà-
äðàòíà ìàòðèöÿ, ó ÿêî¿ â êîæíîìó ðÿäêó ³ êîæ-
íîìó ñòîâï÷èêó çíàõîäèòüñÿ ºäèíèé íåíóëüîâèé
åëåìåíò, ÿêèé ìîæíà âèáèðàòè ç äîâ³ëüíî¿ ìóëü-
òèïë³êàòèâíî¿ ãðóïè H. Ñóêóïí³ñòü âñ³õ ìîíîì³-
àëüíèõ ìàòðèöü óòâîðþº ìîíîì³àëüíó ãðóïó
Mon

n
(H), ÿêà ³çîìîðôíà â³íöåâîìó äîáóòêó ïîâ-

íî¿ ñèìåòðè÷íî¿ ãðóïè íà ìíîæèí³ ðÿäê³â (ñòîâï-
÷èê³â) X ç ãðóïîþ H, àáî ï³âïðÿìîìó äîáóòêó
ñèìåòðè÷íî¿ ãðóïè S(X) íà ãðóïó ä³àãîíàëüíèõ
ìàòðèöü, äå ä³ÿ S(X) âèçíà÷àºòüñÿ ïåðåñòàíîâêîþ
åëåìåíò³â ä³àãîíàë³. ßêùî H ìàº ñòðóêòóðó ê³ëü-
öÿ, òî Mon

n 
(H) âèñòóïàº â ðîë³ íîðìàë³çàòîðà

ãðóïè ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü (òîðà) â ïîâí³é ë³-
í³éí³é ãðóï³ GL

n
(H).

Ìîíîì³àëüíà ãðóïà º êëàñè÷íèì îá’ºêòîì
ñó÷àñíî¿ àëãåáðè, çîêðåìà, ìîíîì³àëüí³ çîáðà-
æåííÿ ³ ìîíîì³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ º åôåêòèâíè-
ìè çàñîáàìè âèâ÷åííÿ àëãåáðà¿÷íèõ ñòðóêòóð.
Âèâ÷åííþ ìîíîì³àëüíèõ ãðóï ïðèñâÿ÷åíà ôóí-
äàìåíòàëüíà ðîáîòà àìåðèêàíñüêîãî ìàòåìàòè-
êà Î. Îðå [1]. Ï³çí³øå â ðîáîò³ Ð. Êðîà÷à, Ó. Ñêî-
òà [2] áóëè ðîçãëÿíóò³ ãðóïè Σ(H, X, µ, ν), ÿê³ º
óçàãàëüíåííÿìè ìîíîì³àëüíèõ ãðóï íà âèïàäîê,
êîëè ìíîæèíà X º íåñê³í÷åííîþ. Íåõàé µ, ν º
äîâ³ëüí³ êàðäèíàëè, òîä³ Σ(H, X, µ, ν) âèçíà÷àº-
òüñÿ ÿê ï³äãðóïà äåêàðòîâîãî â³íöåâîãî äîáóòêó
S(X) ç ãðóïîþ H, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â
âèäó s f, s∈ S(X), f: X → H, äå f — äîâ³ëüíà ôóí-
êö³ÿ, òàêà, ùî | supp f| < µ, à ïîòóæí³ñòü ìíîæè-
íè ïåðåì³ùóâàíèõ åëåìåíòîì s òî÷îê ìíîæèíè
X ìåíøà çà ν, µ. Íåõàé |X| = χ ³ χ+ — íàñòóïíèé
êàðäèíàë, òîä³ ν, µ ≤ χ+. ßêùî ï³äãðóïè âñ³õ âêà-
çàíèõ ôóíêö³é ï³äñòàíîâîê ïîçíà÷èòè ÷åðåç Fµ,
Sν 

(X) â³äïîâ³äíî, òî ìàºìî ðîçêëàä â ï³âïðÿìèé
äîáóòîê Σ(H, X, µ, ν) = Sν(X) Fµ. Çîêðåìà, Σ(H,
X, χ+, ν) º äåêàðò³â â³íöåâèé äîáóòîê Sν(X) wr H,
à Σ(H, X, ℵ

0
, ν) º â³äïîâ³äíèé ïðÿìèé â³íöåâèé

äîáóòîê. Â ³íøèõ âèïàäêàõ ãðóïè Σ(H, X, µ, ν)

íå º â³íöåâèìè äîáóòêàìè, àëå áëèçüê³ äî íèõ çà
ñâîºþ áóäîâîþ. Íàäàë³ ãðóïà H ³ ìíîæèíà X
áóäóòü ô³êñîâàíèìè, ³ ìè ïðîïóñêàòèìåìî ¿õ â
ïîçíà÷åííÿõ óçàãàëüíåíèõ ìîíîì³àëüíèõ ãðóï.

Â äàí³é ðîáîò³ âèâ÷àþòüñÿ àâòîìîðô³çìè
óçàãàëüíåíèõ ìîíîì³àëüíèõ ãðóï. Â³äì³òèìî, ùî
äëÿ âèïàäêó ñê³í÷åííî¿ ìíîæèíè X àâòîìîðô³ç-
ìè áóëè îïèñàí³ ó âèùåçãàäàí³é ðîáîò³ Îðå. Âè-
íÿòêàìè òóò º âèïàäêè |X|=2,6. Â ïåðøîìó âè-
ïàäêó º ìîæëèâèì àâòîìîðô³çì, ùî íå çáåð³ãàº
ãðóïó ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü. ßê ïîêàçàíî â ðî-
áîò³ àâòîðà [3], äðóãèé âèïàäîê íàñïðàâä³ íå º
âèíÿòêîì, îñê³ëüêè çîâí³øí³é àâòîìîðô³çì ãðó-
ïè S

6
 íå ðîçøèðþºòüñÿ äî àâòîìîðô³çìó ìîíî-

ì³àëüíî¿ ãðóïè. Âèïàäîê Σ(ℵ0, ν) ïðÿìèõ â³íöå-
âèõ äîáóòê³â ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ Ñ.  Õîëìñà [4].

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóïè S (m, n), âçàãàë³
êàæó÷è, íå º â³íöåâèìè äîáóòêàìè, àëå áëèçüê³
äî íèõ çà ñâî¿ìè âëàñòèâîñòÿìè. Öå äîçâîëÿº
çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3] äî îïèñó àâ-
òîìîðô³çì³â. Çîêðåìà, áåç óñêëàäíåíü ïåðåíîñè-
òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè 1 ç [5]: äîïîâíåííÿ äî Fµ,
ùî º îáðàçîì Sν ç òî÷í³ñòþ äî ñïðÿæåíîñò³ â äå-
êàðòîâîìó â³íöåâîìó äîáóòêó, âèçíà÷àºòüñÿ ãî-
ìîìîðô³çìîì ñòàá³ë³çàòîðà òî÷êè â öåíòð ãðó-
ïè H. ßê ³ ñë³ä áóëî ñïîä³âàòèñü, ãðóïà àâòîìîð-
ô³çì³â ó ïåâíîìó ðîçóì³íí³ “ìåíøà“ í³æ ó âè-
ïàäêó êëàñè÷íèõ ìîíîì³àëüíèõ ãðóï. Íàâåäåìî
äåÿê³ äîïîì³æí³ òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Fµ — õàðàêòåðèñòè÷íà ï³äãðóïà â
S (m, n).

Äîâåäåííÿ ëåãêî îòðèìàòè, âçÿâøè äî óâàãè
(äèâ. [5]), ùî çíàêîçì³ííîþ ï³äãðóïîþ òà ï³äãðó-
ïàìè Sl, l£n, âè÷åðïóþòüñÿ âñ³ íîðìàëüí³ ä³ëü-
íèêè Sν(X). Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé àâòîìîð-
ô³çì u ãðóïè Σ(µ, ν) ³íäóêóº àâòîìîðô³çì íà
â³äïîâ³äí³é ñèìåòðè÷í³é ãðóï³. Òîä³ ãðóïà
(Sν(X))u  ={g ϕ

g 
| g∈ Sν}º äîïîâíåííÿì äî Fµ â ï³â-

ïðÿìîìó äîáóòêó Σ(µ, ν). Ïðè öüîìó ñèñòåìà
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ôóíêö³é ϕ
g
 âèçíà÷àº ïåðåõðåñíèé ãîìîìîðô³çì

Sν→ Fµ .
 Òîáòî ìàºìî òîòîæí³ñòü ϕ

gh 
= (ϕ

g
)h ϕ

h
 äëÿ

âñ³õ g, h ∈ H. Íåõàé x
0

— äîâ³ëüíà òî÷êà ç X ³
S

0
— ¿¿ ô³êñàòîð â Sν, òîä³ ìàºìî ãîìîìîðô³çì

θ: S
0
→H, (s) θ = ϕ

s 
(x

0
), s∈ S

0
.

Ëåìà 2. Im θ íàëåæèòü öåíòðó ãðóïè H.
Äîâåäåííÿ òàêî¿ ëåìè äëÿ â³íöåâèõ äîáóòê³â,

ÿêå íàâåäåíå â [6], äîñë³âíî ïåðåíîñèòüñÿ íà óçà-
ãàëüíåí³ ìîíîì³àëüí³ ãðóïè.

ßê âèïëèâàº ç òåîðåìè Øðàéåðà-Óëàìà [5],
âñ³ àâòîìîðô³çìè Sν(X) ³íäóêóþòüñÿ åëåìåíòàìè
S(X). Îòæå, ìîæíà ïåðåéòè äî âèâ÷åííÿ àâòîìîð-
ô³çì³â, ÿê³ ä³þòü òîòîæíî íà ôàêòîð-ãðóï³ Σ(µ,
ν) / Fµ. Çàóâàæèìî, ùî àâòîìîðô³çìè âèäó
u: g→ g , f → fβ , âèçíà÷àþòüñÿ àâòîìîðô³çìîì β,
ùî íàëåæèòü öåíòðàë³çàòîðîâ³ Sν(X) â Aut Fµ.
Çîêðåìà, áóäü-ÿêèé àâòîìîðô³çì α ãðóïè H ñòàí-
äàðòíèì ÷èíîì ðîçøèðþºòüñÿ äî àâòîìîðô³çìó
âêàçàíîãî âèãëÿäó, ïðè÷îìó fβ (x) = (f(x))α â äî-
â³ëüí³é òî÷ö³ x.

Ðîçãëÿíåìî îáìåæåííÿ ä³¿ òàêîãî àâòîìîð-
ô³çìó íà ï³äãðóïó ôóíêö³é ç³ ñê³í÷åííèìè íîñ³ÿ-
ìè. Âêàçàíà ä³ÿ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ íåñê³í-
÷åííîþ ìàòðèöåþ r =a

i i 
, ³=1, 2, … s =a

i j
 äëÿ âñ³õ

i, j ( i≠ j ) r, s ∈ End H. Ï³äãðóïè Im r òà Im s êî-
ìóòóþòü ì³æ ñîáîþ, à Im s — àáåëåâà ï³äãðóïà.
Ö³ óìîâè äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè åíäîìîðô³çì
r + ks, äå k — äîâ³ëüíå ö³ëå ÷èñëî. Âðàõîâóþ÷è,
ùî Im (r — s) êîìóòóº ç Im s, ìàºìî fβ = f r-s d

f
,

β ∈ Aut Fµ, df 
=const, íà ôóíêö³ÿõ ç³ ñê³í÷åííèìè

íîñ³ÿìè. Îñê³ëüêè ïðè µ < χ+ êîíñòàíòè íå íàëå-
æàòü Fµ, òî â öüîìó âèïàäêó s=0.

Ëåìà 3. Ïðè µ < χ+ áóäü-ÿêèé àâòîìîðô³çì
ãðóïè Σ(µ, ν), ùî ä³º òîòîæíî íà Sν º ñòàíäàðò-
íèì ðîçøèðåííÿì äåÿêîãî àâòîìîðô³çìó ãðóïè H.

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâàº ç ïîïåðåäíüîãî çà-
óâàæåííÿ, ä³ÿ òàêîãî àâòîìîðô³çìó ìîæå â³äð³ç-
íÿòèñü â³ä ä³¿ ñòàíäàðòíîãî ðîçøèðåííÿ â³äïî-
â³äíîãî àâòîìîðô³çìó ãðóïè H ò³ëüêè íà ôóíê-
ö³ÿõ ç íåñê³í÷åííèìè íîñ³ÿìè. Äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî áóäü-ÿêèé àâòîìîðô³çì β, ÿêèé ä³º òîòîæíî
íà ôóíêö³ÿõ ç³ ñê³í÷åííèìè íîñ³ÿìè, ä³º òàêèì
÷èíîì ³ íà âñ³õ ôóíêö³ÿõ. Íåõàé f ∈ Fµ ³ f

β = f
1
,

òîä³ ìîæíà âèáðàòè òî÷êó t
0
 òàêèì ÷èíîì, ùî

f(t
0
) = f

1
(t

0
) = e. ßêùî τ= (t

0
, t) — òðàíñïîçèö³ÿ,

òî ϕ= fτ f -1
 
º ôóíêö³ºþ ç³ ñê³í÷åííèì íîñ³ºì, çâ³ä-

êè, f
1
τ f

1 
-1(x)= f τ f -1(x). Ïîêëàâøè òóò x= t, îòðè-

ìàºìî f(t)= f
1
(t), äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè t ∈X, ùî ³

äîâîäèòü ëåìó.
Òåîðåìà 1. Ïðè µ<χ+, Aut Σ(µ, ν) ≈

≈ S(X) Aut H Iλ,
 äå S(X) — ïîâíà ñèìåòðè÷íà ãðó-

ïà, Iλ — ãðóïà àâòîìîðô³çì³â, ùî ³íäóêóþòüñÿ
ôóíêö³ÿìè ç Fλ,

λ= 
χ ν µ
µ µ ν

+ ≤
>





 якщо

якщо

 
     .

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâàº ç ëåìè 1, áóäü-ÿêèé
àâòîìîðô³çì u ∈ Aut Σ(µ, ν) ìîæíà ðîçêëàñòè â
êîìïîçèö³þ s v, äå s ³íäóêóºòüñÿ ïåâíèì åëåìåí-
òîì ç S(X), à v ä³º òîòîæíî íà ôàêòîð-ãðóï³ Σ(µ,
ν) / Fµ ³ çáåð³ãàº ï³äãðóïó Fµ. Ðîçãëÿíåìî ï³äãðó-
ïó (Sν)

v ÿê äîïîâíåííÿ äî áàçè â äåêàðòîâîìó â³í-
öåâîìó äîáóòêó Sν wr H. Ô³êñàòîð òî÷êè S

0
 ³çî-

ìîðôíèé ñàì³é ãðóï³ Sν. ßêùî ν>ℵ0, òî Sν íå ìàº
íåòðèâ³àëüíèõ àáåëåâèõ ôàêòîð-ãðóï. ßê âèïëè-
âàº ç ëåìè 2, θ =0. Ïðè ν=ℵ0 ÿäðîì òàêîãî ãîìî-
ìîðô³çìó ìîæå áóòè ò³ëüêè çíàêîçì³ííà ãðóïà.
Ðîçãëÿíåìî íàâåäåíó âèùå òîòîæí³ñòü äëÿ ïåðå-
õðåñíèõ ãîìîìîðô³çì³â ó òî÷ö³ x

0
 ³ âèáåðåìî g ³ h

òðàíñïîçèö³ÿìè: g = (y, z), y, z ≠  x
0
, h= τ(x)= (x

0 
, x).

Òîä³ ìàºìî ð³âí³ñòü ϕ
gτ(x) 

(x
0
) = ϕ

g
(τ(x) x

0
) ϕτ(x) 

(x
0
),

çâ³äêè ϕ
g
(x)= ϕ

gτ(x)
(x

0
)(ϕτ(x)

(x
0
))-1. Îñê³ëüêè äëÿ âñ³õ

çíà÷åíü x â³äì³ííèõ â³ä y, z åëåìåíòè g ³ τ(x) êîìó-
òóþòü, òî îòðèìóºìî ϕ

g
(x) = ϕτ(x)

(x
0
)ϕ

g
(x

0
)(ϕτ(x)

(x
0
))-1=

= ϕ
t(x)

(x
0
) (g)θ(ϕτ(x)

(x
0
))-1. Âðàõîâóþ÷è íåð³âí³ñòü

(g)θ≠ e, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêö³ÿ ϕ
g
(x) â³ä-

ì³ííà â³ä îäèíèö³ e ãðóïè H ñêð³çü, êð³ì, ìîæëè-
âî, òî÷îê y, z. Îòæå, ïðè µ < χ+, ϕ

g
(x)∉ Fµ, çâ³äêè

îòðèìóºìî θ = 0 ³ â öüîìó âèïàäêó. Öå îçíà÷àº,
ùî ñïðÿæåííÿì çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ ç F öå äî-
ïîâíåííÿ ìîæíà ïåðåâåñòè â Sν. Îòæå, v º äîáóò-
êîì àâòîìîðô³çìó v

1
, ùî ä³º òîòîæíî íà Sν íà

àâòîìîðô³çì, ùî ³íäóêóºòüñÿ ñïðÿæåííÿì çà äî-
ïîìîãîþ äåÿêî¿ ôóíêö³¿ f∈ F, ïðè÷îìó, äëÿ òîãî
ùîá gf = g (fg)-1f íàëåæàâ äî Σ(µ, ν), ïîòóæí³ñòü ¿¿
íîñ³ÿ, î÷åâèäíî, ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà λ, ÿêå
çàäîâîëüíÿº óìîâ³, íàâåäåí³é â ôîðìóëþâàíí³
òåîðåìè. ßê ïîêàçàíî â ëåì³ 3, àâòîìîðô³çìè
òèïó v

1
 º ñòàíäàðòíèìè ðîçøèðåííÿìè àâòîìîð-

ô³çì³â H. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Äîñë³äèìî âèïàäîê µ = χ+. Òîä³ åëåìåíòè çãà-

äàíî¿ âèùå íåñê³í÷åííî¿ ìàòðèö³ (a
ij
) åíäîìîð-

ô³çì³â ìàþòü äîäàòêîâî òàê³ âëàñòèâîñò³.
Ëåìà 3. 1. r − s ∈ Aut H,
2. Im s íàëåæèòü öåíòðó ãðóïè H.
Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ ìîíîì³àëü-

íèõ ãðóï ö³ âëàñòèâîñò³ äîáðå â³äîì³. Äîâåäåííÿ
ëåìè ïåðåíîñèòüñÿ íà óçàãàëüíåí³ ìîíîì³àëüí³
ãðóïè ç íåçíà÷íèìè çàóâàæåííÿìè.

Íåõàé σ = r — s ∈Aut H ³ σ — ñòàíäàðòíå
ðîçøèðåííÿ éîãî äî àâòîìîðô³çìó Σ(µ, ν), òîä³
ìàòðèöÿ, ùî âèçíà÷àº ä³þ àâòîìîðô³çìó β1=β σ-1

íà ôóíêö³ÿõ ç³ ñê³í÷åííèìè íîñ³ÿìè ìàº âèãëÿä
E + S

1
, äå ïåðøèé äîäàíîê — îäèíè÷íà ìàòðè-

öÿ, à äðóãèé — ìàòðèöÿ, âñ³ åëåìåíòè ÿêî¿ äîð³â-
íþþòü s

1
=s σ-1.

Ëåìà 4. Ó âèïàäêó µ = χ+, ä³ÿ àâòîìîðô³çìó
β

1 
íà ôóíêö³ÿõ f ç Fµ 

ìàº òàêèé âèãëÿä:
f → f d

f , 
äå d

f
— ïîñò³éíà ôóíêö³ÿ.

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ ñïîñîáîì, àíàëîã³÷-
íèì âèêîðèñòàíîìó â ëåì³ 2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ â³äîáðàæåííÿ F → H, ùî
³íäóêóºòüñÿ åëåìåíòàìè d

f
.
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Ëåìà 5. Â³äîáðàæåííÿ ξ º ãîìîìîðô³çìîì,
îáðàç ÿêîãî ëåæèòü ó öåíòð³ ãðóïè H, à éîãî ÿäðî
ì³ñòèòü âçàºìíèé êîìóòàíò [F, Sν].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β
1
: f → f d

f
 ³ δ

t
— äåëüòà

ôóíêö³ÿ, òîä³ ôóíêö³ÿ f
1
= f δ

t
(f(t))-1 íàáóâàº îäè-

íè÷íîãî çíà÷åííÿ â òî÷ö³ t ∈ X ³ ìè îòðèìóºìî
β

1:
 f

1
→ f

1
 δ

t 
(h

1
)d

f
 δ

t 
(h

1
—1)d(h

1
-s). Ç ³íøîãî áîêó, çà

ëåìîþ 4, îáðàç ôóíêö³¿ f
1
 â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïðî-

îáðàçó íà ñòàëó ôóíêö³þ, öå ìîæëèâî ëèøå, êîëè
êîíñòàíòà d

f
 êîìóòóº ç h

1
, îòæå, îáðàçîì ôóíêö³¿

f
1
 º ôóíêö³ÿ f

1 
d

f
 d(h

1
-s).

Åëåìåíòè f
1
 òà δ

t 
(h) êîìóòóþòü äëÿ áóäü-ÿêî-

ãî h ∈H, îòæå êîìóòóþòü ³ ¿õ îáðàçè f
1 
d

f
 d(h

1
-s) ³

δ
t 
(h) d(hs). Îñê³ëüêè hs íàëåæèòü öåíòðó, òî öå

ìîæëèâî ëèøå, ÿêùî d
f
 êîìóòóº ç δ

t 
(h), äëÿ áóäü-

ÿêîãî åëåìåíòà h∈H. Îòæå, Im ξ íàëåæèòü öåíò-
ðó ãðóïè ³ º ãîìîìîðô³çìîì.

Äðóãå òâåðäæåííÿ âèâîäèòüñÿ ç òîãî, ùî îá-
ðàçîì åëåìåíòà fg, ïðè ä³¿ àâòîìîðô³çìà u

1, 
º åëå-

ìåíò fg d
f
. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî fg f-1 ∈ Ker ξ. Öèì

òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Ëåìà 6. [F, Sν]=Fν ïðè ν>ℵ0 ³ [F, Sν]={f | Πχ∈X

f(x)∈[H, H]}.
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