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Введение

Метод, предлагаемый в данной работе, называется ТЭБ-методом, как и алго­
ритмы, которые реализуют этот метод. ТББ-алгоритм решения систем линейных 
однородных уравнений (СЛОУ) вида

Ь\(х) = ап хх + ... + аХдхд = О,

к г О )  = а21х1 + ••• + а2дхд = О,

(Ц ^р\х\ ^рдхд О,

где ау е 2, х1 6 ТУ, г = 1,..., р, у = 1,..., д, носит комбинаторный характер, в кото­

ром комбинируются в решение коэффициенты с противоположными знаками 
первого уравнения. Полученные таким образом решения подставляются в сле­
дующее уравнение, и по найденным значениям на этих решениях находятся их 
линейные комбинации тем же способом комбинирования. Полученные линейные 
комбинации являются решениями первого и второго уравнений. Дальше все это 
повторяется для третьего уравнения, четвертого и т.д. Полученное таким образом 
множество решений называется ТБЗ.

Пример 1. Найти решения СЛОУ 5 во множестве натуральных чисел N

5 =
2 X -  у  + 2

- х  + у  + 2г
и = О, 
и -  О,

х + у  + г -  2г = 0.

ТББ первого уравнения включает такие решения:

і , = (1, 2 , 0 , 0), 52 = (0 , 1, 1, 0), = (1, 0 , 0 , 2), = (0 , 0, 1, 1).

Значения левой части второго уравнения на этих решениях: 1, З, -З , 1. По этим 
значениям находим линейные комбинации (комбинируя значение -3  с остальны­
ми значениями):

© С.Л. КРЫВЫЙ, В.Т. АНТОНЮК, 2019 
Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2019, №  4



щ = 35! +53 = (4, 6 , 0,2) -> (2,3,0,1), 

и2 = Ä 2 + s 3 = (Ь Ы , 2), щ  = З54 +s3 = (1,0 ,3,5).

Значения левой части третьего уравнения на этих решениях 3 ,-1 ,  - 6 . По этим 
значениям находим линейные комбинации

V! = щ +3м2 = (5 ,6 ,3 ,7) и г2 = 2щ + щ =  (5,6 ,3,7).

Это и есть ТББ СЛОУ 5. Но это решение вычисляется дважды. Если в сис­
теме переставить на первое место третье уравнение, то для третьего уравнения 
получаем такие решения:

5! = (2 , 0 , 0 , 1), 52 = (0 , 2 , 0 , 1), 53 = (0 , 0 , 2 , 1).

На этих решениях значения второго уравнения: -3 , 3, 1, комбинации по которым 
дают решения

щ =(1,3, 0 , 2 ), м2 = ( 1, 0 , 1, 1).

На этих решениях значения первого уравнения: -3 , 2, комбинации по которым 
дают решение 2щ +3м2 = (5,6 ,3,7). А

Отметим, что ТЗЭ-алгоритм описан в [1], поэтому здесь не приводится, а рас­
сматриваются только его свойства и модификации.

Очевидно, что элементы ТББ — решение СЛОУ, а порождающее свойство 
ТББ вытекает из такого утверждения.

Теорема 1. Пусть М ' = е}} — ТЭЭ системы 5, а Му — множество

всех ее решений. Тогда любой вектор х е Му \М ' представляется в виде неотри­

цательной линейной комбинации

& ~ Ьуву +.. « (2)

где /, 6, е N, I > 1, е\ 6  Му, / = 1,..., / [1].

Из приведенного выше примера вытекает, что множество решений СЛОУ за­
висит от порядка уравнений в системе. Для того чтобы .решения не зависели от 
этого порядка, в процессе вычислений нужно выполнять процедуру чистки. Имеет 
место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть £ — СЛОУ и М'р — ее Т^Б, которое имеет к элементов. 

Тогда любой вектор х из М'р такой, что 1х  > е, е М'р \{х},/ е N  и / ^ 0 , пред­

ставляется неотрицательной линейной комбинацией

тх-Ьуву+... + Ьу_уву_у + Ъм ем  +... + Ькек, (3)

где т ^ 0 ,т , Ь( е  Ж, / = 1, 2 , . . .Д -1  [1].
Из этой теоремы следует такая простая процедура чистки ТББ: вектор х уда­

ляется из ТББ, если х или его произведение /X больше некоторого вектора из 
ТББ. Множителем 7 можно взять, в частности, максимальную координату векто­
ров из текущего ТББ. Например, при решении системы 5 решение 
м2 =(1,1,1,2) можно удалить, поскольку 5м2 больше щ и щ . А представление 
этого решения в виде линейной комбинации (3) принимает вид

3(1,1,1,2) = щ +и3 = (2 ,3 ,0 ,1) + (1,0,3,5).



Пусть СЛОУ 5 состоит из двух подсистем: 5] и 52, т.е. 5 = 5} л  52 и 
Г55(.М, 5) означают ТББ для данной СЛОУ 5 с начальным ТБ Б М  . Если М  

совпадает с каноническим базисом, то будем писать Т 8 8 (0 ,5). Имеют место ут­
верждения, доказательство которых приведено в [1].

Теорема 3. Пусть М 1 = Т 88(0 ,5}), М 2 = Т8Б(0,52), тогда Т88(0, 5} л 5 2) = 
= 52) = Т8 8 (М2 , 5}).

Следствие 1. Пусть 5,, 52 — две СЛОУ и Т 88 (0 ,5,) = А/,, ТБ8(0,52) = М2 :

а) Т8 8 (0 , 5 1л 52) = Т 88 (0 ,52 л5,);
б) Если Т8 8 (М2, 5}) = М2, то 5о/(5}) с  5о/(52), где 5о/(5) — множество 

всех решений СЛОУ 5 ;
в) 5} и 52 эквивалентны тогда и только тогда, когда М\ = М2.
Отсюда, в частности, следует, что в процессе построения Т88  можно опреде­

лять (и в случае необходимости удалять) линейно зависимые уравнения системы, 
а также вычислять ранг матрицы данной системы.

1. Численный алгоритм решения СЛОУ и неравенств в области {0,1}

Существует общий метод решения систем линейных однородных неравенств 
(СЛОН) путем введения дополнительных неизвестных и сведения к решению 
СЛОУ. Анализ результатов экспериментов показал, что введение дополнительных 
неизвестных существенно влияет на эффективность алгоритма. Оказывается, что 
можно решать систему неравенств без введения дополнительных неизвестных.

Рассмотрим модификацию Т88 -алгоритма построения базиса множества всех 
решений СЛОУ во множестве {0,1}, который достаточно экономный по памяти и 
базируется на свойствах ТЗБ, приведенных в теореме 3 и следствии 1.

1.1. Алгоритм построения базиса. Рассмотрим сначала СЛОУ вида

1*1 + 0х2 + ... + Охд + \хч+\ + 0 Хд+ 2  + ... + 0х2? -  1х2(?+1 = О,

Ох( + 1х2 + ... + Охд + Ох?+1 + 1х(?+2 + ... + Ох2д -  1х2?+1 = О,

Ох] + 0х2 + ... + \Хд + Ох?+1 + 0хд+2 +... + 1*2  ̂— 1х2^+} = О, 

которая соответствует системе неравенств

5 ' =

X} < 1,
х2 < 1,

Хд<\.

Например, рассмотрим систему

1х} + 0х2 + 0х3 + 0x4 1*5 0*5 0*у + 0*8 — 1x9 — О,

Ох} + 1х2 + 0х3 + ОХ4 + 0х5 + 1х  ̂+ Оху + 0х8 — 1хд ~ О,
5 = (

0х| + 0х2 + 1х3 + 0x4 0*5 ̂  0x5 1*7 0*8 —1*9 = 0,

0х} + 0х2 4- 0х3 + 1x4 + 0х5 + ОХ5 + Оху + 1х8 — 1x9 = 0.

Т88  данной системы совпадает с базисом множества всех решений и состоит 
из таких 16 векторов, первые четыре координаты которых отделены пропусками:
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JC, =(1,1, U ,  0 , 0 , 0 , 0 , 1), ДГ2 = (0 ,1,1,1, 1, 0 , 0 , 0 , 1), дг3 =(1,0,1,1, о, 1, 0 , 0 , 1),

Х4 =(0,0,1,1, 1,1,0,0, 1), JC5 =(1,1,0,1, о, 0,1,0, 1), д%=(0,1,0,1, 1,0,1,0, 1), 

х7 =(1,0,0,1, 0 ,1,1,0, 1), х8 =(0,0,0,1, 1,1,1,0, 1), Ж, =(1,1,1,0, о, 0,0,1, 1), 

х10 = (0,1,1,0, 1,0,0,1, 1), JC„ =(1,0,1,0, 0,1,0,1, 1), Xi2 = (0,0,1,0, 1,1,0,1, 1), 

х13 = (1,1,0,0, 0,0,1,1, 1), х14 =(0,1,0,0, 1,0,1,1, 1),х15=(1 ,0,0 ,0 , 0,1,1,1, 1),

х16 = (О, О, О, О, 1, 1, 1, 1, 1).

Следовательно, ТБЗ-алгоритм генерирует для таких систем базис множества
всех решений и состоит из 29 векторов. Эти векторы имеют такие свойства:

а) первые д координат и вторые д координат дополняют одна другую, т.е.
если /-я координата первой части равна 1 (0), то (д + і)-я координата второй час­
ти равна 0 (1), а последняя координата такого решения всегда равна 1;

б) величины первых д координат возрастают от 0 до 2Ч - 1 , т.е. включают 
все возможные комбинации 0 и 1.

Приведенные свойства множества решений для такого типа СЛОУ позволяют 
построить экономный по памяти (но переборный по времени) алгоритм вычисле­
ния базиса множества всех решений для СЛОУ во множестве {0,1}. Этот алго­
ритм реализует полный перебор вариантов, не требуя введения дополнительных 
переменных. Действительно, рассмотрим систему уравнений и неравенств:

S0,
х{ < 1,

{Хд < 1,

где 50 — некоторая заданная СЛОУ.
Вводя дополнительные переменные и преобразовывая систему 5 ' к системе 

уравнений, получаем такую СЛОУ:

^ 6 ,
1 0 ... 0 1 0 ... 0 -1 = о,

=

0 0 ... 1 0 0 ... 1 -1 = 0 ,

где Дз — система , дополненная нулевыми коэффициентами, которые соответ­
ствуют дополнительным переменным.

Из свойств ТБЗ-метода следует, что ТББ данной системы совпадает с ТББ 
системы:

1 0 . . 0 1 . 0 1 II О

^0 II

0 0 . . 1 0 . д и о

к -

Следовательно, в вычислении множества решений для подсистемы, которая со­
стоит из уравнений предшествующих подсистеме 5д (назовем ее верхней подсисте­



мой), нет необходимости, потому что это множество известно. Поскольку уравнения 
подсистемы Sq дополнены нулями, только первые q координат TSS верхней подсис­

темы влияют на окончательное TSS всей системы Sq в целом. Так как закон построе­
ния этих координат известен, то при вычислении TSS нет необходимости вводить до­
полнительные переменные и запоминать все TSS векторы верхней подсистемы. TSS 
всей системы можно вычислять, перебирая последовательно все варианты векторов 
TSS верхней подсистемы, запоминая только базисные решения. Причем при таком 
переборе можно использовать разные порядки перебора.

Используя эти факты и покоординатный порядок на булевых векторах, 
приведем структуры данных алгоритма и сам алгоритм в терминах этих структур.

Пусть х  — ^-мерный булев вектор (x (j)  — его у-я координата), в котором 
запоминается текущее значение вектора-решения СЛОУ Sq, В обозначает базис 

множества всех решений Sq во  множестве { 0 ,1} ,  b(j) —  у -й вектор-столбец мат­
рицы А системы S0 . При таких структурах данных алгоритм принимает вид:

TS S- 01 (й( 1), Ь(2) b(q),p)
Вход. ьь Ь2.....bq — столбцы матрицы А системы ДЧх = 0, а р — их размерность.

Выход. В — базис множества решений системы ,4Чх = 0 в множестве {0,1} ■
Метод.

begin
В = Щ х =0; 

for / = 1 to 2q': do 
x = x+1; у  = 0; 
for j  = 1 to q do 

if x{j) = 1 then у = у + b(j) 
od
if у = 0 then add x to В 
od 

end

Добавление найденного решения (операция add х  to В) выполняется таким 
образом: если х  больше некоторого у  е В, то х  не добавляется к В, иначе у  
удаляется из В и в В заносится решение х .

Характеристику временной сложности данного алгоритма дает следующая 
теорема.

Теорема 4. Временная сложность алгоритма TSS-01 0(pq ■ 2<?~| ), а память, 
которая требуется алгоритму, 0(max(pg, \B\q)).

Доказательство непосредственно следует из приведенного алгоритма TSS-01.
Отметим, что алгоритм применим к произвольной числовой области, поскольку 

при этом он абсолютно не зависит от того, какой числовой области принадлежат 
коэффициенты системы. Кроме того, алгоритм применим без каких-либо 
модификаций к неоднородным системам уравнений и системам неравенств.

Несмотря на высокую оценку временной сложности алгоритма TSS-01, он 
допускает распараллеливание. Действительно, множество векторов, которые про­
веряются, можно разбить на к = 2ч /2Г интервалов, где к — количество процес­
соров. Найдя решения на каждом из этих интервалов, комбинируем их в базис 
множества всех решений СЛОУ.

1.2. Приложение к специальным системам линейных неравенств. Рас­
смотрим системы линейных неравенств, коэффициенты которых принадлежат



множеству {-1,0,1}- Незначительная модификация ТББ-алгоритма позволяет 

строить базис множества решений таких СЛОН в области {0,1}. Для этого в про­
цессе применения ТЕБ-алгоритма необходимо находить решения не только урав­
нений, но и неравенств.

Пусть дано линейное однородное неравенство (ЛОН)

Ь(х) = аххх +а2х2 +--- + вдХд >0, (5)

где а, є {-1,0,1}, хі є {0,1}, і = 1,2,..., д. Для такого типа ЛОН ТББ-алгоритм строит 
базис множества всех решений в области {0,1}. Это построение выполняется таким 
образом. Комбинируем в решение векторы канонического базиса так, как это дела­
лось выше. К этим решениям добавляем векторы канонического базиса, которые со­
ответствуют нулевым и положительным коэффициентам ЛОН (5). Пусть М ' =

= М0 и М > и М ° = {5,, $2 ,..., $*}, где М 0 = {е,1 Щ )  = 0}, М> = {е] | 1(е,) > 0},

и М ° = {е, + е] | £(ег ) = 1, Х(еу) =-1}, таким образом построено множество ре­

шений ЛОН (5). Имеет место следующая теорема.
Теорема 5. Множество М ' является базисом множества всех решений ЛОН (5) 

в области {0 , 1}.

Доказательство. Пусть а -  (ах, а2,..., ад) — любое решение ЛОН (5) и 

,..., а, —  все ненулевые координаты вектора а . Вычитая соответствующие

векторы, принадлежащие множеству М0 и  М°, удалим из множества ненулевых 
координат вектора а все те, которые соответствуют нулевым коэффициентам и 
которые соответствуют нулевым решениям ЛОН (5). Это значит, что построен 
вектор

а, = а - е н - е н - . . . - е ]г , (6)

где ejl є М{) и М °. Очевидно, что вектор а' также будет решением ЛОН (5). Ес­

ли а' = 0, то теорема доказана. Если же а ' х  0, то его ненулевые координаты 
должны соответствовать векторам из множества М >. Поскольку ТББ включает 
все векторы, которые соответствуют положительным коэффициентам, удалим эти 
координаты из вектора а1 путем вычитания векторов из М >. В результате полу­
чим вектор а" = а '- е п Покажем, что а" = 0. Если о' / 0  и Ц а ')>  0,

то это значит, что вектор а" имеет по крайней мере одну ненулевую координату. 
Но это противоречит построению вектора а" и построению множества М >. Если 
а" х  о и Ца") -  0, то это противоречит построению вектора а ' . Следовательно, 
а" = 0. Но тогда

а ~ а Л-еі + е ; + .,. + е ,■ ~ Єї + ... + £/ +£.■ Т є . + ... + <?,■ ,Л  72 7Г '1 ‘ к  7і ^ 2  і/) ’

что и нужно было доказать. ■
Из этой теоремы получаем очередное следствие.
Следствие 2. Множество М ' является базисом множества всех решений линейно 

однородных равенств (ЛОР) Ц х) = аххх + а2х2 + ... + а(/хд = 0 в области {0,1} [1].

Действительно, в этом случае базисными решениями ЛОР будут векторы из 
М0 иМ °, т.е. векторы канонического базиса, которые соответствуют нулевым 
коэффициентам, и векторы, которые получены в результате комбинирования ко­
эффициентов с разными знаками ЛОР.



X} — * 2  Х3 +  Х4 +  0 х 3 — Х^ >  0

базисными решениями соответствующего ЛОР будут векторы:

М °  = {5! = (1,1, 0,0, 0,0), *2 = (0,1,1, 0, 0, 0), 53 = (0,1, 0 ,1,0 ,0),

*4 = ( 1, 0 , 0 , 0 , 0 , 1), *5 = (О, 0 , 1, 0 , 0 , 1), *6 = (0 , 0 , 0 , 1, 0 , 1)},

м 0 ={5 7 = (0 , 0 , 0 , 0 , 1, 0)}.

К этим решениям добавляются векторы канонического базиса, которые соот­
ветствуют положительным коэффициентам ЛОН:

М> = {58 = ( 1, 0 , 0 , 0 , 0 , 0), = (0 , 0 , 1, 0 , 0 , 0), «10 = (0 , 0 , 0 , 1, 0 , 0)}.

Все векторы составляют базис множества решений данного ЛОН. Очевидным 
решением ЛОН есть вектор а = (1,1,1,1, 0,1), который имеет разложение

а = 51+55 +510=(1,1,1,1,0,1). А

Рассмотрим системы линейных однородных неравенств (СЛОН). Из теоремы 5 
следует, что когда ищутся решения СЛОН, у которой значения следующего урав­
нения или неравенства на найденных решениях предыдущих уравнений или нера­
венств принадлежат множеству {-1,0,1}, то ТББ-алгоритм находит базис множе­
ства всех решений СЛОН. Сначала рассмотрим СЛОН вида

5  = | 1 1(х) = ап х1+... + а1?х9 > 0 ,

1^2 О ) = «21*1 + • • • + а2чхч > 0,

где а у ,е  { -1, 0 , 1}, х,- е {0 , 1}, / = 1, 2 , у' = 1,.

Построим базис М  = {$!,..., ят} множества решений ЛОН 1Л(х) > 0 описан­
ным выше способом. Подставим эти базисные решения в другое неравенство и 
построим по найденным значениям ЛОН

-£■2 ( л ) л  +^2^г)У 2  +--- + ̂ 2 ^т)Ут - 0 - (8)

Поскольку все значения /^(.у,) е {-1,0,1}, пусть М ' = {м3, т2 , . . . , — ба­
зисные решения ЛОН (8). Построим линейные комбинации базисных векторов 
из М, которые соответствуют векторам из М ', и удалим те комбинации, коор­
динаты которых больше 1. Кроме того, некоторые из полученных таким образом 
решений могут быть выражены как линейные комбинации остальных решений. 
Это иллюстрирует нижеприведенный пример.

Пример 3. Построить базис множества решений СЛОН:

Г Х[ -  х2 + х3 + х4 + 0х5 -  х6 > 0 ,
5* — (

[0х] +х2 - х 3 + 0х4 - х 5 +х6 > 0 .

Решение. Базис множества решений первого неравенства найден в примере 2:

М° = {.*, = (1, 1, 0 , 0 , 0 , 0), = (0 , 1, 1, 0 , 0, 0), *3 = (0 , 1, 0 , 1, 0 , 0),

*4 = ( 1, 0 , 0 , 0 , 0 , 1), *5 = (0 , 0 , 1, 0 , 0 , 1), х6 = (0 , 0 , 0 , 1, 0 , 1)},

М0 ={х7 = (0 , 0 , 0 , 0 , 1, 0)},

М > = {*8 = (1 ,0 ,0,0, О, 0), = (0,0 ,1,0 ,0 ,0), *10 = (0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0)}.

И



Значения на этих базисных решениях при подстановке в другое неравенство тако­
вы: /.2С*і) = 1, ^2(̂ 2) = ^2(5з ) = Ь ^2(̂ 4) = Ь ^2(̂ 5) = ^2(5б )= Ь ^2(̂ 7) = - 1>
^2(̂ 8) = ^2(̂ 9) = ~1> ^г(5ю )= 0- Строим неравенство

У\ +0^2 +Л  +>'4 +0^5 +Уб ~Уі +0^8 ~У9 + 0Л0 -  0.

Решениями этого неравенства есть векторы:

У\ = (0,1,0,0,0,0,0, 0,0,0), у2 = (0, 0,0,0,1, 0, 0, 0,0, 0),

/3 = (0,0,0, 0,0, 0,0,1, 0,0), у4 = (0,0, 0 ,0 ,0 ,0 ,0 , 0,0,1),

У5 = (1, 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 , 0, 0), 76 = (О, 0 ,1, 0,0,0,1, О, О, 0),

у 7 = (0,0,0,1, о, 0,1, о, 0,0), у% = (0,0,0,0,0,1,1,0,0,0),

У9 = (1, о, 0,0, 0, 0,0,0,1, 0), Ло = (0,0,1,0, 0,0,0, 0,1,0),

Уи = № 0, 0,1,0,0, 0,0,1,0), уп  = (0,0,0, 0,0,1,0, 0,1,0),

Лз = 0 . °> О, о, 0,0,0, 0, 0,0), уы = (0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0),

Л5 = (О. О, о, 1,0, 0,0,0, 0,0), у 16 = (О, О, 0,0,0,1,0, О, О, 0).

Им соответствуют такие решения системы:

м 0 = {*2,55, «8, *!()}> А/> = {*1, 53, *4, *б},

М° = {5,7 = (1,1,0 ,0 ,1,0), *37 = (0,1,0,1,1,0), *47 = (1 ,0 ,0 ,0 ,1,1),

*67 = (0 , 0 , 0 , 1, 1, 1), *19 = ( 1, 1, 1, 0 , 0 , 0), *39 = (0, 1, 1, 1, 0 , 0),

*49 = (1, 0, 1,0,0, 1), *69 = (0, 0,1, 1,0, 1).

Векторы *19, *39, *49, *69 представляются такими линейными комбинациями: 

519 = (1> 1» 1» 0 , 0 , 0) = *2 + *8 = (0 , 1, 1, 0 , 0 , 0) + (1, 0 , 0 , 0 , 0 , 0),

*39 = (0 , 1, 1, 1, 0 , 0 ) = *2 +*ю = (0 , 1, 1, 0 , 0 , 0)+ (0 , 0 , 0 , 1, 0 , 0),

549 = (1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1) = *5 +*8 = (0 ,0 ,1,0 ,0 ,1)+(1,0,0,0, 0 ,0),

*69 = (0,0, 1, 1,0, 1) = *5 +*,0 = (0, 0, 1, 0, 0, 1) + (0, 0, 0, 1, 0, 0). А

Возникает вопрос: как находить те решения, которые не входят в базисные 
решения? Метод поиска таких решений вытекает из предыдущего подраздела 1.1 
и реализуется в два этапа:

• сравниваем выбранное решение а с остальными построенными реше­
ниями, и если а > Ь некоторого решения Ь , то вычисляем векторы значений 
{Ц(а), І2(а)) и ЩЬ))-

• если (І] (а), І2 (а) )> (Ц (Ь), 2̂ (&))> то вектор а удаляем из текущего мно­
жества решений, иначе векторы а и і  остаются.

Например, вектор *19 >*5, но векторы (Л|(*19) ,^ (*19)) = (1,0) и (І](*і), 
2̂ (51) ) = (0, 1) не сравнимы между собой, а векторы (/.[ (*і9), ^ (*19)) = (1, 0) и 

(£](52), /-2 (*2))= (0, 0) сравнимы, и поскольку первый больше второго, вектор *]9 
удаляется из множества решений системы.
12 188Ы 0572-2691



Теорема 6. Множество Б является базисом множества всех решений СЛОН (7) 
во множестве {0 , 1}.

Доказательство. Пусть а = (а^ а2 , . . . ,а/) — произвольное решение (7). Это 
решение, будучи решением ЛОН іі(х )> 0 , представляется в виде линейной ком­
бинации базисных векторов из М  :

и / 2 (а) = с17<2(5,]) + С2І 2 (5(2 ) + -" + сї^ 2 ('?д) - 0  в силу того, что а — решение 
СЛОН (7). Но тогда вектор с = (С), с2, . с , ) , будучи решением (8), представляет­
ся в виде линейной комбинации базисных векторов из М'. Иными словами,

и а = т,і + у(2 + ... + Уц, где Ту є 5. Действительно, поскольку все координаты век­

тора а не превышают 1, то в этой линейной комбинации присутствуют только 
векторы из множества 5. ■

Индукцией по числу неравенств в системе легко показать, что теорема 6 
имеет место и для СЛОН:

Рассмотрим некоторые применения вышеприведенных алгоритмов.

2. Поиск множеств независимых вершин неориентированного графа

Множество вершин графа называют независимым, если никакие две верши­
ны этого множества не являются смежными. Задача построения максимального 
независимого множества вершин графа формулируется таким образом: в задан­
ном неориентованном графе й  = (V, Е) найти независимое множество вершин 
максимального размера.

Математическая постановка задачи о независимом множестве вершин имеет та­
кую формулировку. Пусть х, е {0,1} — булева переменная, которая равна единице, 

если вершина / е V включается в независимое множество вершин графа С = (V, Е), 

и равна нулю в противном случае. Чтобы найти число независимости а{0), доста­

точно найти одно из решений х = (х,, х2,..., Х|К|) во множестве {0 , 1}, д ля которого

СЛОН.

а = с15і1 + с25/2 + • • •+ сДи

С = СІ]Уп +СІ2Уі2+ ... + СІІУІІ

А(х) = а\\Хі + ... + аХдхд > 0, 
= а2\х1 + + а2дхд *  °. (9)

Ь р М  = ар\х\ + ... + ардхд > 0 , 

где а у ,е { - 1, 0 , 1},хг- є {0,1 у =

(10)

при ограничениях

X,- +Ху < 1, (/, у) є Е. (П)



Эта задача включает \¥\ булевых переменных и \Е\ ограничений в виде линей­
ных неравенств (11). Эти ограничения означают, что когда вершины /' и у смеж­
ны, то только одна из них будет принадлежать независимому множеству вершин 
графа С.

Задачу линейного булевого программирования (10) можно решить, рас­
сматривая только ограничения (11). Действительно, решая систему линейных 
неравенств (11), находим все множества независимых вершин, а потом среди 
них находим максимальные множества.

2.1. Первый алгоритм поиска независимых множеств вершин. Простей­
ший алгоритм вычисления всех независимых множеств графа строится традицион­
ным способом: система неравенств (11) трансформируется в систему уравнений 
путем введения дополнительных неизвестных, решения которой соответствуют 
искомым независимым множествам.

Пример 4. Пусть дан граф

Рис. 1

По системе ограничений (11) графа й  = (V, Е) строим СЛОУ путем введения 
дополнительных переменных.

1 1 0 0 0 0 0 |1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1  
1 0 0 1 0 0 0 |0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1  
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1  

0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1  

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1  

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 - 1  

0 0 1 1 0 0 0 |0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 - 1  
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 - 1  

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 - 1  

0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 - 1  

0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 - 1  

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 - 1  

0000011 і 0000000000001 - 1

=  0 

= 0 
=  0 

= 0 
= 0 - 
=  0 

=  0 

=  0 

=  0 

=  0 

=  0 

=  0 

=  0

Решениями данной СЛОУ есть такие векторы:

5! =(1,0,1,0,0, 0,0), s2 =(1,0,0,0,0,1,0), s3=(l,0,0,0,l,0,0),
54 = (0 , 1, 0 , 0 , 0 , 0 , 1), 55 = (0 , 1, 0 , 1, 0 , 0 , 0), 56 = (0 , 0 , 0 , 1, 0 , 1, 0), 

57 = (0 ,0 ,0 ,1,1, О, 0), 58 = (0,0 ,0 ,0 ,1,0 ,1),

которым соответствуют такие независимые множества вершин: 
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(1, 3), (1, 6), (1, 5), (2, 7), (2,4), (4, 6), (4, 5), (5, 7).

Поскольку алгоритм находит базис множества решений, то в таком случае будут 
порождаться все возможные независимые множества, среди которых необходимо 
выделить максимальные. А

2.2. Второй алгоритм построения множеств независимых вершин графа.
Множества независимых вершин графа С можно построить путем решения 
системы линейных однородных неравенств, которые соответствуют системе огра­
ничений (11). Специфика задачи поиска множеств независимых вершин неориен­
тированного графа дает СЛОУ, которая удовлетворяет условиям теоремы 6 . Дей­
ствительно, в каждом неравенстве системы 5 только два коэффициента положи­
тельные и единственный отрицательный коэффициент. А это означает, что при 
вычислении значений на решениях предыдущих неравенств эти значения будут 
принадлежать множеству {-1, 0 , 1}.

Пример 5. Возьмем простой пример графа, а именно граф С5, т.е. цикл, ко­
торый имеет пять вершин.

Рис. 2

Для этого графа СЛОН приобретает следующий вид:

1 1 0 0 0 - 1  

1 0 0 0 1 - 1

5 = ( 0 1 1 0 0 - 1

0 0 1 1 0 - 1

< О,
< 0, 
< 0, 
^ О,

0 0 0 1 1 -1 < 0 .

Решениями первого неравенства есть такие векторы (в последней отделенной 
колонке приведены значения этих векторов на левой части следующего неравенства):

100001 0
010001 -1
001000 0
000100 0
000010 1
000001 -1

100001 -1

100101 0

100001 -1 101001 -1

100001 -1 101001 0 010001 -1

100001 0 010001 -1 010101 0

010011 0 010011 -1 010011 0

001000 1 -> 000100 1 - »  010111 1

000100 0 001001 0 001011 0

000011 -1 001011 0 001001 -1

000001 -1 000011 -1 000111 1

000001 -1 000101 0

000011 0

000001 -1



Отбрасывая последнюю координату в найденных векторах и нулевой вектор 
и изымая те векторы, на которых значения в отделенной колонке положительные, 
находим такое множество решений:

1 0 0 0 0, 0 1 0 0 0, 0 0 1 0 0, 0 0 0 1 0, 0 0 0 0 1, 1 0 0 1 0, 1 0 1 0 0, 0 1 0 1 0, 0 1 0 0 1, 0 0 1 0 1.

Этим решениям соответствуют такие множества независимых вершин:

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 4}, {1,3}, {2, 4}, {2, 5}, {3,5}. А

Введем следующее определение.
Определение. Множество вершин неориентированного графа называется 

непротиворечивым, если оно не включает смежных вершин. Решение СЛОН, 
которое соответствует графу, называется непротиворечивым, если множество 
вершин, соответствующих этому решению, непротиворечиво.

Рассмотрим граф из приведенного выше примера, но СЛОН, которая ему 
соответствует, имеет вид

1 1 О О О -1 < О, 
0 1 1 0 0 -1 < 0,

S = \ 0 0 1 1 0 -1 < о,
0 0 0 1 1 -1 < о,
1 0 0 0 1 -1 < 0 .

Тогда при построении множества решений системы пятое неравенство вы­
ступает «фильтром» полученных ранее решений. Действительно, решения первых 
четырех неравенств имеют последнюю координату, равную 1. А это значит, что 
дальше никаких комбинаций решений построить невозможно и при подстановках в 
остальные неравенства полученных решений из них изымаются противоречивые 
(решения, на которых значения положительные). Итак, правила построения всех 
множеств независимых вершин неориентированного графа приобретают такой вид:

• упорядочить неравенства системы так, чтобы эти неравенства покрывали 
все единичные элементы (каждое следующее неравенство включает столбик, 
который покрывает следующую координату неравенства, которая не покрывалась 
предыдущими неравенствами);

• если для решения с Ц{с) = 0 или Ц(с) = - 1, то это решение без каких-либо 

изменений переходит ко множеству решений неравенства Х,+1 (х) < 0 ;

• если для решения с 1 ,(с) = - 1, то это решение комбинируется с 

решением у, на котором Ц (у) = 1, результат комбинирования, если он непроти­

воречив, добавляется ко множеству решений неравенства 1 ,+1(х) = 0 ;

• решения с Ц (с) = 1 изымаются из дальнейшего рассмотрения.
Если обозначим модифицированный таким образом ТБ Б -алгоритм как 

МТБ8, то для него имеет место следующая теорема.
Теорема 7. Алгоритм М7Ж> находит все непротиворечивые множества неза­

висимых вершин неориентированного графа С(У, Е).

Доказательство. Справедливость теоремы следует из того, что при построе­
нии множества решений СЛОН все непротиворечивые решения всех неравенств 
СЛОН сохраняются. Это очевидным образом следует из правил комбинирования 
при построении множеств решений. ■



К сказанному добавим, что для графа Петерсена алгоритм находит 75 независи­
мых множеств, среди которых пять максимальных независимых множеств размера 4, 
на графе — шахматной доски размером 4x4

Рис. 3

алгоритм МТББ находит все 313 множеств независимых вершин, среди которых 
79 множеств максимального размера 4. Соответствующая система неравенств 
имеет 42 неравенства и 17 неизвестных:

5 =

£, = 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  0, 
І2 = 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,
£3 = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  о, 
£4 = 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,  
£5 = 01001  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  о, 
£6 = 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,  
£7 = 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  о,
Z s = 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 < 0 ,  
І9 = 0 0 1 0 0 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  о, 
£,0 = 0 0 1 0 0 0 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 <  о, 

• £ , , = 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,
1.2 = 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1< о,
1.3 = 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1< о , 

£,4 = 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1< 0, 

£,5 = 0000100010000000-і < о, 
£,6 = 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 - 1< о , 

£,7 = 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1< о ,

£, g = 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 - 1<  о, 
1,9 = 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,  
£2о = 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 - 1< 0 ,
Z 2 1 = 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 < 0 ,

£22 = 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 - 1< о, 
І23 = 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 - 1< о, 
£24 = 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 - 1< о, 
І25 = 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0  —1< о, 
L26 = 0 0 0 0 0 0 0 1  0 0 0  1 0 0 0 0 - 1  < 0 , 
£27 = 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 - 1< о, 
£28 = 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 - 1< о,
£29 =  0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 - 1 <  о , 

£зо  =  0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 - 1 <  о , 

£ з ,  =  0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 - 1 <  о,

£32 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 - 1 <  о,

£33 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 - 1< о, 
£з4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 - 1< о,
£ з з  = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 - 1 <  о,

£з6 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 - 1< о,
£37 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 —1<0,

£з8 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1  0 - 1< о,
£39 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 - 1 <  о, 

£40 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1  О О -1 < о, 

£4, = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 - 1 <  о, 

£42 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1<0 .

Для графа шахматной доски 5x5 система состоит из 72 неравенств и 26 не­
известных, с которой алгоритм находит 6426 независимых множества, среди ко­
торых единственное максимальное независимое множество размера 9.

Результаты экспериментов. В табл. 1 приведены временные характеристи­
ки работы второго алгоритма (на основе реализации) (в среде macOS, 1.6 GHz 
Intel Core І5, 8 GB 1600 MHz DDR3, C++).



Граф Размерность ограничений Время вычислений

Шахматная доска 4x4 42x17 7,1 мс

Шахматная доска 5x5 72x26 222,5 мс

Шахматная доска 6x6 110x37 14,5 с

Петерсена, 0(5, 2) 15x11 2 мс

0 ( 10, 2) 30x20 155,1 мс

0(12 ,3) 36x24 711,3 мс

С (т ,п) в таблице обозначает обобщенный граф Петерсена соответствующего 
размера [4].

2.3. Модификация второго алгоритма. Эффективность алгоритма построения 
множеств независимых вершин можно улучшить, если после построения решений 
первого неравенства пометить их координаты, которые не могут принимать участия в 
комбинациях. Помеченные координаты означают, что соответствующие им вершины 
смежные с вершинами этого решения. Такие отметки позволяют эффективно выпол­
нять проверку противоречивости решений. Рассмотрим пример.

Пример 6. Для графа С5 из предыдущего примера с пометками + построение 
множеств независимых вершин приобретает вид:

1 + 0 0 + 1 -1
1 + 0 0 + 1 0

+ 1 + 0 0 1 0
+ 1 + 0 0 1 -1

0 1 0 0 0
+ 1 + + 1 1 0 (2,5)

+ +
- > 0 + 1 + 0 0 1 —̂

0 0 + 1 + 0 0
0 0 + 1 + 0 0

+ 0 0 + 1 0 1
+ 0 0 + 1 1 -1

0 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 1 -1

1 + 0 0 + 1 -1 1 + 0 0 + 1 -1

1 + 1 + + 1 0 (1,3) 1 + + 1 + 1 0 (1,4)
+ 1 + 0 0 1 -1 + 1 + 0 0 1 -1

0 0 + 1 + 0 1 + 1 + 1 + 1 0 (2,4)—> —>
0 + 1 + 0 1 0 0 + 1 + 0 1 -1

+ + 1 + 1 1 0 (3,5) 0 0 + 1 + 1 0

+ 0 0 + 1 1 -1 + 0 0 + 1 1 0

0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1 -1

Как видим, в процессе вычисления происходит существенная экономия по 
сравнению с предыдущим способом. А

Результаты экспериментов. В табл. 2 приведены временные характеристи­
ки работы второго алгоритма (на основе реализации [3]) (в среде macOS, 1.6 GHz 
Intel Core І5, 8 GB 1600 MHz DDR3, C++).

Таблица 2

Граф Размерность ограничений Время вычислений

Шахматная доска 4x4 72x26 6,9 мс

Шахматная доска 5x5 110x37 168,8 мс

Шахматная доска 6x6 15x11 4,6 с

Петерсена, 0 (5 ,2 ) 30x20 2 мс

0 (10, 2) 36x24 139,5 мс

0 ( 12,3 ) 72x26 641,8 мс



Как следует из приведенных временных значений, данный алгоритм сущест­
венно проигрывает в скорости алгоритму работы [5]. Но алгоритм работы [5] на­
ходит только одно наибольшее независимое множество вершин графа, в то время 
как данная модификация ТБ Б находит все независимые множества вершин графа.

Рассмотрим метод анализа живучести сети Петри (СП), который основывает­
ся на применении диофантовых ограничений. Этот метод использует понятие 
дедлока и ловушки, в терминах которых формулируются соответствующие ут­
верждения о живучести СП [6]. Множество мест Q СП называется дедлоком (ло­
вушкой), если в процессе функционирования СП это множество отдает больше 
(меньше) фишек, чем получает (отдает). Итак, если произвольный переход имеет 
выходное место, которое принадлежит дедлоку <2, то в Q должно включаться и 
его входное место. А для ловушки, наоборот, если произвольный переход имеет 
входное место, которое относится к ловушке (),ТО В <2 должно включаться и не­
которое его высходное место. Из этого определения следует, что когда дедлок 
является пустым множеством, то он всегда остается пустым множеством в про­
цессе функционирования СП. Для ловушки ситуация противоположная: если хотя 
бы одно из ее мест получило фишку, то ловушка постоянно остается непустой в 
процессе функционирования СП. Дедлоки и ловушки могут быть найдены в СП с 
помощью решения системы логических уравнений, описывающих эти свойства. 
По системе логических зависимостей строится СЛОН следующим образом: если 
логическая переменная входит в зависимость со знаком отрицания, то ей соответ­
ствует коэффициент - 1, без отрицания — коэффициент 1, а при ее отсутствии в 
зависимости ей соответствует коэффициент 0. Для иллюстрации рассмотрим сле­
дующий пример.

Пример 7. Для СП, моделирующей конкурентный вариант алгоритма взаим­
ного исключения, имеем такие множества:

3. Поиск дедлоков и ловушек в сетях Петри

*&1 = {Реп(1ъ Кеу}; *Й2 = {Репс1ъ  Кеу}; *с1 = [Сг{};

•с2 ={0 -2}; *й| = \quiety}; 

^={СУ2};

* а2 ={диіеі2У,

С\ = {Кеу, диіеі;};

с\ = {Кеу, циіе12}; «1* = {Репсіу}; а2 = {Pєftd2}.

Рис. 4



Отсюда получаем такие логические зависимости для поиска дедлоков в 
данной СП:

если K e y e S , то Cry лСг2 є S;

если Crj є S, то P end у v Key є 5;

если С?2 є S, то Pend2 v Key є  S\

если Pend! є S, то quiety є S;

если Pend2 є S, то quiet2  є S;

если quiet y є S, то Cry є S ;

если quiet2 є  S, то Сг2 є  S.

Далее, условия «если то ...» записываем в виде эквивалентной системы 
логических формул следующего вида:

- 1  Key V (О) л С>2 ), -тCV] V Key V Pend\ ,
~i С> 2  V Key V Репс!^ > ~'Pend\ v c/«/e/|,
-\Pend2 v quieto, —.quiety v Crf,
-,quiet2 v Cr2.

Записывая формулы в виде СЛОН с коэффициентами из множества {-1,0,1}, 
получаем такую систему:

-1 1 0 0 0 0 0 > 0 ,
-1 0 1 0 0 0 0 > 0 ,
1 -1 0 1 0 0 0 > 0,
1 0 -1 0 0 1 0 > 0 ,
0 0 0 -1 1 0 0 > 0 ,
0 0 0 0 0 -1 1 > 0 ,
0 1 0 0 -1 0 0 > 0 ,
0 0 1 0 0 0 -1 > 0 .

Key О, Сг2 Pendy quiety Pend2 quiet2

Решив данную СЛОН во множестве {0,1}, получаем такие векторы: 

V] =(1 ,1 ,1 , 1 , 1 , 1 , 1) ,  у2 = (1,1,1,1,1,0,1),  у3 = (1,1,1,1,1,0,0),  

г4 “ (1; 1, 1, 0 , 1, 1, 1), у5 = (1, 1, 1, 0 , 1, 0 , 1), у6 = (1, 1, 1, 0 , 1, 0 , 0), 

у7 = ( 1, 1, 1, 0 , 0 , 1, 1), у8 = (1, 1, 1, 0 , 0 , 0 , 1), у9 = (1, 1, 1, 0 , 0 , 0 , 0),

*10 = (0 , 1, 0 , 1, 1, 0 , 0), = (0 , 0 , 1, 0 , 0 , 1, 1).

Одним из решений данной СЛОН есть, например, векторы

х = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), У = (1, 1, 1, 0 , 0 , 0 , 0 ).

Это означает, что все места данной СП (первое решение) составляют дедлок, 
как и подмножество мест (второе решение) (Key, Cry, Сг2), причем первое мно­
жество не является минимальным дедлоком, а второе множество — мини­
мальный дедлок. А
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Результаты экспериментов. В табл. 3 приведены временные характеристи­
ки работы алгоритма поиска дедлоков и ловушек в СП (в среде macOS, 1.6 GHz 
Intel Core І5, 8 GB 1600 MHz DDR3, C++).

Таблица З

Количество
переменных

Количество
формул

Размерность ограничений Время вычислений

7 8 7x8 0,3 мс

20 5 5x20 1,2 мс

20 10 10x20 7,3 с

100 10 10x100 0,7 с

100 20 2 0x 100 2,1 с

4. Анализ множества дизъюнктов

Рассмотрим одну из модификаций TSS-алгоритма для решения задачи про­
верки противоречивости множества дизъюнктов в исчислении высказываний. Эта 
модификация хороша тем, что ее применение позволяет не только проверять про­
тиворечивость, а и определять минимальные противоречивые подмножества 
дизъюнктов. Построим по множеству дизъюнктов S СЛОУ (как это делалось для 

тловушек и дедлоков) As x  = 0 и применим к ней такой алгоритм:
АПС-TSS (S)

Вход. Множество дизъюнктов S.
Выход. ВЫПОЛНИМОЕ или ПРОТЕВОРЕЧИВОЕ.
Метод.

begin

1. Построить Ад для S;

2. Если в а |  есть строки, включающие только 0 и 1 или только 0 и -  1, то

(Удалить в Ад все столбики, которые включают ненулевые элементы этих строк);
3. /> 1;
4. Вычислить TSS для Д (х ) = 0;
5. Для всех у = / + 1 до р выполнить

Для всех eeTSS найти значение i_j(e)
конец

6. Удалить те eeTS S , что порождают тавтологии;
(то есть те векторы, ДЛЯ которых значение Lj(e) = 0, причем ненулевые

координаты е попадают на ненулевые коэффициенты Д Д х))

7. Если TSS = 0  , то (ВЫПОЛНИМОЕ; на 9);
8. / = / + 1 ; Если / < р то на 4 иначе

Если TSS = 0  то ВЫПОЛНИМОЕ иначе ПРОТЕВОРЕЧИВОЕ;
9. СТОП 

end

Обоснованием данного алгоритма является следующая теорема.
Теорема 8 . Множество дизъюнктов У противоречивое тогда и только тогда, ко­

гда СЛОУ A jx  = 0 имеет непустую TSS, построенную алгоритмом АПС- TSS .

Доказательство. (=>) Если СЛОУ А$х  = 0 имеет хотя бы одно ненулевое 
решение, то на основании построения становится очевидным тот факт, что дизъ­
юнкты, которые соответствуют ненулевым координатам решения, составляют 
минимальное противоречивое подмножество дизъюнктов. А это значит, что и все 
множество S  тоже будет противоречивым.



(<=) Пусть £ противоречивая и 5" = {Д, В2,..., £>*} с  5  — ее минимальное 

противоречивое подмножество, где к< т , от = |5 |.  Среди £>,, і = 1 , 2 , . . к,

должна существовать хотя бы одна пара дизъюнктов, резольвента которых нетав­
тологична. В противном случае получаем противоречие с минимальностью мно­
жества 5'. Обозначим эту резольвенту DjS. Тогда в силу тех же причин, во мно­

жестве (S '\{D J })<J{DjS} должна существовать пара дизъюнктов, резольвента

которых нетавтологична и т.д. Действуя таким образом дальше, в конце придем к 
пустому дизъюнкту 0 и получим вектор с, у-я координата которого равна количе­
ству применений правила резолюции, в которых принимал участие дизъюнкт Dj.

А такой вектор будет решением СЛОУ а] х = 0. ■

Пример 8. 1. Пусть àJ

4
1 - 1 1  0 1 - 1  = 0 , 
- 1 1  1 - 1 0  1 = 0 , 
1 1 - 1 - 1 1 0 = 0, 
0 0 - 1 1 1 - 1  = 0 .

соответствует такому множеству дизъюнктов:

5 = {р V - 1# V Г, -р  V д V Г, р  V <7 V -лГ V -ш, - 1 ^ V - 1 Г V И, Р V Г V И, -тр V ̂  V -пи}.

Построение ТББ для первого уравнения дает такое множество решений (во 2, 
3 и 4 столбиках показаны значения соответственно 2, 3 и 4 уравнений, если под­
ставить в них решения первого уравнения).

h Li l4
000100 -1 -1 1

110000 0 - -
011000 2 0 -
010010 1 2 1

100001 0 -
001001 2 -1 -2

000011 1 1 0

После чистки получаем такие векторы.

к Li l4

000100 -1 -1 1

010010 1 2 1

001001 2 -1 -2

Комбинирование по значениям второго столбика порождает следующие векторы.

Li l4

010110 1 2
001201 -3 0

После чистки получаем единственный вектор.

Li l4

010110 1 2



Дальнейшие комбинации невозможны, поскольку комбинировать не с чем. 
Итак, начальная СЛОУ не имеет решений (несовместима) и множество дизъюнк­
тов 5 непротиворечиво.

2. Рассмотрим пример, взятый из учебника по операционным системам и 
описание которого можно найти в [7].

Есть ли формулы В л-.В  и /л-чУ  последствиями нижеследующих формул?
Д - >  Р - . Д у В

(Р ->  ~чВ) Я

Я - > ( В л ЛДл Я )

-чЯ л  М
- ч Я л Я

Я л У - > В ч Я у - . Л 'у й

Я  л  -чВ —» / - пЯ у й у /

Л л  —\В л  —і7? Л

-,в
-чв

Добавляем к данным дизъюнктам (выписанных справа в таблице) отрицание фор­
мул Вл->В и / л - У ,  которые после приведения принимают вид, который пока­
зан в последних двух строках нижеследующей таблицы.

Д —» В 1) -,ДмВ
(В -> -чВ) -> Я 2) -чР у й у О
0 -» (Х л М  л Я) 3)

4) -чЭ л М
5) -чЯ лЯ

Я  л У -* В 6) чЯ  V -чУ V В
Я  л -чВ -> / 7) -чЯ у Л у /
Д л-чВл-чВ 8) А

9) -чВ
10) -.Л

11) -чBv В
12) ч / у У

Из этих зависимостей получаем такую систему логических уравнений:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Д -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 = 0,
В 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 = 0,
Я 0 1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
В 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 = 0,
в 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 = о,
м 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 = 0,
я 0 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 = 0,
У 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 = о,
в 0 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 0 0 = о,
7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 = 0 .



Применяя алгоритм АПС-TSS к полученному множеству дизъюнктов, находим 

два решения системы АТх  = 0 : х\ = (1,0,0,0,0, 0,0,1,1,0,1,0), ненулевым коорди­
натам которого соответствует минимальное противоречивое подмножество дизъюнк­
тов —iA V P, A, —iB, —iP v В , и х2 =(2,2,0, 0, 2,1,1, 2 ,2 ,2 ,0 ,1), ненулевым коорди­
натам которого соответствует минимальное противоречивое множество дизъюнктов 
^ A v P ,  А, -\В, —\Pw В v  Д  -iD  v Н, -># v -<N v  R, - i#  v  R v  v  TV . В пра­
вильности этих решений можно убедиться, применив правило резолюций для вы­
вода пустого дизъюнкта.

Итак, поскольку отрицание и первой, и второй формул, что проверялись, 
входит в соответствующие противоречивые подмножества, то сами формулы яв­
ляются логическими следствиями данного множества дизъюнктов. Кроме того, 
множества формул, в которые входят эти следствия, — наименьшие подмножест­
ва, из которых резолюционным методом выводятся эти следствия. А

Результаты экспериментов. В табл. 4 приведены временные характеристи­
ки работы алгоритма анализа множества дизъюнктов (в среде macOS, 1.6 GHz 
Intel Core i5, 8 GB 1600 MHz DDR3, C++).

Таблица 4

Количество
переменных

Количество
дизъюнктов Размерность ограничений Время вычислений

4 6 7x8 0,2 мс

20 5 5x20 0,6 мс

50 20 10x20 8,2 мс

100 50 10x100 48,8 мс

100 20 20x100 10,1 с

Заключение
В настоящей работе рассмотрены общий алгоритм решения СЛОУ и СЛОН в 

области {0, 1} и отдельный класс СЛОУ и СЛОН, коэффициенты которых при­
надлежат множеству {-1,0,1}. Специфика такого типа ограничений дает воз­
можность построить алгоритмы вычисления всех множеств независимых вершин 
графа, алгоритмы поиска дедлоков и ловушек в СП и анализа множества дизъ­
юнктов на противоречивость/непротиворечивость.

С. Л. Кривий, В.Т. Антонюк

АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ 
ЛІНІЙНИХ ОБМЕЖЕНЬ З ЦІЛИМИ 
КОЕФІЦІЄНТАМИ У МНОЖИНІ {0, 1}
Розглянуто базові поняття систем лінійних однорідних і неоднорідних рівнянь і 
нерівностей в області {0, 1}, до розв’язання яких застосовується Т88-алгоритм. та 
властивості цього алгоритму. Описано процедури чистки множин розв’язків та 
визначено лінійно залежні рівняння системи при роботі ТвЗ-алгоритму. На основі 
базових понять і властивостей пропонується достатньо економна відносно 
пам’яті модифікація ТБв-алгоритму для чисельного розв’язання систем 
лінійних однорідних рівнянь і нерівностей з цілими коефіцієнтами в об­
ласті {0, 1}. Наводиться опис запропонованого алгоритму за допомогою 
псевдокоду і оцінка часової складності запропонованого алгоритму. Роз­
глянуто алгоритми розв’язання окремого класу систем лінійних однорідних 
рівнянь і нерівностей, коефіцієнти яких належать множині (-1 ,0 , 1). Наведено 
ряд теорем, що доводять правильність пропонованих алгоритмів. Описано їх 
застосування до розв’язання наступних задач: пошуку множин незалежних 
вершин зорієнтованого графа; пошуку дедлоків і пасток в мережі Петрі; 
аналізу множини диз'юнктів на суперечність/несуперечність. Для задачі пошу­
ку множин незалежних вершин неорієнтованого графа наведено детальний 
опис зведення задачі до системи лінійних однорідних нерівностей, запропоно-
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вано два алгоритми розв’язання, а також модифікація другого алгоритму. Наве­
дено приклади з детальним поясненням виконання кожного з алгоритмів, а та­
кож описано їх часові характеристики роботи. Для задач пошуку дедлоків і па­
сток в мережі Петрі запропоновано спосіб зведення до систем лінійних нерів­
ностей з коефіцієнтами в множині {- 1,0, 1} та розв’язками в множині {0, 1}. 
Наведено приклад з поясненням розв’язання і часові характеристики роботи за­
пропонованого алгоритму. Алгоритм для аналізу множини диз’юнктів на супе­
речність представлений у вигляді псевдокоду. Окрім перевірки на суперечність 
заданої множини диз’юнктів, він дозволяє знаходити мінімальні суперечні під- 
множини диз’юнктів, якщо вони існують. Робота алгоритму ілюструється на 
прикладах з часовими характеристиками.

Ключові слова: системи діофантових рівнянь, нерівностей, базис множини 
розв’язків, незалежні множини вершин, пастки та дедлоки мереж Петрі.

S.L. Kryvyi, V.T. Antonyuk

ALGORITHMS FOR SOLVING THE SYSTEMS 
OF LINEAR CONSTRAINTS WITH INTEGER 
COEFFICIENTS IN THE SET {0, 1}
The basic concepts of linear homogeneous and inhomogeneous equations and ine­
qualities in the domain {0, 1}, are considered the properties of the TSS-algorithm, 
which may be applied in solving those systems are described. The procedures for 
clearing the sets of solutions and determining the linearly dependent equations of the 
system during the process of the TSS algorithm are shown. Based on the basic con­
cepts and properties, a memory effective modification of the TSS-algorithm for solv­
ing systems of linear homogeneous equations and inequalities with integer coeffi­
cients in {0, 1} is offered. A description of the proposed algorithm using pseudo­
code and an estimate of the time complexity are given. Algorithms for solving a 
separate class of systems of linear homogeneous equations and inequalities whose 
coefficients belong to the set {-1 ,0 , 1} are considered. A series of theorems that 
prove the correctness of the proposed algorithms are given. It is described their appli­
cation to the following problems: finding sets of independent vertices of an undi­
rected graph; finding deadlocks and traps in the Petri net; analysis of a set of clauses 
for inconsistency. For the task of finding sets of independent vertices of an undi­
rected graph, a detailed description of reducing the problem to a system of linear ine­
qualities is given, two solution algorithms are proposed, as well as a modification of 
the second algorithm. Examples are presented with a detailed explanation of the solu­
tion via each of the algorithms and their time characteristics of work are described. 
For problems of finding deadlocks and traps in the Petri net, a method for reducing 
it to systems of linear inequalities with coefficients in the set { -1 ,0 , 1} and solu­
tions in the set {0, 1} is proposed. An example with the solution explanation and time 
characteristics of the work of the offered algorithm is described. The algorithm for 
analyzing the set of clauses for inconsistency is presented in a pseudo-code form. 
In addition to checking for the inconsistency of a given set of clauses, it allows you 
to find the minimal inconsistent subsets of clauses if they exist. The operation of the algo­
rithm is illustrated with examples and time characteristics of the algorithm are described.

Keywords: systems of Diophantine equations, inequalities, basis of the set of solu­
tions, independent sets of vertices, traps and deadlocks of Petri nets.
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