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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI МНОГОЧЛЕНIВ ФАБЕРА1

Розглянуто зображення полiномiв Фабера як власних функцiй деякого iнтегро-диференцiального опе-
ратора, знайдено зв’язок мiж коефiцiєнтами основних та спряжених многочленiв Фабера.
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Нехай M — замкнена обмежена множина з C1 з
кусково гладкою границею Γ = ∂M та однозв’яз-
ним замкненим доповненням

CM =
(
C1 \M

)
∪ Γ.

Будемо називати M допустимим комплексним кон-
тинуумом. Бiльш загальне означення допусти-
мого комплексного континуума дається у працi
В. К. Дзядика [6].

Нехай функцiя w = Φ(z) задає конформне
вiдображення CM зовнiшностi континуума M на
CDR0 зовнiшнiсть деякого круга DR0 = {w : |w| ≤
R0} з центром в точцi w = 0 i задовольняє умовам

Φ(∞) = ∞, lim
z→∞

Φ(z)
z

= 1 (1)

Функцiя є аналiтичною в областi CM, крiм точки
z = ∞, i має в цiй точцi простий полюс. Тому її
лоранiвський розклад в деякому околi цiєї точки з
урахуванням (1) матиме вигляд:

Φ(z) = z + α0 +
+∞∑

k=1

αkz−k, α−1 = 1.

Нехай z = Ψ(w) — обернене вiдображення
Ψ(w) : CDR0 → CM. Тодi Ψ(w) також допускає
розвинення в ряд Лорана в околi точки z = ∞:

Ψ(w) = w + β0 +
+∞∑

k=1

βkz−k, β−1 = 1.

Для довiльного R ≥ R0 визначимо лiнiю рiвня

ΓR = {z : z ∈ CM, |Φ(z)| = R}.
Нехай MR — континуум, обмежений лiнiєю ΓR,
CMR його замкнене доповнення, R ≥ R0. Очеви-
дно, MR0 = M, CMR0 = CM, ΓR0 = Γ.

Нехай функцiя f(z), що в околi точки z = ∞
допускає розвинення в ряд Лорана

f(z) =
+∞∑

n=−∞
fkzk. (2)

Позначимо через [f(x)] ту частину ряду (2), яка
мiстить невiд’ємнi степенi z. Отже,

[f(z)] =
1

2πi

∫

ΓR

f(ζ)
ζ − z

dζ =

=
+∞∑
n=0

anzn, z ∈ MR, R > R0.

Розглянемо для цiлого невiд’ємного n ∈ N0 =
N ∪ {0} степiнь Φ(z):

Φn(z) =

=
(
z + α0 + α1z

−1 + . . . + αkz−k + . . .
)n

=

= zn + un1z
n−1 + un2z

n−2 + . . . + unn−1z + unn+

+ bn1z
−1 + bn2z

−2 + . . . + bnkz−k + . . . (3)

Отже, для Φn(z) має мiсце зображення:

Φn(z) = Φn(z) + En(z), (4)

де En(z) = bn1z
−1 +bn2z

−2 + . . .+bnkz−k + . . . ре-
гулярна при z = ∞ складова Φn(z), En(z) −−−→

z→∞
0,

Φn(z) — полiномiальна складова Φn(z).
Полiномiальну частину розвинення (3) назива-

ють многочленом Фабера степеня n континуума M.
Отже,

Φn(z) = [Φn(z)] =

= zn +un1z
n−1+un2z

n−2+ . . .+unn−1z+unn.
(5)

З формули (5) знайдемо послiдовно

Φ0(z) = 1, Φ1(z) = z + α0;

Φ2(z) = z2 + 2α0z + α2
0 + 2α1.

Полiноми Φn(z) вперше було розглянуто
Г.Фабером у працi [1]. З означення MR i полi-
номiв Фабера випливає, що послiдовнiсть полiно-
мiв Фабера {Φn(z), n ∈ N0} є спiльною для всiх
континуумiв MR, R ≥ R0.

1Стаття частково пiдтримана Мiжнародним благодiйним фондом вiдродження Києво-Могилянської академiї.
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Iнтерес до полiномiв Фабера пов’язаний з тим,
що функцiї f(z) регулярнi на континуумi M, тобто
аналiтичнi у внутрiшнiх точках M з неперервним
продовженням на границю Γ допускають розвине-
ння в ряд за полiномами Фабера, який є аналогом
ряду Тейлора для круга [4–6].

Враховуючи (4) маємо

1
2πi

∫

ΓR

[Φ(ζ)]n

ζ − z
dζ =

1
2πi

∫

ΓR

[Φn(ζ)]
ζ − z

dζ +
1

2πi

∫

ΓR

[En(ζ)]
ζ − z

dζ.

Але перший iнтеграл справа рiвний Φn(z), а дру-
гий — нулю. Отже,

Φn(z) =
1

2πi

∫

ΓR

[Φ(ζ)]n

ζ − z
dζ. (6)

Цю формулу можна використовувати як означення
многочленiв Фабера. Зробимо в iнтегралi (6) замiну
ζ = Ψ(t). Тодi отримаємо

Φn(z) =
1

2πi

∫

|t|=R

tnΨ′(t)
Ψ(t)− z

dt.

Звiдси випливає, що многочлени Фабера є коефiцi-
єнтами Лорана в розкладi функцiї

Φ(t, z) =
Ψ′(t)

Ψ(t)− z
, |t| > R, (7)

в околi точки t = ∞, тобто має мiсце розклад

Φ(t, z) =
Ψ′(t)

Ψ(t)− z
=

∞∑
n=0

Φn(z)
tn+1

, |t| > R.

Таким чином, функцiя (7) є генератрисою для мно-
гочленiв Фабера.

Наведемо приклади обчислень полiномiв Фабе-
ра для деяких континуумiв.

1. Круг

DR(a) = {z : |z − a| ≤ R} — круг, функцiя
Φ(z) в цьому випадку буде w = Φ(z) = z−a,
i отже, Φn(z) = (z − a)n, n = 0, 1, 2, . . ..

2. Лемнiската

Нехай L(Q) — деяка лемнiската, тобто

L(Qm) = {z : |Qm(z)| ≤ R},

де Qm(z) деякий полiном, зi старшим коефi-
цiєнтом рiвним 1, R ≥ R0 > 0.

Для R не менших деякого R0 лем-
нiскати утворюють зв’язнi допусти-
мi континууми [6], якi ми позначимо

LR(Qm). Функцiя Φ(z) = (Qm(z))
1
m(

lim
z→∞

z−1(Qm(z))
1
m = 1

)
при цьому задо-

вольняє умовi (1) i вiдображає доповнення
лемнiскати CLR(Qm) на CDR. Звiдси ви-
пливає, що полiноми Фабера з степенями
кратними k допускають представлення:

Φmn(z) = Qn
m(z).

3. Вiдрiзок прямої

Нехай M = [−1; 1]. Враховуючи, властивостi
функцiї Жуковського [7] для вiдрiзка [−1; 1]
будемо мати

w = Φ(z) =
1
2
(z +

√
z2 − 1),

( lim
z→∞

√
z2 − 1

z
= 1),

z = Ψ(w) = (w + w−1).

Враховуючи, що 1
2Φ(z) = z − √z2 − 1 в ло-

ранiвському розкладi в околi точки z = ∞
мiстить тiльки вiд’ємнi степенi, отримаємо

Φn(z) = [Φn(z)] =

= 2−n
[(

z +
√

z2 − 1
)n]

=

== 2−n
((

z +
√

z2 − 1
)n

+

+
(
z −

√
z2 − 1

)n)
= T̃n(z). (8)

Зауважимо, що континууми MR у випадку,
коли M = [−1; 1], збiгаються з елiпсами Жу-
ковського:

MR = {z : z ∈ C1, z =
1
2

(
Reiφ + R−1e−iφ

)}.
Таким чином, для елiпсiв полiноми Фабера
також збiгаються з многочленами Чебишева.

4. Хрест

Нехай M = [−1; 1] ∪ [−i; i] — хрест. Тодi,
за [7], маємо:

w = Φ(z) =

(
z2

2
+

√
z4

4
− 1

) 1
2

=

=
1
2

(√
z2 − 1 +

√
z2 + 1

)
(9)

z = Ψ(w) =
√

w2 + w−2.

Полiноми Фабера парних степенiв будуть ма-
ти вигляд:

Φ2n(z) = T̃n(z2).
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Нехай функцiя w = Φ(z) — деяка функцiя, що
задовольняє умовам (1) i вiдповiдає деякому кон-
тинууму M. На многочленах

Pn(z) =
n∑

k=0

αkzn−k

довiльної степенi n ∈ N0 введемо iнтегро-
диференцiальний оператор

Λ = Λ(M)

за формулою

ΛPn(z) =
[

Φ
Φ′

P ′n(z)
]

.

Як бачимо, оператор Λ = Λ(M) переводить по-
лiноми степенi n в полiноми степенi n, причому
степiнь многочлена зберiгається.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай M ∈ C1 — допустимий конти-
нуум. Тодi вiдповiднi полiноми Фабера {Φn(z), n ∈
N0} є власними функцiями оператора Λ

ΛΦn = nΦn. (10)

Доведення. Доведення. Запишемо формулу для по-
хiдної Φn(z).

d

dz
Φn(z) = nΦn−1(z)Φ′(z).

Помноживши це спiввiдношення на дрiб Φ(z)
Φ′(z) ,

одержимо

Φ(z)
Φ′(z)

(Φn(z))′ = nΦn(z),

Видiляючи полiномiальну складову в обох ча-
стинах останньої рiвностi, отримаємо (10).

Розглянемо вигляд оператора Λ на прикладах.

1. У випадку круга DR оператор Λ має вигляд

λPn(z)zP ′n(z).

Вiдповiдно, рiвнiсть (10) запишеться так

z(zn)′ = nzn.

2. Вiдрiзок прямої. У випадку вiдрiзку прямої
оператор матиме вигляд

ΛPn(z) =
[√

z2 − 1P ′n(z)
]
.

Тодi спiввiдношення (10) має вигляд

[
√

z2 − 1T ′n(z)] = nTn(z). (11)

Спiввiдношення, еквiвалентне (11), наведено
в редакторських примiтках В. I. Лєбєдєва у
працi С. Пашковського [8].

3. У випадку лемнiскати L(Q) дiя оператора Λ
визначається формулою

ΛPn(z) =
[
mQ(z)
Q′(z)

P ′n(z)
]

.

4. У випадку хреста дiя оператора Λ визначає-
ться формулою

ΛPn(z) =
[
z−1

√
z4 − 1P ′n(z)

]
.

Введемо спряжену систему многочленiв
Ψn(w), n ∈ N0 за формулою

Ψn(w) = [Ψn(w)] .

Полiноми Ψn(w) є звичайними полiномами Фабе-
ра для континуума M∗, який є областю з C1, що
обмежена лiнiєю рiвня

|Ψ(w)| = R0.

Проiлюструємо на прикладах.

1. У випадку круга звичайнi та спряженi мно-
гочлени Фабера збiгаються:

Φn(z) = zn, Ψn(w) = wn, n ∈ N0.

2. Вiдрiзок прямої. Для вiдрiзку прямої оберне-
на функцiя z = Ψ(w) має вигляд

z = Ψ(w) =
(
w + w−1

)
.

Тодi спряжена система полiномiв визначає-
ться наступним чином:

Ψ0(w) = 1, Ψ1(w) = w,

Ψ2(w) = w2 + 2, Ψ3(w) = w3 + 3w,

Ψ4(w) = w4 + 4w2 + 6, . . .

. . . Ψn(w) =
[ n
2 ]∑

k=0

Ck
nwn−2k.
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3. Нехай континуум M обмежений астроїдою
x = 4 cos3 θ, y = 4 sin3 θ, θ ∈ [0; 2π], тодi
функцiя z = Ψ(w) визначається формулою
( [4, с. 58]):

z = Ψ(w) = w +
1

3w3
, |w| > 1. (12)

Тодi спряженi многочлени Фабера для даного
континуума мають вигляд:

Ψ0(w) = 1,Ψ1(w) = w, Ψ2(w) = w2,

Ψ3(w) = w3, Ψ4(w) = w4 +
4
3

Ψ5(w) = w5 +
5
3
w . . .

. . . Ψn(w) =
[ n
4 ]∑

k=0

Ck
n

1
3k

wn−4k.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2. Нехай M — деякий допустимий кон-
тинуум, U i V — двi нескiнченновимiрнi нижньо-
трикутнi матрицi коефiцiєнтiв розвинень по сте-
пеням z i w многочленiв Φm(z) i Ψn(w), вiдповiдно,
m,n ∈ N0. Тодi має мiсце

V = U−1.

Доведення. Доведення теореми 2 слiдує з рiвностi

[Φn (Ψ(w))] = wn,

наведеної в [4, с. 63].

Φn(z) =
n∑

k=0

unkzk,

Φn (Ψ(w)) =
n∑

k=0

unkΨk(w),

[Φn (Ψ(w))] =

[
n∑

k=0

unkΨk(w)

]
= wn.

Отже,
n∑

k=0

unkvkj = δnj ,

де j = 0, n, δnj — символ Кронекера:

δnj =

{
1, якщо n = j;

0, якщо n 6= j.

1. Faber G. Über polynomische Entwicklungen /
G. Faber // Math. Annalen. — 1903. — V. 57. —
P. 389–408; — 1907 — V. 64. — P. 116–135.

2. Маркушевич А. И. Теория аналитических фун-
кций. Том II. / А. И. Маркушевич. — М. : Наука,
1967. — 628 c.

3. Смирнов В. И. Конструктивная теория функций
комплексного переменного / В. И. Смирнов,
Н. А. Лебедев. — М. : Наука, 1964. — 440 c.

4. Суетин П. К. Ряды по многочленам Фабера /
П. К. Суетин. — М. : Наука, 1984. — 336 с.

5. Гайер Д. Лекции по теории аппроксимации в
комплексной области / Пер. с нем.; Д. Гайер. —
М. : Мир, 1986. — 216 c.

6. Дзядик В. К. Введение в теорию равномерного
приближения функций полиномами / В. К. Дзя-
дик. — М. : Наука, 1977. — 508 с.

7. Лаврентьев М. А. Методы теории функций ком-
плексного переменного / М. А. Лаврентьев,
Б. В. Шабат. — М. : Наука, 1965.— 749 с.

8. Пашковский С. Вычислительные применения
многочленов и рядов Чебышева / Пер. с польск.;
С. Пашковский. — М. : Наука, 1983. — 384 с.

O. Kashpirovsky, O. Khrutska

ABOUT SOME PROPERTIES OF FABER POLYNOMIALS

The Faber polynomials images are considered as the eigenfunctions of certain integro-differential operator.
The connection between the coefficients of main and conjugated Faber polynomials system is discovered.
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