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ІНТЕҐРОВНА МОДЕЛЬ ПОШИРЕННЯ 
НЕЛІНІЙНИХ АЛЬФЕНІВСЬКИХ ХВИЛЬ У ПЛАЗМІ

Викладено алгебро-геометричну схему побудови розв’язків та досліджено гамільтонову структуру на­
ближених рівнянь магнітної гідродинаміки, що описують поширення нелінійних хвиль Альфена у  плазмі. 
Знайдено солітонні та однозонні періодичні розв’язки.

1. ВСТУП
Плазма, а особливо замагнічена, є унікаль­

ним нелінійним середовищем, у якому поширю­
ються найрізноманітніші збудження і виникає 
багато явищ, які є типовими для інших неліній­
них суцільних середовищ (самофокусування 
хвиль, самостискування хвильових пакетів, ге­
нерація нових гармонік, утворення солітонів, 
вихорів та ударних хвиль), а також інших явищ, 
в яких плазма проявляє специфічні особливості 
як система частинок з кулонівською взаємодією. 
Виникнення та поширення хвиль у плазмі від­
носять до колективних явищ у багаточастинко- 
вій системі. Масштаб цих явищ (просторовий та 
часовий) є набагато більший, ніж мікроскопіч­
ний масштаб, тому природним є опис плазми в 
гідродинамічному наближенні [1, 2].

Розрізняють два типи нелінійних колектив­
них явищ у плазмі — ламінарні й турбулентні. Для 
опису явищ першого типу можна запропонува­
ти нелінійні рівняння, які мають гладку лінійну 
границю, або самі ці рівняння можна проінтеґ- 
рувати в класі аналітичних функцій. Явища тур­
булентності вимагають інших математичних засо­
бів, які на сьогодні ще недостатньо опрацьовані.

Серед нелінійних явищ першого типу, які 
досить добре вивчені, і для яких існує адекватна 
математична модель, слід назвати теорію розпо­
всюдження іонно-звукових хвиль у плазмі без 
зіткнень. В цій теорії важливу роль грає рівнян­
ня Кадомцева— Петвіашвілі [3]

д  (а ф +Фд ф + д3 ф ) = о (д2х + ду) ф  (1)
яке у випадку нехтування залежністю потенціа- 
луФ (х, у, г, і) від однієї з просторових змінних 
є інтеґровним рівнянням і добре описує нелінійні 
іонно-звукові хвилі у двох вимірах. Якщо ж зне­
хтувати залежністю від обох змінних х та у, то 
рівняння (1) співпаде з добре відомим рівнянням 
Кортевега-де Вріза (КдВ):
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д Ф + Фд Ф + д 3Ф = 0 . (2)
При дослідженні цього рівняння вперше було 

виявлено солітонні розв’язки. Саме в застосуван­
ні до плазми М. Крускал та Н. Забузький [4] мо­
делювали процес розсіяння двох солітонів рів­
няння КдВ і побачили, що вони розсіюються без 
зміни форми. Ця робота послужила поштовхом 
до відкриття методу оберненої задачі.

Слід зазначити, що рівняння КдВ, крім солі- 
тонних, має ще й періодичні розв’язки. При ма­
лих амплітудах вони переходять у гармонійні 
періодичні хвилі. Таким чином можна побуду­
вати однопараметричну сім’ю розв’язків, яка по­
чинається лінійною гармонійною хвилею і закін­
чується солітоном [5].

В нашій роботі ми будемо розглядати плаз­
му, яка знаходиться в магнітному полі. В цьому 
випадку виникає складна картина взаємодії пла­
зми і поля, адже плазма є провідним середови­
щем і під впливом магнітного поля в ній індуку­
ються електричні поля і струми. Ці струми самі 
в свою чергу можуть впливати на магнітне поле. 
Гідродинамічні ефекти та ефекти, пов’язані з 
впливом магнітного поля, об’єднані в науці під 
назвою магнітна гідродинаміка. Магнітна гід­
родинаміка була сформульована в 40-х роках 
XX ст. X. Альфеном (Н. ЛІРхеи), який показав її 
велике значення для астрофізики і передбачив те­
оретично новий вид хвиль, характерних для ви- 
сокопровідного середовища, яке знаходиться в 
магнітному полі. Це так звані МГД або Альфе- 
нівські хвилі, які ми й будемо розглядати в цій 
роботі.

В загальному вигляді рівняння магнітної гі­
дродинаміки є дуже складними, і розв’язати їх 
практично неможливо. Проте, здійснивши ряд 
наближень, можна отримати модельні рівняння, 
які досить добре описують конкретні типи про­
цесів у плазмі. Так, в роботах [7, 8] було отрима­
но одне з таких модельних рівнянь для опису
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поширення Альфенівських хвиль. В роботі [9] 
було показано, що це рівняння належить до кла­
су інтеґровних; до нього можна застосувати ме­
тод оберненої задачі розсіяння й одержати бага- 
тосолітонні розв’язки. Загальні підходи до по­
будови періодичних (квазіперіодичних) розв’яз­
ків було розвинено в роботі [10], проте явних 
формул там не представлено.

Метою нашої роботи є розвиток методів ін- 
теґрування нелінійних модельних рівнянь теорії 
плазми, котрі б давали можливість будувати 
розв’язки в широкому класі початкових умов. 
Наша увага зосереджена на рівнянні, яке отри­
мано в роботах [7, 8] для опису поперечних скла­
дових магнітного поля в нелінійній Альфенівсь- 
кій хвилі, і має назву нелінійного рівняння Шре- 
дінгера з похідною (ВИЬ8-рівняння). Для цього 
рівняння ми розвиваємо теорію “скінченнозон- 
ного” інтеґрування і в явному вигляді будуємо 
солітонні та “однозонні” періодичні розв’язки.

Виключимо з цих рівнянь поля ve та Е. З рів­
няння (2.5) маємо:

С г
V = V. п- [V х В ].

Підставивши цей вираз у рівняння (2.2), 
отримаємо

1  г т 1  , т т т  й у
Е  = — [у х В ] + ---- п  [ х  В іх В]------- -+

с  4 п е  е  й ї

т с

4 к е 2
{(п-1У х В  )• V }  +—  (п-1Ух В ) 

йї
тс2

1 6 п ' 2Є'
■{п-1Ух В  )• Уф/ЛУ х В),

+ (2.7)

де — = тд +(’ V) — диференціювання вздовж іон­
— д

ного руху.
Після цього рівняння для іонної швидкості 

та магнітного поля набувають вигляду:

2. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ
2.1. Загальні рівняння магнітної гідродинаміки

Предметом нашого розгляду є холодна од- 
нократно-іонізована квазінейтральна двокомпо­
нентна плазма. В наближенні дворідинної гідро­
динаміки плазма розглядається як система двох 
взаємопроникних невзаємодіючих рідин (газів). 
При нехтуванні струмом зміщення та розділенням 
заряду в рівняннях Максвелла, рух такої системи 
може бути описаний системою рівнянь [1, 2]:

а

т п

дп,
1 7

М п

+ V • (пеу е ) = 0

— + V V
е У

V = -еп Е  -  Є п е [у х В  ]

+ V-(п, V , ) = 0

— + V V \  = е п  Е  + е п  [у х В]
д ї  • п ‘ -

[VхВ]= — п ( у , -  у)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

^ х Е]+  -  —  = 0 . (2.6)
с  д ї

Рівняння (2.1) і (2.2) є рівняннями неперерв­
ності для електронної компоненти і рівнянням 
руху відповідно; т -  маса електрона, пе — кон­
центрація електронів, ve — швидкість електро­
нів, Е — вектор напруженості електричного 
поля, В — вектор магнітної індукції. Рівняння 
(2.3) і (2.4) — відповідні рівняння для іонної скла­
дової; в них М  — маса іонів, п. — концентрація 
іонів, V. — іонна швидкість.

=—  М  + тУ1  [V х В ]х В]+
йї 4п п

+ ^  (М + т) '  4Пе
{{  1V х В ) • V ^  х В )

' йї
-  (2.8)

2 т
(М + т ї'1  { V х В "'V х В ). 

(4Пе) п

д В
д ї

[V х [у , х В ]]+ — V х
йї = 0 . (2.9)

Перейдемо до безрозмірних величин за та­
кими співвідношеннями [7]:

у = УУ , В  = В В , У = Е 1V , 4 -=® ^, п = Ип ,дї дї

де V, В і N  — є характерними значеннями V,, В і 
п відповідно, Ь — характерна довжина, на якій 
ці змінні змінюються несуттєво, а  — характер­
на частота, подана як \У  |. Тоді рівняння (2.8) на­
буває вигляду  ̂ '

А 2 £ у _  = 1 IVх В ]х в ]
й ї п

+в :

-  А-

{(у-1 V х В ) V}“  + ‘V х в )

Я-: { 1 + —  11  { х  В ] ^ }   ̂V х В ), 
М І п (2.10)

де А = — . , є характерним числом
\ВЦ4п(М  + т) N}

Альфена, Я = Оес/(О — відношення електронної 
циклотронної частоти до характерної часто­
ти о , яке буде називатись електронним числом 
Рейнольдса. Подібним чином, відношення іон­
ної циклотронної частоти о с до характерної ча-
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стоти буде називатись іонним числом Рейноль­
дса і позначатиметься я  .

R , = o cj  о , (2.11)

R  — є відношення геометричного середнього 
електронної та іонної циклотронної частоти до 
характерної частоти і називається гібридним 
числом Рейнольдса

R =( = R f - (2Л2)
Відзначимо, що коефіцієнт біля останнього 

доданку в рівнянні (2.10) не залежить від B і може 
бути також представлений як

А-2R2 о -2f , m  ̂1 + —  
M

(2.13)= (Ьв/ Ь / (е/У)2,

де Ьв =^І(тУ )/(4пМе2) — ефективна довжина 
Дебая.

Остаточно система основних рівнянь набу­
ває вигляду:
dn

~

+ V • (nv() = 0,

A2 —t— n Vx b]  x b ] = R ;|(d /d t gn-1 

-  A -  R-2 ̂ 1 + j J { n~ ‘Vx B V}(n -1 VxB ),

Vx B ) + {In-1 Vx B )• V

— -  [V x [v( x B ]=  - R~ V x-dv.
dt

(2.14)

b ]  -

(2.15)

(2.16)

в яких риска над безрозмірними величинами 
опущена. В границі Я та Яе , система
рівнянь переходить в систему рівнянь ідеальної 
магнітогідродинаміки, де знехтувано тиском.

2.2. Одновимірне поширення Альфенівських 
хвиль

При розгляді одновимірного поширення хвиль, 
рівняння (2.14) — (2.16) набувають вигляду
дп д , . .---- 1----(nu) = 0 ,
dt дх
du д B + B— + п 1---- y-----z- = 0 ,
dt дх 2
dv -1 „ <дВ̂  о - 1 d ( -1 дв,

dt х дх “ dt |  дх
dw -1 дВ , d \  -1 дву \- — n В —  ̂= -о , — \ n —y  , 
dt дх dt І дх І
dB „ дv „ ди -, д ( dw
—--- —+ в ^ -------- о  , г г -  \ ——dt дх дх дх І dt
dB
dt дх

ди
^  -  В —  + В —  = о  с

дх
д (  dv 
дх І dt

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20) 

(2.21) 

(2.22)

Л д , д п .де — =—+и—  , а В, х, ґ та п нормовані, відпові-йґ дґ дх
дно на постійне магнітне поле В0, характерну 
довжину Ь, обернену характерну частоту юо та 
середню концентрацію п . Електронна та іонна 
циклотронні частоти також нормовані на юо. Ча-

стота ш0 задається як у / Ь , де УА— швидкість 
розповсюдження Альфенівської хвилі — визна-

Д -1
4 пи0( т + М )]2. В на­

ведених рівняннях и, V та ш є відповідно х, у  і 2- 
компонентами іонної швидкості, нормованої 
наУА. Рівняння (2.17) — (2.22), одержані в робо­
ті [7], є основою нашого подальшого розгляду.

Зосередимо нашу увагу на поширенні Аль­
фенівських хвиль вздовж постійного магнітно­
го поля в 0 в однорідній плазмі. Це значить, що в 
рівняннях (2.19) — (2.22) слід покласти В = 1.

Лінійне дисперсійне співвідношення для Аль­
фенівських хвиль нескінченно малої амплітуди, 
яке випливає з рівнянь (2.17) — (2.22) має вигляд:

= 1 + рк  , (2.23)
к

де

Р = 2 і®- ), (2.24)

®(к) та к  — частота та хвильове число, які нор­
мовані, відповідно, на ю0 і Ь-1. В рівнянні (2.23) 
верхній та нижній знаки відповідають лівим та 
правим Альфенівським хвилям. Взявши до ува­
ги лінійне дисперсійне співвідношення, введемо 
нові змінні за такими масштабними перетворен­
нями
£ = є(х  -  ґ), Т = Є2ґ . (2.25)

В рівняннях (2.17) — (2.22) виконаємо роз­
клад за малим додатнім параметром є. Поблизу 
однорідного рівноважного стану розклади ди­
намічних змінних мають вигляд [8]:

n = 1 + п = 1 + єгі1) + є2гі2 ) + ..д (2.26)

и = и =єи1) + є2и<2) + ..Д (2.27)

V = V = є* (v'1) + Єv<2) +...), (2.28)

w = w = є 12 (w( 1) +єл>2‘) +...), (2.29)

B = B =є12 (В 1) + B 2 ) + _ ) ,y y y y
(2.30)

b , = B, = є 1 ( Bf +єв(2 ) +...). (2.31)

Вважатимемо, що плазма знаходиться в рів­
новазі при |  ^ ± го ; тоді п(і), п(і\  Ул\  ЦЦ Ву(і), 
В  прямують до нуля, коли |  прямує до не­
скінченності.

Після підстановки розкладів в основні рів­
няння і прирівнювання членів при однакових 
степенях є одержуємо:

v( 1) = -  B( ), (2.32)

w 1) = -b ( 1), (2.33)

n ( 1) = и11 , (2.34)

и( 1) = 1  ( B( )2 + BZ1) 2 ) . (2.35)
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д у (2) д в  у2 _

д£ + д<?

д т Ц  В _ =

д ї  +  %  ~

д В '2 ) д у (2) _
д | + д |

д В 2) д^>( 2)--- і---+------- --
д |  д |

ду'1) , д В 11)—-----о  ——у— ’
дт " д ї
д ^  1 д  в

+  о : ідт " д |

+_д 
дт дї 
дВ(і) д

- дВ^  + В - (и(1 ВЩ - о :

^ д2̂ ( 1)
^  (и( і) в  (і)) + о - : ^ т -

дт дї

д ї 2
д 2у(1)
ж

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Це рівняння подібне до нелінійного рівнян­
ня Шредінгера і має назву нелінійного рівняння 
Шредінгера з похідною (ВМЬ8-рівняння). Воно 
виявляється інтеґровною гамільтоновою систе­
мою. Цей факт було встановлено в роботі [9].

Відправною точкою досліджень інтеґровно- 
сті та побудови солітонних розв’язків було пред­
ставлення рівняння (3.1) у вигляді умови суміс­
ності пари лінійних систем рівнянь, які залежать 
від довільного комплексного параметра X.

Підставляючи рівняння (2.32) — (2.35) в рів­
няння (2.36) — (2.39) ми отримуємо рівняння від­
носно ї  і ґ. Повертаючись у рівняннях до по­
передніх просторових і часових координат х і ґ, 
маємо:

Ц 2- +1  д г В  (4 + в 2 + В2 )]-дї 4 дх в-
д В, 
дх2

_ 0 (2.40)

д в
дї

і  д г 2 2 п д Ву~ — [Вг (4 + Ву + Вг) ^ _ 0 >
4 дх д х

(2.41)

І
де використано співвідношення В ~ є~В(І) та

У УІ
В ~  є 2В (І) з рівнянь (2.30) і (2.31). Рівняння (2.40) 
та (2.41) разом з рівняннями (2.32) — (2.36) є ос­
новними рівняннями для розглядуваних неліній­
них Альфенівських хвиль. Ввівши позначення:

Р_ В ±ІВ ,І у і 7
д 2ю(к)и _ -------- _ +2и,

0 дк2 И
де остання рівність випливає з лінійного закону 
дисперсії. Перепишемо рівняння (2.40) та (2.41) 
у вигляді

дР
дї

і  д+
4 дх В(4 + |в |2)

Іи0 д2 в 
2 д х2 (2.42)

Це рівняння і буде предметом нашого по­
дальшого розгляду.

3. ВМЬБ-РІВНЯННЯ ЯК ІНТЕҐРОВНА 
ГАМІЛЬТОНОВА СИСТЕМА

В попередньому параграфі одержано неліній­
не рівняння (2.42), яке описує еволюцію попере­
чних складових магнітного поля в Альфенівсь- 
кій хвилі, яка поширюється в напрямку осі ох. 
Зауважимо, що конкретні значення коефіцієнтів 
цього рівняння не мають суттєвого значення, 
оскільки масш табними перетвореннями 
поля Р ^  кІв  та координати х  ^  к2х  можна 
зробити їх якими завгодно. Якщо покласти

к, _ и~42, 
де вигляду:

к 2 _ - 4 и 0 , то рівняння (2.45) набу-

д в
ді

1
2

ґ

Р х  +  І

V
Р 2 в

У J х
(3.1)

д У 1 ■ -  -X2 вх~ у 1 ■
дх У  2 _ Р'х -X2 _У  2 _

д уі
дї У :

' -І (2 X4 + Х2| в 2)

2Х в - + ц  р 2 в ' -  і в:)
2 х в + а \ р 2 в+ івх)

І(2Х + Х |р | )
Уі

У,

(3.2б)
Умова сумісності рівнянь (3.2) має вигляд

дЬ  —  + [Ь А]= 0 , (3.3)
дї дх

де Ь  та А  — матриці в правих частинах відпо­
відно першої та другої системи рівнянь в (3.2), 
[ь, А]= ЬА-  АХ — комутатор.

Надалі функції Р (х ї) та Д*(х,ї) = у(х,ґ) буде­
мо розглядати як незалежні. Тоді замість рівнян­
ня (3.1) матимемо систему двох рівнянь

£  = 2  Івх + І (с в - в 2ї ) 1 , 

І 7 _  - 2 & х -  І(сг - г 2 р )1 >д ї 2
які можна подати у вигляді гамільтонової сис­
теми:

д 1 дН
д грі 0

дх дв
дї у д 0 дН

_дх ду

де Н _ - І-1(вух +1  в'2Ґ  -  свї) 4х — гамільтоніан, 
с — довільна стала.

Г амільтоновість системи (3.4) вимагає деяких 
пояснень. Перш за все, це не є канонічна гаміль- 
тонова структура, оскільки не має пари каноніч­
но спряжених змінних. Проте в класі нескінчен- 
но-диференційовних швидкоспадних або періо­
дичних функцій в(х), у(х) добре означений мат­
ричний оператор

ґ 0 д/дхЛ
д^х 0 (3.6)

який є кососиметричним у вказаному класі. Тому 
на множині функціоналів від функцій в (х), у (х) 
означена дужка Пуасона:

[Р, о } _ \(
5^ 5р
дв ’ ду

П до до  
дв ’ ду

у
\йх, (3.7)
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яка задовільняє тотожності Якобі.
Будемо розвивати гамільтонів формалізм у 

фазовому просторі, який складається з періоди­
чних функцій в (х + 21) = в (х), у (х + 21) = у (х) з 
періодом 21. Випадок швидкоспадних почат­
кових умов розглядатимемо як граничний при 
і —— ^. Рівняння нульової кривизни (3.3) дають 
можливість збудувати нескінченну низку інтеґ- 
ралів руху для системи (3.5) і довести їх попарну 
комутативність стосовно дужки (3.7). Вибір ін- 
теґралів є неоднозначним. Найчастіше на роль 
останніх обирають коефіцієнти за ступенями 
параметра Я-2 діагональних матричних елемен­
тів матриці монодромії рівняння (3.2а). Матри­
ця монодромії Т (Я) = Т(1,-  і,Я) задовольняє рів­
нянню

Т (Я,г) = [А( і, г, Я), Т (К, г) ]. (3.8)
дї

Звідси легко бачити, що

д " {г Ті(Я, г) = 0 , (3.9)

тобто слід матриці монодромії при кожному Я є 
інтеґралом руху [11].

Матричні елементи матриці Ц х ,Я) залежать 
від Я поліноміально (квадратично -  діагональні 
матричні елементи, лінійно -  антидіагональні). 
З рівняння (3.8) тоді випливає, що матричні еле­
менти матриці переходу (а також матриці моно­
дромії) є цілими функціями від Я. Зокрема, діа­
гональні матричні елементи є цілими аналітич­
ними функціями від х2. Коефіцієнти розкладу 
діагональних матричних елементів за степеня­
ми (Я 2)" в околі нескінченності дають нескінчен­
ну послідовність інтеґралів руху. Перші два чле­
ни цієї послідовності

Я , =  \ ф йх , и 2 =  - 2-1 ф у х +  2 в 2у 2)йх .

Обчислення вищих інтеґралів в рамках ви­
кладеної схеми є досить громіздким. В наступ­
ному параграфі буде розвинений інший підхід.

4. СКІНЧЕННОЗОННЕІНТЕҐРУВАННЯ 
ВМЬБ-РІВНЯННЯ

1. Відомо, що метод оберненої задачі розсі­
яння дає явний розв’язок задачі Коші лише для 
певного класу початкових умов. Наприклад, для 
рівняння Кортевега-де Вріза такими початко­
вими умовами є потенціали и(х)  стаціонарно­
го рівняння Шредінгера
\ -д 2х + и  (х)\ ¥ =  Е  (4.1)
для яких спектр лінійної задачі (4.1) має скінчен­
не число ізольованих власних значень, а задача

розсіювання на потенціалі и(х)  дає нульовий 
коефіцієнт відбиття. Т акі початкові умови дають 
№солітонні розв’язки рівняння КдВ.

Розв’язуючи задачу Коші для рівняння КдВ 
в класі періодичних початкових умов, С. П. Но- 
віков в роботі [12] ввів поняття “скінченнозон- 
них” розв’язків (або скінченнозонних початко­
вих умов). Він зауважив, що для кожного гаміль- 
тонового рівняння вигляду

д и  і 1 5н і и і
дї 5и(х)

(4.2)

при наявності певної кількості інтеґралів руху 
Н 1, Н 2, ..., НМ у функціональному фазовому 
просторі, до якого належать допустимі початко­
ві умови и ( х ) , існує інваріантний (стосовно 
гамільтонового потоку (4.2)) підпростір, який 
описується варіаційним рівнянням

і и % с и і и ] = 0 - (4'3)
Якщо інтеґралів Я [ и , и х, . . .]  нескінченно 

багато і вони попарно комутують, то число N  у 
рівнянні (4.3) можна необмежено збільшувати. 
Новіков також показав, що для періодичних чи 
квазіперіодичних потенціалів и  (х ) , які є роз­
в’язками варіаційної задачі (4.3), спектр опера­
тора Шредінгера (4.1) має скінченне число до­
зволених зон. Доведено також і обернене твер­
дження. Звідти пішов термін скінченнозонні по­
чаткові умови, скінченнозонні розв’язки, а вся 
теорія побудови таких розв’язків дістала назву 
теорії скінченнозонного інтеґрування.

Очевидно, що солітонні розв’язки є частко­
вим випадком скінченнозонних. Перехід до со- 
літонів означає стягування дозволених зон в спе­
ктрі оператора Шредінгера (4.1) до точок, або, 
що те саме, прямування періодів чи квазіперіо- 
дів функцій и  (х) до нескінченності.

Важливим результатом С. П. Новікова було 
доведення того факту, що рівняння (4.3) є Лаг- 
ранжевою формою деякої канонічної скінченно- 
вимірної гамільтонової системи, яка є інтеґров- 
ною за Ліувіллем. Тобто система (4.3) має свій 
набір стаціонарних інтеґралів Ц ,Н2 , які ко­
мутують стосовно канонічної дужки Пуассона, 
є функціонально незалежними і тому забезпечу­
ють повну інтеґровність системи (4.3). Спільна 
поверхня рівня інтеґралів Ц ,Н2...Нн дифеоморф- 
на (гладко еквівалентна) алгебраїчному тору і 
тому розв’язки системи (4.3) описуються в тер­
мінах в-функцій від №арґументів.

Інший підхід до опису скінченнозонних по­
чаткових умов було запропоновано в роботах 
[13, 14]. Було помічено, що рівняння типу (4.3) 
зручніше писати відразу в гамільтоновій формі, 
причому природною гамільтоновою структурою
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для них є неканонічна гамільтонова структура 
Лі — Пуассона. Записані в такій формі скінчен- 
нозонні рівняння мають вигляд рівнянь Ейлера 
руху “твердого тіла” у багатовимірному прос­
торі. Фазовий простір такої неканонічної гаміль- 
тонової системи є орбітою коприєднаної дії де­
якої нескінченновимірної алгебри Лі, а необхід­
ний для інтегрування набір інтегралів в інволю­
ції одержується із функцій Казіміра цієї алгеб­
ри. Нова точка зору виявила теоретико-групо- 
ву природу інтеґровності рівняння (4.3) і дає змо­
гу суттєво узагальнити теорію скінченнозонно- 
го інтегрування.

2. В цьому пункті ми коротко викладемо схе­
му побудови інтеґровних гамільтонових систем 
на орбітах алгебри формальних рядів Лорана з 
коефіцієнтами в простій алгебрі з /(2).

Hexaйg =л/ (2) -  алгебра комплексних мат­

риць 2 х 2  3 нульовим слідом

а

У
Р

- а е ё '

Нехай g — алгебра формальних рядів Ло­
рана з коефіцієнтами в g , тобто

Л = І
£ ( аі Р;

У і - а ,
A є g

Більш точно, елементами алгебри g вважатиме­
мо матричнозначні ряди вигляду

«2 , 0  
А̂* +£ ' 0 Р , „ '

0
V -« 2 ,, У 2п+1 0

)

Очевидно, що така підмножина є замкнутою 
стосовно операції комутування

[А В ]= Х [Д Д  ]А'+',

де [ А,, В  ] -  звичайний комутатор в g .

Розіб’ємо алгебру £ в пряму суму двох під- 
алгебр

£  = & © £ ,  ё + = £  Д Я ' , ё_ = % В  Х ‘.
,=& і = і

Означимо на g дві ас/-інваріантні білінійні 
форми (два скалярні добутки, або просто дві 
дужки).

М , = 7 Ъ Ъ А А ,  <А’5)2= 7 Е Тг АА _ ,  (4.4)

де N  — довільне ціле додатне число.
Легко бачити, що стосовно першої дужки 

підалгебри £ та ^  є взаємно спряженими (вза­
ємно дуальними). Стосовно другої дужки спря­
женим простором до підалгебри ч буде простір
^ +)* = і _ © м д

де

Підпростір М я к щ о  його розглядати як 
підпростір функціоналів на g+ або ^  залишаєть­
ся інваріантним відносно коприєднаної дії обох 
алгебр ^  та g . Нагадаємо, що коприєднана дія 
в матричних алгебрах лише знаком відрізняєть­
ся від приєднаної і означається формулою

агГ^/ї = [Д Х ’], X ’ є g_ або & . (4.6)

Очевидно, що при комутуванні об’єкта Д з 
матричним рядом X, в якому є довільні від’ємні 
степені параметра X, у комутаторі [/1,Х] появ­
ляться доданки з від’ємними степенями А Але з 
точки зору першої дужки -  це нульові функціо­
нали. Так само можна сказати про цей комута­
тор, якщо Х є  g+ • Тоді доданки зі степенями, 
більшими за 2/V + 2 є нульовими функціонала­
ми для другої дужки.

Простір М " будемо інтерпретувати як фазо­
вий (поки що комплексний) простір деяких га­
мільтонових систем, що будуть побудовані ни­
жче. Умови дійсності також будуть обговорені. 
Означимо н а м *  дві дужки Лі — Пуассона

У, У;
эрГ эрТ (4.7)

{ Г М 2 =($> \Х ^
2АА 2- 
/

21 Эр у (4.8)

де ' = X А , X, — базисні елементи в алгебрі g

Л  (0 ол
( 7  Л

° Л  - 1! 2 )
К  = (Д  *  > = («, рм,7м )

ґ0 1 
[ о Vі

М", " З N  + 1+ 1-  Дужки { / , / 2}7

т а {/> / 2 1 ~~ вироджені і неканонічні. Розгляне­
мо асі-інваріантну функцію

І (АА))=^Т г (іІ 2А)) а (̂ ) Р(^)їА)

на просторі М м і розкладемо її в скінченний ряд 
за степенями X. Будова матриці ( ) гака, що в

цьому ряді будуть лише парні степені пара­
метра Я

І(Д(Я)) й„(р) Хй2 + ... + Я— А<я+<.
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Легко обрахувати, що

а = а ,
А = 2 а а  + в,у , , (4.9)

А = 2 а а  + а 2 + в , 7: + Р,У, ,

\ я = 2 а  - 2а 2М + 2 +а \н + + Літ 1 + в 2,< -1І 2И+1 ,

^4Н+ 2 2 а 2Ма 2М + 2 + в 2 N + іУ 2 N +1 ’

А „+. = а 2
‘2 У  + 2 *

Ця умова дійсності означає, що в комплекс­

ній алгебрі д ~ зі(2, С) вибрана дійсна підалгеб-
ра зіі(2). Друга дійсна структура визначає дійс­
ний підпростір умовами:
а, = іа,, у, = в . (4.11)

Ця умова дійсності означає, що вз і(2, С) 

вибрана дійсна підалгебра зы(\,1) ~ зі(2, Я ) На-

Отже, при кожному N  маємо 2Н+3 функцій Д.
Твердження 1. Функції Ьа попарно комуту­

ють стосовно обох дужок Лі — Пуассона (4.7) та 
(4.8).

Твердження 2. Функції Ьк, к = 2И+ 2 4 "  + 4 Є 
ануляторами першої дужки Л і— Пуассона,

тобто { / ,  Нк} = 0 для будь-якої у.
Функції Ь-т, т = 0,2,...,2N+2 є ануляторами 

другої дужки Лі — Пуассона, тобто {{, } = 0
для будь-якої /.

Ці твердження легко довести безпосередні­
ми обчисленнями, використовуючи явний ви­
гляд \ , та формули (4.7), (4.8) для дужок Лі — 
Пуассона.

Фіксуємо константу а2Я+2 і обмежимось 
підпростором змінних { а Д у 1! а Д у Д -
... а 2МР2М+1Ут  +1}, який позначатимемо М " . 
Очевидно, що йїщМ " = 3(N  +1). Якщо в цьому 
просторі фіксувати значення інваріантних фун­
кцій А = Со, А = с2 , Н2И = е2ІІ, то будемо мати 
N  + 1 алгебраїчне рівняння, які задають орбі­
ту Ог с  М "  коприєднаної дії алгебри ^ , 
йіщОг2 = 2(" + 1). ф унк цн Н2И42, . . . ,Н„,,Н„,+2 Є 
функціонально незалежними на Ог2 , попарно 
комутують стосовно дужки Лі — Пуассона (4.8) 
і тому породжують інтеґровну за Ліувілем гамі- 
льтонову систему, якщо одну з цих функцій ви­
брати на роль гамільтоніана. Кількість комуту­
ючих функцій дорівнює половині розмірності 
орбіти, яка є фазовим простором.

Аналогічну картину одержимо, якщо фіксу­
ватимемо інваріантні функції Н2Я+2 = с.2Я+2 
■ А " +2 = С4"+2 . (Функція НІИ+ 4 = а 2" +2 фіксована з 
самого початку.) Відповідний алгебраїчний мно­
говид Ог с  М"  буде орбітою коприєднаної 
дії алгебри ~ ,  йіщ Ог1 = 2 ( "  +1). Ф ункції 
Н0, Н2,..., Н2И функціонально незалежні на О г , 
попарно комутують і задають інтеґровну гаміль- 
тонову систему.

В просторі М " можливі дві інваріантні дійс­
ні структури. Перша з них фіксує дійсний прос­
тір умовами:

а  = їап, а , — дійсне, уп = - Д . (4.10)

далі ми продовжуватимемо працювати з комп­
лексними змінними а, в ,у ,  але матимемо на ува­
зі, що ці змінні задовільняють одній з умов дійс­
ності (4.10) або (4.11).

Фіксуємо функцію А на роль гамільтоні­
ана і запишемо гамільтонову систему на орбіті 
Ог стосовно дужки Лі — Пуассона (4.8)

д К
дх = { , К„+2} = К , Г 2У +2-' , х 2'" + ' ])

дА
2 дК  '

(4.12)
Рівняння (4.12) можна записати в компакт­

ній формі у вигляді Ейлера — Арнольда

діл г л ~і
—  = К  , V 2 К  +2 ], дх

(4.13)

де

К =

V2^N+2 =

'а(Х) в(Л)
у(Л ) -а(Л)_

»
м+2- Х  ■%2+ — ^ І Х  - х + ' ™+2 X  ■%0 лп - -чА, +

дЬ2, дЬ2,

Якщо взяти до уваги, що К  = К  х г+ 2- )2, 
то легко бачити, що рівняння у формі (4.12) є 
координатним записом матричного рівняння 
(4.13). В координатах а 2г, ви+1,У21+1 воно має ви­
гляд:
да
дх

д в 2

=  в 2 І-1 У 2,"+ 1 - У 2, -1 в 2 N +1 ,

"=  2 ( а 21 в 2N1 - в , - 1 а 2N+2 ),

—  = - 2 ( а21у  2І+ 1 - у 2 - а + 2).

(4.14)дх

ду 
дх

З явного вигляду рівнянь, які задають орбі­
ту, випливає, що локальними координатами на 
ній можна вибрати змінні, виразивши решту 
змінних через них. Наприклад:

а 2 N
1

(h4N +2 Р^+1 У N +1 )2а^ K2N+2

а2М-2 = 1 ( 4̂Х- а 2Х-  в2Ч+1 Т N -1- Р;
2а2М+2[
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Окрім того, структура рівняння (4.14) така, 
що змінні р , у при І = 0, 1,...,М- 1 можна 
виразити через змінні р , У2ЛГ+1та похідні від 
них. Наприклад:

Р 2Ы —1
1

^2а 2Ы Р2Ы+1 дх •2а +2

У ЇМ— 1
і

^2а ЇМ У ЇМ+1
д

—■Ї Х У:1а ЇМ +2
(4.16)

При таких редукціях система рівняння (4.14) 
переходить в систему двох рівнянь N  + 1-го по­
рядку стосовно змінних. При а  0 = 0 цю систему 
можна записати у вигляді варіаційної задачі

І-
д 1

' 8

■Я [ +1 ’Г ш+1 ]0
дх 8 р' 2„+1

д
0 8

8[ р ш+1 , Г 2Я+1 ]_дх 8 уУ • 2 N+1

= 0 , (4.17)

де 5[Р2Н + ,У2М+1\ -  функціонал дії, якому відпові­
дає лагранжіан з вищими похідними. Останній 
одержується перетвореннями Лежандра з гаміль-
тоніану й2„ . При N  = 1 функціонал дії цієї ва-
ріаційної задачі співпадає з сумою двох перших 
інтегралів руху нескінченновимірної гамільтоно- 
вої системи (3.5).

Очевидно, що рівняння (4.17) є аналогом рів­
няння Новікова (4.3). Але при їх отриманні ми 
стартували не з набору інтегралів руху Нк, а з 
гамільтонової системи (4.14) при а  ̂ = 0. Тому 
представлення системи рівнянь (4.14) у  вигляді 
(4.17) дає можливість знайти явний вигляд інте­
гралів руху.

Отже, після представлення нами системи 
(4.14) у вигляді варіаційної задачі (4.17) ми мо­
жемо стверджувати, що рівняння (4.14) це вищі 
стаціонарні DNLS-рівняння в неканонічній га- 
мільтоновій формі.

3. В цьому пункті ми означимо ще одну гамі- 
льтонову систему на орбіті Ог1 (або наОр,), гамі- 
льтоніаном якої буде функція — Й 2 (або функ­
ція Й , якщо систему будувати на орбіті О г )  В
координатах а Р2 г  ' 2, +1 7.2 1+ 1 ця система має вигляд

да„
дт ( 2 1—їУ2И —1 У2 1—1 в 2 N—1 )+ ( в 2 (  зУ2 N+1 У 21 —3в 2Д +1 ) ,

дР2! +
дт 2  (  в 2М+1 + а п Р х  —1) -  2( + З п  —з + а 2Ъ1 р ^  ), (4.18)

дї„+, 
дт 2  { а л _2Ї 2и +1 +  а 21у 21 —1 — 2  ( Г 2, —з +  а2 „ У  н  ).

Як і систему (4.14) рівняння (4.18) можна 
подати у вигляді рівняння Ейлера — Арнольда:

(4.19)

Я3 РгК +і  +ХР 2 N - 1 '

-  Я а 2Ш2 -  Я а 2я _ .

Якщо рівняння (4.19) звузити на траєкторії 
системи (4.14), і скориставшись формулами (4.15),

(4Л6), вир азити змінні а 2ії’ в 2н-г Ї2н-і че­
рез р2*+і , 7 ,Я+1 та похідні від них, то легко поба­
чити, що матричний градієнтV Й с п і в п а д а є  з 
матрицею А , а градієнт V Й -  з матрицею Ь в
рівнянні нульової кривизни (3.3). В нашому під­
ході рівняння

дУ2Й4Н+2 + [й ,Й ]=  0 (4.20)
дт дх 1 4НП 4НІ

є очевидним наслідком комутативності гаміль- 

тоніанів Й4Н+2 та Й4Н, оскільки в цьому випадку

похідні Д  та комутують.
д т дх

Оскільки змінні а 21 ,Р 21+1, у 21+1 виражаються

через в 2Н+1, У2Н+1 та похідні від них, то в рівнянні 
(4.18) достатньо слідкувати за еволюцією змін­

них Р2іпі та у2И +1 . Для них маємо:

2 2 -= [а V  й ідт ІТ4’ У 2 4„ V

де

V 2 Й 4 N
Г а 2„ + 2 + Я 2 а 2„ 

У  У 2„ +1 + У у  2„ —1

дР2,
дт

дУ 2М+1 
дт

2(а  ЇМ— 2Р2М+1 а  2 N +2Р 2 N —3 ) ’

2(а2М—2У 2М +1 —а 2М +2У2М —3 ) '

Але з рівняння (4.14) випливає, що

д в „

д х  

д 7 1 я —1

д х

тобто

( 2„ —2Р 2„ +1 а 2„ +2Р 2„ —3 - ,

= ^ ( 2 „-212„+1 —а 2„+ (У 2„—3 —

(4.21)

др д р
дт дх

д у  д у
• 2 „ +1 = • 2 „ —1

дт дх ’
з урахуванням формул (4.15), (4.16) маємо
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в 1 д
дт 2а„+, дх 3. в2 N+1 + в̂ '2М+іУ'2М+1 h2 N+ 2 )в 2 іх a ,N+,

Аналогічне рівняння справедливе і для у

При покладанні a2N +2= i = т/-Т , & n+ 1 = в ,

, 7 Ш +1 = 7  ЦІ рівняння співпадуть з рівняннями

(3.4), а при покладанні 7  = —в  — з рівнянням 
(2.45).

Наведена вище схема побудови нелінійного 
рівняння типу ОНЬ8-рівняння дає спосіб його 
інтегрування. Для цього потрібно знайти розв’яз­
ки системи звичайних диференційних рівнянь 
(4.14) і на його траєкторіях задати еволюцію згі­
дно рівнянь (4.18).

4. Для успішного інтегрування рівнянь (4.14) 
необхідно звузитись на поверхню рівня усіх ін­

тегралів руху \  , к = 0,..., 4Ы + 2 . Для цього не­
обхідно перейти до підходящих змінних, в тер­

мінах яких рівності Нк = ск перетворювалися б у 
тотожності. Такі змінні використовувались у 
роботах [10], [15]. Ми скористаємося результа­
тами цих робіт.

Перейдемо від зміннихР1, в 3,..., в 2к, +1 до змін­

них ї  , ]=  1,2,...,N, які є нулями полінома в (7), 
тобто покладемо

в т = х в , і  1  ї ї  ( х  - *  ,  ) . (4.23)

За теоремою Вієта всі величини +1 вира­
> 2И+1

жаються через симетричні функції від нулів Sj , 
зокрема

в  2И -1 

в  2 И+1

N

- Z * ,. (4.24)

Зробимо вказану заміну змінних у рівняннях 
(4.13) та (4.14). З рівняння (4.13) маємо

д в(х) 2х«в 2 ,+1 - 2х .  + 
~х в(х )- - Ж Ш - Т Г

, 2Хав2 і +1 -  2х  .  .2 2а
я а . . .п (я  - ,.) = п С Д Т  _ -2Яа- (4.25)

З іншого боку, розклад (4.23) дає

і =1

ds,____ 2а
дх ü U -  s ,)

(4.27)

Аналогічно, з рівняння (4.19) випливає:

ds, = 2a(st )
дт Ш Л

кФ і

/
*к +

V в 2N+1

І 2 а ( *к ) ,
І "П(*.  -  s ,)1к* і

(4.28)

Зазначимо, що змінні 5к це ті змінні, які ви­
користовувала С. Ковалевська при інтегруван­
ні рівнянь руху несиметричної дзиги в полі тя­
жіння. Ці ж змінні виникають і при інтегруванні 
рівнянь Кортевега-де Вріза [15].

В рівняннях (4.27) та (4.28) зробимо редукцію

а(Л) = -іа(Л) 7 = - Р ' .

Тоді a2 + |ef = - (  +Х2к2 + ... +XtN+4h4,U4 )= P(s ), 
P (s) -  поліном степеня 2N  + 2 стосовно змінної 
s = X2. Якщо покласти Х2 = sk і врахувати, що 
P(sk) = 0, то

) = ± ^ Щ  = ± . р ь ( Г + Г Г ^ г К 7 ) .
Т аким чином всі величини в рівняннях (4.27) 

та (4.28) визначені.
Теорія інтегрування рівнянь типу (4.27), 

(4.28) добре розроблена. їх слід розглядати як 
рівняння на алгебраїчній рімановій поверхні гі­
переліптичного типу, яка задається алгебраїч­
ним рівнянням:

м 2 = Р (ї ) = П (  — — е*).1 = 1
Рівняння (4.27), (4.28) лінеаризується підста­

новкою Абеля [10].
Після того, як функції Бк(х,ґ) знайдені, функ­

цію Рш+1 = в  знайдемо з рівняння

-  І -д - ln в  = 2
дх +1

(
a -

2 N

V

в  2 N  - 1  

в  2 N  +1

(4.29)

яке легко одержується з (4.14). Якщо покласти 

в  2N+1 = Ів  2 n+1 (х ) е “Р( х ) і врахувати, що

2a2n = - h4N+ 2 + |Р2n+J ), то з рівняння (4.29) ма-

д*J

(4.26)

Домножуючи (4.25) та (4.26) наЯ2 -  sk і спря­

мувавших2 ^  s , матимемо

тимемо:

-  д7  ^  *'І > = 2 ,m ( І - s  ‘ }

д Х Ф ( Х  ) =  ~ ( 4N+2 +  \ в 2 . + \  )+  S k " j (4.30)



36 НАУКОВІ ЗАПИСКИ. Том 5. Природничі науки. ФІЗИКА

При N  = 1 маємо:

dx ф(х ) = - (  +|Д з | ) + Re (s (x )) •
(4.31)

Функція (р(х) знаходиться прямим інтегруван­
ням правої частини рівняння (4.30).

5. Одержання конкретних явних формул у
випадку, коли кількість змінних Sk більша за 
одиницю, є непростою задачею. Обмежимося 
випадком Ы= 1. Тоді рівняння (4.27) має вигляд

2 s 4 -  h s 3 -  h s 2 -  h s -  h
6  4 2 0 , (4.32)

Де h , h , h , h — дійсні числа, які визначаються 
вибором початкових умов. Як відомо [16], рів­
няння типу (4.32) інтегруються в термінах еліп­
тичних функцій. Явний вигляд розв’язку суттє­
во залежить від точок галуження радикалу у пра­
вій частині, тобто від нулів полінома P(s).  
Оскільки коефіцієнти h — дійсні, то ці нулі ма­
ють бути або дійсними, або попарно комплекс­
но спряженими, тобто

P(s ) = (s -  e; Xs -  e;Xs -  e2 Xs -  o
Для спрощення обрахунків покладемо

e = R e 0 ; , e = R ei 0 2 . Тоді 
; 2

h = - R 4 ,
0

h2 = 2 R 3 (cos 0 ;  + cos в 2),

h4 = - 2 R 2 (;  + 2 cos 0 ; cos 0 2) ,

h6  = 2 R (cos0 , + cos в 2 ), 
h = - ; .

Для знаходження зв’язку між змінною s 
т а l& f скористаємося співвідношенням

а 2 + в  = - (h0  + X h2 + • • • + &4 N+“h4N +4 ), звідки ви­
пливає:

h 0 =  -  a 0 ,

h 2 =  -  (2 a 0a 2 +  в  ^ ss ’ )«

К  =  - (<  + 2 a 0a 4 -  |в ^2 (  + s ’ ) )

h 6 = - ( a 2 + |e j 2 ) ,
К  =  -  a  4 .

(4.33)

Покладемо а 4 = 1. Тоді з четвертого та дру­
гого співвідношень будемо мати:

2a 2 (  + |в ,Г ). в , \
-  К2 + а 0Кб 

|s|2 -  а 0
(4.34)

Оскільки Ь2 = Я 2Ь6, бачимо, що для отриман­
ня ненульового розв’язку необхідно покласти
а = -  R 2

0

Розглянемо окремо випадок кратних коре­
нів, тобто покладемо е2 =  е2 =  К е ‘е . Тоді 
Р ( ) = ( 2 -  2Кх 0 0 8 0 +  К 2 )2 , а рівняння (4.32) 
набуває вигляду:

ds
(" -"JR T c o sF T R T

2idx .

Інтегруючи праву та ліву частину, одержуємо:

2i (x -  хо) 1 s -  R cosQ
--------- arctg--------------
R  sin0 R  sin0

де x0 — стала інтегрування. Остаточно 

s = R (cos 0 + i sin 0 th [2R sin 0(x  -  x0 )]).
Підставивши цей вираз у формулу (4.34),

одержимо явний вигляд для в | 2, що відповідає 
солітонному розв’язку:

в  = -
8R cos0

cos2в +  sin2 в th2u + 1 ’ (4.35)
де u = 2^sin0(Х—Х0). Очевидно, що умови дійс­
ності вимагаютьп/2 < 0  <Ж . Залежність|в| від 
часу виникає після заміни x  ^  x  -  h t , звідки 
видно, що h4N+2 грає роль групової швидкості не­
лінійної хвилі.

Залежність функції A n +; від часу визначаєть­
ся рівнянням (4.18). При N =1 воно має вигляд:

дт = і2а„Р з .

Це рівняння лінійне, а тому залежність від часу 
функції в фігуруватиме у вигляді множника

, І 2  ао т . Остаточний розв’язок має вигляд

в (х, т) =|р(X -  \ т ) |с іф(х-̂ )+2Ійот.

У випадку, коли точки галуження правої ча­

стини рівняння (4.32) вибрані на колі, е; = R ел , 

Є = R e A , функція в  12 має вигляд

І в 2 4R(cos0; + c o s flj

де sn (u, k)

2iR(x - 
u = ----- -—

ad -

a sn+ c
2

+1 ’

[іптична функція Якобі; 

коефіцієнти a, b, c, d — зада-

bsn + d

— ел 

x )
, а 

bc
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ють дробово-лінійне перетворення від рівняння 
(4.32) до рівняння, якому задовольняє функція 
Якобі.
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A . G. Zagorodniy, I. P. Golod
INTEGRABLE MODEL FOR EXPANTION OF NONLINEAR 

ALFVÉN WAVES IN PLASMA

Is explained the algebraic-geometric scheme for construction of solutions and is 
investigated a Hamilton structure of the approximated equations of magnetic 
hydrodynamics, which describe expansion of nonlinear Alfv én waves in plasma. Is 
obtained soliton’s and one-zonal periodic solutions of these equations.


