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АЛГОРИТМ ВІДНОВЛЕННЯ ОДНОВИМІРНИХ СИГНАЛІВ
НА ОСНОВІ ІНТЕГРАЛЬНОГО РОЗКЛАДУ

КАРУНЕНА-ЛОЕВА

Пропонується векторно-матрична обчислювальна схема для вирішення задачі редукції до ідеального
приладу, яка базується на квадратурних алгоритмах інтегрального розкладу Карунена-Лоева. Обгово-
рюється зв 'язок між різними параметрами регуляризації, зокрема проблема підбору оптимальної кіль-
кості дискрет.

Задача редукції до ідеального приладу, яка
розглядається як частковий випадок загальної проб-
леми інтерпретації експериментальних залежностей
[1-5], є важливою науково-технічною проблемою.
Задача полягає у відновленні за величиною u(t),
що спостерігається на виході неідеальної вимірю-
вальної апаратури, істинної величини y(f), яка нас
цікавить. Математично ця проблема формулюєть-
ся як задача розв'язання інтегрального рівняння
Фредгольма першого роду

(1)

Інтегральний оператор А у найбільш типовому
випадку вважається компактним; достатньою умо-
вою його компактності є обмеженість ядра K(t,s)
на квадраті (t,s: а < t < b, а< s < b}. Тоді оберне-
ний оператор не є обмеженим, і задача є некорект-
ною. Відомо багато методів і алгоритмів вирішен-
ня цієї задачі, кожний з яких пов'язаний з тією чи
іншою регуляризацією, яка залежить від парамет-
рів методу. Серед основних підходів до регуляри-
зації слід виокремити такі:

- перехід від нескінченновимірного простору
до скінченновимірного;

- заміна рівняння (1) близьким йому, тобто пе-
рехід від рівняння першого роду (1) до близького
йому інтегрального рівняння Фредгольма другого
роду;

— обмеження кількості високочастотних спект-
ральних складових;

- кількість ітерацій при застосуванні ітератив-
них методів.

Можна вважати, що оператор А є симетричним
і невід'ємно визначеним. Якщо це не так, ми мо-
жемо перейти від рівняння (1) до симетризовано-
го рівняння

А*Ау = А*и. (2)

Перспективним підходом до розв'язання рів-
няння (1) є застосування методу власних функцій,
іншими словами - перехід до модельного просто-
ру, який визначається власними функціями опера-
тора А. Метод грунтується на розкладі K(t,s) в ряд
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будь-якими з урахуванням того, що ряд (5)-(7)
повинен збігатися, і єдиний задовільний спосіб
визначити їх - максимальне врахування апріорної
інформації про характер підінтегральної функції.

Теоретичні основи методу описані в [3, 6]; по
суті, він являє собою застосування розкладу Ка-
рунена-Лоева [7]. При цьому спрощуються розра-
хункові формули; можна чітко виокремити різні
ситуації: коли розв'язок є єдиним і стійким, єди-
ним, але нестійким або ж неєдиним. Детальне
обговорення цих питань можна знайти в [ 8, 9].

При застосуванні методу власних функцій з'яв-
ляється можливість здійснювати більш якісну, ніж
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оператор не посилює похибки відповідних ком-
понент, а, навпаки - послаблює, і тому за вказа-
них умов можна просто покласти ak = 0. Але при
прямуванні ak до нуля ak повинні зростати. Па-
раметри регуляризації ak повинні також зростати
зі збільшенням дисперсії шуму.

Для знаходження параметрів регуляризації для
кожної спектральної складової окремо може бути
сформульована задача оптимізації, подібно до того,
як це робиться при класичному підході [1, 2, 5].
Може бути використана апріорна інформація про
спектральні характеристики шуму. Безумовно, ці
інтуїтивні положення вимагають уточнення і де-
талізації.

Ефективність використання схеми (8)-(10), оче-
видно, значно посилиться, якщо провести апріорну
фільтрацію правої частини відповідно до формули
(6). У найпростішому випадку можна просто «зрі-
зати» складові, яких немає в розкладі ядра, оскільки
в точній правій частині таких складових бути не
може; вони з'являються лише під впливом шуму.
Іншими словами, при σk = 0 коефіцієнти pk також
треба покласти нульовими. Для інших спектраль-
них складових апріорна фільтрація повинна бути
тоншою.

Експериментальні дослідження свідчать про
те, що при малих значеннях ak, хоча відновлений
сигнал і спотворюється високочастотним високо-
амплітудним шумом, його тренд у цілому зберігає
свою форму. Це наводить на думку про можли-
вість апостеріорної фільтрації, тобто згладження
розв'язку уже після відновлення сигналу. Це пи-
тання майже не досліджувалося та заслуговує
окремого розгляду.

Важливим є питання про зв'язок між основни-
ми параметрами регуляризації. Схема використо-
вує три вищеперелічені підходи до регуляризації
(перехід до скінченновимірного простору, перехід
до рівняння другого роду і усікнення високочас-
тотних складових). Відповідно до цього конкрет-
ний вигляд схеми (8)-(10) визначається такими
параметрами:

- сімейство параметрів {ос*}, які утворюють
діагональну матрицю А;

— кількість спектральних коефіцієнтів r
- кількість дискрет п.
При розгляді схеми (8)-(10) аналіз останнього

параметра заслуговує на особливу увагу. Дійсно,
некоректність задачі (1) приводить до того, що
вибір оптимальної кількості дискрет стає важли-
вою проблемою. Апроксимація рівняння (1) на
основі його дискретизації і використання квадра-
турних формул для обчислення інтегралів факти-
чно являє собою перехід до скінченновимірного
простору, в якому дискретний аналог рівняння (1)
є системою лінійних алгебраїчних рівнянь і може

при застосуванні інших методів, фільтрацію пра-
вої частини. Крім того, розщеплення оператора А
на окремі спектральні складові дає змогу розв'я-
зувати інтегральне рівняння (1) і шукати парамет-
ри регуляризації для кожної складової незалежно
від інших.

Але, незважаючи на теоретичну привабливість
підходу, метод власних функцій для розв'язання
задачі редукції на основі інтегральних рівнянь
Фредгольма першого роду не набув значного по-
ширення. Практичне застосування методу знач-
ною мірою стримувалося недостатнім розвитком
зручних обчислювальних алгоритмів, а також від-
сутністю задовільних підходів до вибору парамет-
рів регуляризації на його основі.

В [10-12] запропонована обчислювальна ме-
тодика подання одновимірних неперервних сиг-
налів на основі отримання спектральних коефіці-
єнтів інтегрального розкладу Карунена-Лоева (ба-
зова квадратурна схема, що включає до свого
складу два алгоритми: прямий квадратурний та
двоїстий квадратурний). Алгоритми були пред-
ставлені у векторно-матричній формі, зручній для
програмування на основі сучасних інструменталь-
них середовищ, зокрема в пакеті Matlab.

Схожість математичних постановок задач ро-
бить можливим застосування цієї обчислювальної
схеми до знаходження розв'язку інтегрального
рівняння (1). Дійсно, розв'язок можна отримати
на основі перетворення

боку, очевидно, що застосування змінного пара-
метра регуляризації дає змогу істотно підвищити
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являти собою цілком коректну задачу. Тоді, з од-
ного боку, надмірне зменшення кількості дискрет
призводить до втрати точності. З іншого боку,
збільшення кількості дискрет наближає задачу до
нескінченновимірної, у зв'язку з чим у ряді випад-
ків похибка розв'язку не зменшується, як можна
було б сподіватися, а, навпаки, різко зростає.

У той же час квадратурні алгоритми інтеграль-
ного перетворення Карунена-Лоева спеціально роз-
роблялися для зменшення кількості початкових
дискрет без суттєвої втрати точності. Це видається
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дуже важливим при вирішенні вказаної проблеми -
підбору параметрів регуляризації, оптимальних з
точки зору якості відновлення сигналів, зокрема
підбору оптимальної кількості дискрет, оскільки
можна сподіватися на більш якісну апроксимацію
рівняння (1) без втрати стійкості розв'язку. Зокре-
ма, видається доцільним дослідити зв'язок між
кількістю початкових дискрет і поведінкою спек-
тральних коефіцієнтів інтегрального розкладу
Карунена-Лоева, зокрема швидкістю їх спадання,
що в свою чергу пов'язано з параметром г.
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О. V. Oletskyy

THE ALGORITHM FOR RESTORING ONE-DIMENSIONAL SIGNALS
ON THE BASE OF THE CONTINUOUS KARHUNEN-LOEVE EXPANSION

The numerical computational scheme based on the continuous Karhunen-Loeve expansion is suggested. The
scheme is represented as a set of simple operations with vectors and matrixes. The relations between different
parameters ofregularization and of choosing the optimal number of initial discretes are regarded.


