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ЦІНОУТВОРЕННЯ АКЦІЙ
Знайдено формулу обрахунку справедливої ціни опціонів європейського типу для деяких моделей ці­

ноутворення акцій, що використовують «ринковий» «активний» час. Конструкція процесу ринкового 
часу базується на використанні дифузійних процесів з наперед заданою маргінальною гамма-оберненою 
щільністю.
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Вступ

У 1973 р. Блек та Мертон отримали Нобе­
лівську премію за побудову моделі ціноутворення 
акцій на фінансовому ринку та розрахунок спра­
ведливої ціни опціонів (модель Блека-Шоулза- 
Мертона). Роль цієї моделі у фінансовому світі 
важко переоцінити. Проте на «чорні дири» цієї мо­
делі, яка дуже спрощує реальність, вказував ще 
сам Ф. Блек [3]. Досі чимало дослідників у фінан­
совій математиці працюють над пошуком більш 
витончених моделей, що вдосконалюють модель 
Блека-Шоулза.

У цій статті продовжимо розглядати модель, за­
пропоновану у 1999 р. С. Хейді [6] й надалі мо­
дифіковану самим С. Хейді та М. Леоненком в 
2005 році [7]:

=  5оЄм*+вт*+^(т,)| і > 0; (1)

де р, в і сг >  0 — константи, \¥(£),ї >
0, є стандартний броунівський рух і ця модель 
Хейді-Леоненка відрізняється від відомої форму­
ли Блека-Шоулза лише тим, що броунівський рух 
залежить не від фізичного часу і > 0, а від деякого 
випадкового процесу Т і,і >  0, що означає «рин­
ковий» («операційний», «активний») час і є дода­
тним, неопадним стохастичним процесом зі стаціо­
нарними, але не обов’язково незалежними приро­
стами. Для моделі (1) розглядається послідовність 
приростів «нового» часу за одиничний проміжок: 
п  = Т і -  Ті- і, і  =  1 ,2 ,... Тоді лог-дохідності 
виражаються як

=  1о8( З Д _ і )  = р + вп  + от} Ш(1), (2)

<где =  означає еквівалентність випадкових вели­
чин за розподілом. Для конструкції процесу «рин­
кового» «активного» часу у [7] було використа­
но процес х 2> а саме: т4 =  Тоді мар­

гінальним розподілом для {Ті } виявився гамма- 
обернений розподіл 91©(ь'/2, и/2), а розподілом 
для лог-дохідностей — розподіл Стьюдента. Про­
те кореляційна структура цієї моделі могла бути 
визначена лише для цілих V >  4.

Цей недолік було подолано за допомогою ново­
го підходу до конструкції стохастичного активного 
часу {Ті }, що був запропонований М. Леоненком. 
Новий підхід базувався на ідеї представлення {Ті } 
через суперпозицію процесів дифузії та спирався 
на статтю Б. Біблі [2] про побудову процесів дифу­
зії з наперед заданими властивостями.

У статті [8] (2012) М. М. Леоненком разом із 
співавторами було розглянуто два випадки, коли 
є стаціонарними процесами дифузії та мають обер­
нену гаусівську щільність та коли ті мають гамма- 
щільність.

У Т. 126 «Наукових записок» [1] ми розглянули 
ще одну модифікацію для конструкції активного 
часу:

і

= <3)
і = 1

а саме випадок гамма-оберненої щільності приро­
стів Ті , та запропонували дві нові моделі, що утво­
рюються при ш =  1 та ш =  2. Для обох моделей 
було розглянуто теорію розподілів лог-дохідностей 
та доведена асимптотична самоподібність процесу
{Ті }.

У цьому томі для запропонованих моделей бу­
де виведено формулу для обрахунку справедливої 
ціни опціонів та перевірено її узгодженість з ре­
альними статистичними даними.

Запропоновані моделі ціноутворення акцій

Модель 1
Нехай то =  1 у конструкції нового ринкового
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часу (3):
t

Tt = T }  = Y ,T i ,
і=  1

де т* розподілені як 930(4^, | ) ,  де 5, v  >  0 зі щіль­
ністю

f n e (x )  = Y j r ^ x - ^ ^ e - * 2/ 210, X > 0. (4)

Конструкцією для побудови приростів «ринково­
го» часу є процес дифузії. Нехай т* =  т / = Y t , t  = 
0 ,1 ,2,..., тоді

dYt = - 9 ( Y t -  f j )dt+  dWt , t>  0, (5)

де в > 0, І < р < r, Р > 1 та W  =  {Wt , t  > 0} є 
стандартний броунівський рух (вінерівський про­
цес). Коефіцієнти v і р  стохастичного диференці­
ального рівняння (5) визначимо через /  [2]. Для 
розподілу Y  ~  9125 (4г, | )  коефіцієнти мають ви­
гляд:

. . ,,52 . . 40 2
р{х) = v / ( — -  2), v(y) = -  у .

Тобто це модель, у якій новий «ринковий» час 
Tt є процесом зі стаціонарними, не обов’язково не­
залежними, приростами Tf, які будуються як про­
цес дифузії та мають обернений гамма-розподіл. 
Що це нам дає?

Відомо, що випадкова величина X  = у, + 
Ьє, де є має стандартний нормальний розпо­
діл iV(0,1), а Ь2 — обернений гамма-розподіл 
91©(4j-, | )  [10; 9] є випадковою величиною 
Стьюдент-типу Т(р, д, v) зі щільністю розподілу

f ( x )  = c(jy,S) --------- ------ ^хг , х  Є М, (6)
4 '  4 [1 І (Жд^)2] -

де р  Є М є параметром зсуву (location parameter), 
S > 0 — параметром масштабування або стиску 
(scaling parameter), и > 0 — число ступенів свобо-

р/ *̂ + 1 N і
ди, та с(5, і/) = 5̂ p (F )- Отже, вираз ц +  сгт42 W(l)  
у правій частині (2) має розподіл Стьюдента. Це є 
бажаним результатом, бо загальновідомим є факт, 
що розподіл Стьюдента точніше описує розподіл 
лог-ретунсів (враховує «важкі» хвости).

Модель 2

Нехай тп — 2, тобто

r f  =  yt(1)+ y t(2), t  =  0 ,1 ,2 ,. . . ,

-іЛі) х̂ (2) де Yf ' та Yt ' — незалежні процеси, такі, що
yt(1) ~  91©(аь /Зі), У/2) ~  916(а2, f t )  як (3).

Ф. Джирон та К. Кастіліо [5] показали, що за 
деяких обмежень на параметр форми — а саме: 
за умови, що він є напівцілим, — згортка гамма- 
обернених розподілів розподілена як суміш скін­
ченної кількості гамма-обернених розподілів, що 
всі мають однаковий параметр масштабу.

Згортка У +  та у/ 2̂  розподілена як така суміш:

т+1 ..
У<(1)+ у / 2) ~  $ > / ЙГ((ч/^T + v ^ ) 2, n - - + i ) ,

і=1
m l  (?)де вагові коефіцієнти Рі > 0, Рг = 1 можуть

бути обчислені як деяка рекурсія [5]. Оскільки лог- 
дохідності альтернативної моделі (1) можуть бу­
ти представлені як (2), то для визначення характе­
ру їх розподілу ми знайшли [1] характеристичну 
функцію випадкової величини X  — у  + Ьє, де є 
має стандартний нормальний розподіл N ( 0 ,1), а 
б2 розподілено як суміш (7):

/•ОО
фх ( 0 = е^  е~и2Юх х 

J о
т+1 ^

х  Р і / я ґ ( ( ( л / ^ Ї  +  л /^ г ) 2 , п  ~  2  +  i ) ) d x -
І =  1

Тоді, якщо ввести (у 'а ї  +  ^/аі)2 = \  та 
п — і  +  і = і = 1,2, . . . , т  +  1, то

т + 1

Фх(С) =  егСм 5 3  РіФт(С, S, Vi), (8)
і=1

де фт(С, S, щ), і = 1,2,..., т + 1  є характеристични­
ми функціями симетричного розподілу Стьюдента. 
(8) визначає розподіл для моделі 2. Моменти Xt  
можуть бути обчислені.

Обчислення справедливої ціни опціонів

Визначимо справедливу ціну європейського 
опціону купівлі (European call option) із ціною К  
(strike price) на базовий актив та часом У (time 
to mature) до виконання опціону. Позначимо через 
C(Y, К)  справедливу ціну європейського опціону 
купівлі, B t — це ціна безризикових активів та г 
процентна ставка: B t = Boert. Спочатку необхі­
дно показати, що {e~rtSt } є мартингалом (спра­
ведливою грою), де St — ціна ризикованих акти­
вів, що визначена формулою (1), a e~rt — дисконт- 
фактор. Для цього розглянемо фільтрацію ст-алгебр 
F s, тобто потік інформації, доступної до моменту 
часу s: T s = а{{В(и) ,и  < Ts} ,{Tu,u < s}}. Тоді 
маємо, як показано у Finlay and Seneta (2008) [4]:

E(e~rtSt \Xs) =
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=  e - rs5se('i“ r)(t- s)£;(e(e+^ 2)(Tt“ Ts)|J 's).

Якщо ввести параметр в у формі в = — \ а 2, 
тоді e~rtSt і є мартингалом. Це так званий “skew- 
correcting” мартингал, бо в визначає коефіцієнт 
асиметрії.

Далі, згідно з ризик-нейтральним підходом, 
справедлива ціна європейського опціону купівлі 
визначається як дисконтоване математичне споді­
вання платіжної функції:

C(Y, К)  = e~rYE(SY -  К)+ =

= E(e~rYSY -  Ke~rY)+ =

= E(e~rY5ое^у+0Ту+стВ(Тг) -  Ke~rY)+ =

= E{SQe - ^ TY+aB{TY) -  Ke~rY)+ =

= В Д Ф (гіі) -  Ke~rY$(d2)).

Оскільки ТУ є випадковою величиною зі щільні­
стю розподілу /ту (і), формулу оцінювання можна 
записати у вигляді:

С = C(Y, К)  =
рО О

=  /  {SQb { d i ) - K e - rYb{d2))fTY{t)dt, (9) 
To

де
log ^  +  r Y  +  \ u H  

d\ — ------
aV i

do —

log 7: +  r Y  -  h<T2t
aV t

/т у  ( и )  =  - ^ = /д г (  — (У - E ( tw )VŸ)  ?  и 
s /Ÿ  ’ 2 ’ 2 h

Щільність оберненого гамма-розподілу задається 
формулою (4). Математичне сподівання £'(т}1'*) 
визначається таким чином:

52
V — 2

Для другої моделі щільність розподілу Ті =  
т-р'* задається як суміш (8), а отже,

/т у М  =

1 * , и - ( У - Е ( т [ 2)) ^ )  б2
2 -, л / я г( ^ ------------ . у .  у ) -

де математичне сподівання т[2̂  обчислюється як

т + і х2
Д2Ц _  ^  0

і = 1
^ )  = Е » ; ггі

Ф(-) є інтегральною функцією стандартного нор­
мального розподілу.

Отже, для відомих So, К,  У, г, а та /ту матема­
тичне сподівання (9) може бути обчисленно набли­
женими методами. Відкритим залишилося питан­
ня: де взяти /ту , адже при побудові моделей ми 
визначали розподіл тільки для приростів процесу 
ринкового часу. Один із підходів — скористатися 
асимптотичним розподілом Ту. Із твердження про 
асимптотичну самоподібність розподілу ТУ наших 
моделей [1] випливає, що

TY = Е{тг){У - V Y ) +  т і V Y .

Тоді щільність /ту  може бути апроксимовано 
щільністю Y E ( t i )  +  \ /Y(Ti  — E ( t ^ ) )  я к  щ і л ь ­

н і с т ь  лінійного перетворення випадкової величини 
Ті =  ті. Для нашої моделі 1 (Student model) роз­
поділ Ті =  тр'* є КГ(х,  4^, | ) .  Таким чином

Отже, було виведено справедливу ціну європей­
ського опціону купівлі (9) як інтеграл за мірою, що 
є щільністю розподілу Ту, та показано, як знахо­
диться ця щільність для розглянутих моделей.

Перевірка моделей на узгодженість 
з реальними фінансовими даними

Для перевірки моделей на узгодженість було 
розглянуто ціни акцій таких фірм, як Stock index 
S&P 500 (СІЛА), Stock index MICEX O&G (Росія), 
MICEX TLC (Росія), MICEX M&M (Росія), Kraft 
Fooda Inc., Coca-cola Inc., Google Inc. та деяких ін­
ших. Загалом було досліджено понад 20 масивів 
щоденних цін закриття впродовж року.

Проілюструємо алгоритм обчислення справе- 
ливої ціни опціонів за першою моделлю на при­
кладі фінансових даних компанії Google Inc. Ці­
ни було взято із сайту www.nasdag.com за пері­
од з 07.03.2012 по 07.03.2013. Першим кроком бу­
ло визначення параметрів розподілу лог-повернень 
методом моментів. Вибіркові значення середньо­
го, дисперсії та центрального четвертого моменту 
дорівнювали Ді =  —0,001047, ß 2 = 1,87 • 10-4 , 
ßi  =  3,12 ■ 10-7 відповідно. Оскільки для пер­
шої моделі теоретичні значення моментів для лог- 
повернень мають вигляд

ß2 =
<J2Ö2

V  —  2 ’
ß i =

3a262ß2 
v — 4

то оцінки для параметрів розподілу Стьюдента до­
рівнювали р, = —0,001047, 5 = 0,08929, 0 = 
4,0329. Математичне сподівання приростів нового 
«ринкового часу» дорівнювало Е ( т ^ )  = 0,0039. 
Тепер для відомого значення £о =  832,596, У =  
0,089 (1/12 року), г = 0,0229, а = 0,2187, на­
ближеними методами обчислюємо інтеграл у (9).

http://www.nasdag.com
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Залишилося порівняти розраховані ціни опціонів 
із значеннями, отриманими за формулою Блека- 
Шоулза, та із значеннями, за якими реально можна 
було купити (продати) опціон купівлі. Наступна та­
блиця містить порівняльні значення цін опціонів, 
обрахованих за моделлю 1 за формулою Блека- 
Шоулза, та реальні біржові ціни, що утворилися 
як баланс попиту та пропозиції для різних цін ви­
конання (страйків):

Страйк Біржова Модель 1 Модель Б-Ш
750 89.4 88.5666 84.9492
760 79.3 78.0448 75.5753
770 67.5 67.5231 66.4938
780 56.60 57.0018 57.7941
790 48.0 46.4813 49.5686
800 39.80 35.9627 41.9082

Ь  таблиці видно, що для цін виконання (страйк- 
цін) у 750, 760, 770, 780 умовних одиниць відно­
сна похибка оцінювання для нашої моделі набага­
то менша, ніж похибка оцінювання моделі Блека- 
Шоулза, і лише для цін в 790 та 800 краще набли­
ження дає модель Блека-Шоулза. Аналогічна кар­
тина спостерігається для моделі 2.

Висновки

Розглянуто нові різновиди моделі Хейда- 
Леоненка для ціноутворення ризикованих акти­
вів, що використовують «ринковий» час. Констру­
кція процесу «ринкового» часу базується на ви­
користанні дифузійних процесів з наперед зада­
ною маргінальною гамма-оберненою щільністю і 
веде до Стьюдент-розподілу лог-дохідностей у мо­
делі 1 або до суміші розподілів Стьюдента — у 
моделі 2. Показано, що процес «ринкового часу» 
є асимптотично самоподібним, що дає змогу за­
пропонувати формулу для обрахунку справедливої 
ціни опціонів та перевірити її узгодженість з ре­
альними статистичними даними. Проте розподіл 
приростів нового часу у моделі 2 було розгляну­
то лише для часткового випадку, коли параметр 
форми є напівцілим. Доцільно було б розглянути 
більш широкий випадок, коли параметри оберне­
ного гамма-розподілу є довільними. Також цікаво 
було б узагальнити модель 2, розглянувши суму 
будь-якої скінченної кількості доданків, розподіле­
них за оберненим гамма-розподілом.

Насамкінець висловлюємо подяку проф. 
М. М. Леоненку за співпрацю над матеріалом цієї 
статті.
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A FAIR PRICING FORMULA FOR EUROPEAN OPTIONS IN RECIPROCAL 
GAMMA DIFFUSION PROCESSES FOR RISKY ASSET MODELS

A fair pricing formula for european options for risky asset models o f the stock price with the dependence 
through activity time are described. The construction o f activity time uses superpositions o f diffusion processes 
with given marginal reciprocal gamma distribution.
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