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Розглянуто напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою третього порядку. Доведено, що у модулярному
випадку немає напiвгруп ручного нескiнченного типу.
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Вступ

У статтi [1] ми розглядали напiвгрупи Рiсса над
групою C3 i вивчили випадок скiнченного зобра-
жувального типу у модулярному випадку, тобто над
полем характеристики три. У цiй статтi продовжи-
мо вивчення зображень напiвгруп Рiсса над групою
C3 i дослiдимо, у яких випадках зображувальний
тип буде ручний нескiнченний. Зокрема, не повто-
рюватимемо усi допомiжнi твердження, доведенi у
статтi [1]. Так само, як у попереднiй статтi, дамо
вiдповiдь у термiнах «спрощення матрицi».

Зробимо невеличке нагадування.
Нехай C3 = {e, a, a2 | a3 = e} — циклiчна гру-

па третього порядку i B — не нульова n × m ма-
триця над C3 ∪ {0}. Для кожного g ∈ C3 та пари
iндексiв (i, j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n розгляне-
мо m × n матрицю (g)ij . У цiєї матрицi на мiсцi
(i, j) стоїть елемент g, а решта рiвнi нулю. Позна-
чимо R(C3, B) множину усiх таких матриць разом
iз нульовою матрицею. Визначимо множення «∗»
наступним чином

(g)ij ∗ (g ′)i′j′ = (g)ij ·B · (g ′)i′j′

де «·» — звичайне множення матриць. Тодi мно-
жина R(C3, B) разом з операцiєю «∗» називає-
ться напiвгрупою Рiсса над групою C3 iз сендвiч-
матрицею B.

Понiзовський [3] описав всi напiвгрупи Рiсса
(над довiльною скiнченною групою) скiнченного
зображувального типу у випадку, коли характери-
стика поля взаємно проста iз порядком групи. У
цiй статтi розглянемо випадок, коли характеристи-

ка базового поля F рiвна три, тобто рiвна порядку
групи.

Позначимо R(B) = R(C3, B). Задача про опис
зображень напiвгрупи S еквiвалентна задачi про
опис зображень її напiвгрупової алгебри F [S]. По-
значимо M(B) = F [R(B)]. Тодi M(B) — це ал-
гебра всiх m × n матриць над груповою алгеброю
F [C3] з множенням M1 ∗M2 = M1BM2.

Ранiше [1, Твердження 2] доведено, що маю-
чи довiльну сендвiч-матрицю B, можна побудувати
сендвiч-матрицю D = D(B) вигляду

D =




e 0 0 0
0 A1 0 0
0 0 A2 0
0 0 0 0


 ,

де матрицi A1 = diag(a − e, ..., a − e), A2 =
diag((a − e)2, ..., (a − e)2) такi, що алгебра M(B)
має такий самий зображувальний тип, що йM(D).
Таку матрицю D = D(B) називатимемо спрощен-
ням матрицi B.

Основний результат i його доведення

У цьому роздiлi ми доведемо теорему, що опи-
сує всi напiвгрупи Рiсса ручного нескiнченного ти-
пу. Це основна теорема статтi.

Теорема 1. Немає жодної алгебри M(B), яка б
мала ручний нескiнченний зображувальний тип.

Тобто над циклiчною групою третього порядку
всi алгебри або мають скiнченний тип, або дикi.
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Доведення теореми проведемо в кiлька крокiв:
розглянемо випадки рiзних матриць A1 i A2.

Для подальшого розгляду буде корисним нас-
тупне твердження [1, Твердження 3].

Твердження 1. Якщо матриця D мiстить нульо-
вий рядок (стовпчик) i D̃ — матриця, отримана
за допомогою викреслення цього рядка (стовпчи-
ка), то алгебра M(D̃) є факторалгеброю алгебри
M(D) за деяким iдеалом.

Як наслiдок, з цього твердження отримуємо, що
з дикостi алгебри M(D̃) випливає дикiсть алгебри
M(D).

Введемо позначення, якi використовуватимемо
у подальшому розглядi. А саме, нехай ми маємо
алгебру M(D) з матрицею D розмiру n×m з еле-
ментами з групової алгебри F [C3]. Тодi базисом
цiєї алгебри будуть такi елементи:

eij — матриця, яка на мiсцi (i, j) має елемент e,
а на рештi мiсць — нулi;

aij — матриця, яка на мiсцi (i, j) має елемент a,
а на рештi мiсць — нулi;

āij — матриця, яка на мiсцi (i, j) має елемент
a2, а на рештi мiсць — нулi.

Випадок 1. Матрицi A1, A2 порожнi

Нагадаємо, що у попереднiй статтi ми довели
[1, Твердження 5], що у випадку, коли матрицi A1

та A2 — порожнi, алгебра M(D) має скiнченний
зображувальний тип тодi i лише тодi, коли матри-
ця D є однiєю з наступних:

(e), (e 0),
(

e
0

)
.

Отже, далi ми розглядатимемо матрицi бiль-
шого розмiру. Однак наступне твердження покаже
нам, що розмiр обмежується числом 2.

Твердження 2. Алгебра M(D) задана за допомо-
гою однiєї з наступних сендвiч-матриць D




e
0
0


 , (e 0 0)

має дикий зображувальний тип.

Доведення. У випадку

D =




e
0
0




базис алгебри складається з елементiв
{e1i, a1i, ā1i | 1 ≤ i ≤ 3}. Помiтимо, що викону-
ються наступнi спiввiдношення a1i = a11 ∗ e1i,

ā11 = a11 ∗ a11, ā1i = a11 ∗ a11 ∗ e1i, 1 < i ≤ 3.
Отже, система твiрних алгебри складається з еле-
ментiв {e11, e12, e13, a11}. Розглянемо зображення
R(X) цiєї алгебри, при якому твiрнi елементи пе-
реходять вiдповiдно у наступнi матрицi




E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0


 ,




0 0 0 E
0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,




0 0 0 Y1

0 0 0 Y2

0 0 0 0
0 0 0 0


 ,




0 0 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Легко перевiрити, що вiсi спiввiдношення в ал-
гебрi виконуються, а тому це справдi зображен-
ня. Крiм того, два такi зображення R(Y1, Y2) та
R(Y ′

1 , Y ′
2) є еквiвалентними тодi i лише тодi, ко-

ли iснує невироджена матриця S така, що Y ′
1 =

S−1Y1S, Y ′
2 = S−1Y2S. Отже, задача дика.

Таким чином, у випадку порожнiх матриць
A1, A2 задача може бути ручного нескiнченного ти-
пу лише у випадку сендвiч-матрицi

D =
(

e 0
0 0

)
.

Твердження 3. Алгебра M(D), де

D =
(

e 0
0 0

)
,

є дикого зображувального типу.

Доведення. Розглянемо алгебру M(D) вона
складається з 2 × 2 матриць та має базис
{e11, e12, e21, e22, a11, a12, a21, a22, ā11, ā12, ā21, ā22}.
Оскiльки e22 = e21 ∗ e12, a12 = a11 ∗ e12,
a21 = e21 ∗a11, a22 = e21 ∗a11 ∗e12, ā11 = a11 ∗a11,
ā12 = ā11 ∗e12, ā21 = e21 ∗ ā11, ā22 = e21 ∗ ā11 ∗e12,
система твiрних цiєї алгебри складається з елемен-
тiв {e11, e12, e21, a11}.

Розглянемо зображення цiєї алгебри
E11, E12, E21, A11. Маємо E2

11 = E11, тому E11

можемо привести до наступного вигляду
(

E 0
0 0

)
.

Оскiльки e11a11 = a11e11 = a11, e11e12 = e12,
e12e11 = 0, e11e21 = 0, e21e11 = e21 матрицi A11,
E12 та E21 при цьому набувають, вiдповiдно, тако-
го вигляду

(
U 0
0 0

)
,

(
0 X
0 0

)
,

(
0 0
Y 0

)
.
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Маємо A3
11 = E11 ⇒ U3 = E, e12 ∗ e21 = 0 ⇒

XY = 0.
Приведемо матрицi X та Y до наступного виг-

ляду

X =




0 0 0 E 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 E
0 0 0 0 0


 ,

Y =




0 0 E 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




,

тодi для матрицi U отримаємо задачу про кла-
сифiкацiю оператора U такого, що U3 = E
у векторному просторi градуйованому частково-
впорядкованою множиною S = {1 < 2 < 4, 1 <
3 < 4}. Ця задача дика [4, Theorem 3].

Випадок 2. Матрицi A1, A2 — не порожнi

Розглянемо в загальному випадку сендвiч-
матрицю D, яка має розмiр n×m, матриця A1 має
розмiрнiсть r1, матриця A2 має розмiрнiсть r2. По-
значимо таку матрицю D(n,m, r1, r2). Як i в працi
[2], побудуємо колчан алгебри й використаємо ре-
зультати iз [5, 6].

Нагадаємо, що вже доведено [1, Твердження 6]:
у випадку, коли матрицi A1, A2 не порожнi, алгебра
має скiнченний тип тiльки тодi, коли

D =
(

e 0
0 a− e

)
.

Таким чином, алгебра M(D(2, 2, 1, 0)) має скiн-
ченний зображувальний тип.

Спочатку зауважимо, що у випадку, коли матри-
ця має бiльше трьох рядкiв, або стовпцiв, її колчан
матиме двi вершини i три стрiлки, що iдуть вiд
однiєї вершини до iншої, тому така алгебра мати-
ме фактор алгебру (W1) [5], а отже, буде дикою.

Далi розглядатимемо сендвiч матрицi, що ма-
ють не бiльше трьох рядкiв i стовпцiв.

Твердження 4. Алгебра M(D(n,m, 1, 0)) є дикою,
якщо max{n,m} > 2.

Доведення. Якщо max{n,m} > 2, то наша ал-
гебра має фактор алгебру M(D(2, 3, 1, 0)) або
M(D(3, 2, 1, 0)) (за твердженням 1), тому достат-
ньо довести дикiсть для цих двох алгебр.

Розглянемо алгебруM(D(2, 3, 1, 0)) (для алгеб-
ри M(D(3, 2, 1, 0)) доведення аналогiчне).

M(D(2, 3, 1, 0)) має систему твiрних
{e11, e12, e21, e31}. Побудуємо колчан цiєї алгебри:

• a1 ++
a2

%% •
b1

kk ,

де a1 = e21, a2 = e31, b1 = e12 зi спiввiдношення-
ми (b1a1)3 = 0, b1a2 = 0. Порiвняємо цю алгебру
з алгеброю W2 з теореми [6, Theorem 2]. Остан-
ня алгебра задається тим самим колчаном, але має
спiввiдношення b1a1 = 0, b1a2 = 0. Оскiльки спiв-
вiдношення алгебри M(D(2, 3, 1, 0)) виконуються
в алгебрi W1, то W1 є фактор-алгеброю алгебри
M(D(2, 3, 1, 0)), а отже, остання алгебра має ди-
кий зображувальний тип.

Твердження 5. Алгебра M(D(3, 3, 2, 0)) є дикою.

Доведення. Розглянемо алгебру M(D(3, 3, 2, 0)), її
колчан має наступний вигляд

•
a1

33
a2

99 •b1ss
b2yy

,

де a1 = e12, a2 = e13, b1 = e31, b2 = e21, при
цьому виконуються наступнi спiввiдношення

(a1b2)3 = 0; a2b1 = a1b2;
a1b1 = 0; a2b2 = 0.

(1)

Розглянемо алгебру (W3) зi списку алгебр (W)
працi [5]. Вона задається таким самим колчаном,
а спiввiдношення мають наступний вигляд: b1a1 =
b1a2 = b2a1 = b2a2 = a1b1 = a1b2 − a2b1 =
0. Остання алгебра є фактор–алгеброю алгебри
M(D(3, 3, 2)), оскiльки усi спiввiдношення (1) бу-
дуть виконуватись за умови виконання спiввiдно-
шень алгебри (W3).

Твердження 6. Алгебра M(D(n,m, r1, r2)), r2 >
0, 2 ≤ n,m ≤ 3 є дикого зображувального типу.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок матри-
цi 2 × 2. Тодi алгебра має систему твiрних
e11, e12, e21, a11 − e11. Її колчан матиме наступний
вигляд

•α
$$

µ
33 •νss ,

де α = a11 − e11, ν = e12, µ = e21 з наступними
спiввiдношеннями α3 = α2−νµ = 0. Ця алгебра —
дика, оскiльки має фактор-алгебру (W23) [5].

Якщо до такої матрицi додати нульовий рядок
або нульовий стовпчик так, щоб отримати матри-
цi розмiру 3 × 2 або 2 × 3, вiдповiдно, то алгебра
матиме дикий зображувальний тип згiдно з твер-
дженням 1.

Розглянемо випадок матрицi 3 × 3. Можливi
два випадки: 1) D = diag(e, a − e, (a − e)2); 2)
D = diag(e, (a− e)2, (a− e)2).
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У першому випадку колчан алгебри має вигляд

•
a1

33
a2

99 •b1ss
b2yy

,

де a1 = e12, a2 = e13, b1 = e31, b2 = e21, при
цьому виконуються наступнi спiввiдношення

(a1b2)3 = 0; a2b1 = (a1b2)2;
a1b1 = 0; a2b2 = 0.

(2)

Розглянемо алгебру (W3) зi списку алгебр (W)
працi [5]. Вона задана таким самим колчаном,
а спiввiдношення мають наступний вигляд: b1a1 =
b1a2 = b2a1 = b2a2 = a1b1 = a1b2 − a2b1 = 0.
Остання алгебра є фактор–алгеброю нашої алге-
бри, оскiльки усi спiввiдношення (2) будуть вико-
нуватись за умови виконання спiввiдношень алге-
бри (W3).

У другому випадку колчан алгебри матиме ви-
гляд

•α
$$

a1
33

a2

99 •b1ss
b2yy

,

де a1 = e12, a2 = e13, b1 = e31, b2 = e21,
α = a11 − e11, при цьому виконуються наступнi
спiввiдношення

α3 = 0; a1b2 = a2b1 = α2;
a1b1 = 0; a2b2 = 0.

(3)

Розглянемо фактор-алгебру по iдеалу, породжено-
му α, тодi колчан алгебри матиме вигляд, як у ви-
падку 1), спiввiдношення набудуть вигляду a1b2 =
a2b1 = a1b1 = a2b2 = 0. Остання алгебра має
фактор–алгебру (W3), а отже, дика.

У випадку, коли матриця матиме бiльше трьох
рядкiв, або стовпцiв, її колчан матиме три стрiлки,
що iдуть вiд однiєї вершини до iншої, тому така
алгебра матиме фактором алгебру (W1) [5], а отже,
буде дикою.

Висновки

Отже, ми довели, що у модулярному випадку не
iснує напiвгруп Рiсса над циклiчною групою тре-
тього порядку ручного нескiнченного типу.
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S. Dyachenko

ON TAME REPRESENTATION TYPE REES SEMIGROUP OVER THE CYCLIC
GROUP OF ORDER THREE

Rees semigroup over C3 is considered. Proved thet there is no semigroups of tame infinite representation
type in modular case.

Keywords: Rees semigroup, representation, matrix problem, tame algebra, wild algebra.
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