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Вступ

Багато публiкацiй (див. наприклад [1; 5] i поси-
лання тут) були присвяченi конструктивному опи-
су i дослiдженню спектральних властивостей фор-
мального виразу

−∆+ αδ(x − x0), (1)

де ∆ = d2

dx2 — оператор Лапласа, збурений δ(x −
x0)-потенцiалом, зосередженим у точцi x0 ∈ R i
α ∈ R — константа зв’язку.

Формальний вираз (1) має бiльш точне ви-
значення сингулярного самоспряженого збурен-
ня [1; 5] у виглядi

−∆̃ := −∆+ α〈·, δ(x − x0)〉δ(x − x0), (2)

де α ∈ R ∪ {∞}, δ(x − x0) ∈ H−2 :=W−2
2 (R1) —

негативний соболiвський простiр вiдповiдний
W 2

2 (R
1) i 〈·, ·〉 — дуальний для W 2

2 (R
1) i W−2

2 (R1)
скалярний добуток. Визначений в (2) оператор −∆̃
дiє таким чином:

−∆̃f = −f ′′ + αf(x0)δ(x− x0), (3)

на векторах f ∈ D(∆̃) =
{
f ∈ W 1

2 (R) ∩W 2
2 (R \

{x0}) | f ′(x0+)− f ′(x0−) = αf(x0)
}

[1; 5].
В цiй статтi розглядається узагальнення (2), (3)

вигляду:

− ∆̃f = −∆f + αf(x1)δ(x− x2),

x1 6= x2, α ∈ C,

D(∆̃) =
{
f ∈ W 2

2 (R
1 \ {x1}) | f(x1+) = f(x1−),

f ′(x2+)− f ′(x2−) = αf(x1)
}
. (4)

Якщо x1 = x2 i α ∈ R, то отримуємо звичай-
ний добре вiдомий випадок (2). Таким чином ми
приходимо до дослiдження i вивчення побудови i
спектральних властивостей сингулярного збурення
рангу один вигляду

Ã = A+ α〈·, ω1〉ω2, ω1, ω2 ∈ H−1 \ H, (5)

де A = A∗ самоспряжений оператор в гiльбертово-
му просторiH, H−1 — простiр зA-шкали просторiв
(див. нижче) i α ∈ C ∪ {∞}.

Очiкуванi спектральнi властивостi оператора
−∆̃ в (4), (також Ã в (5)) вiдрiзняються вiд −∆̃
в (3), оскiльки Ã в (5) несамоспряжений опера-
тор. Але багато стандартних фактiв теорiї сингу-
лярних збурень самоспряжених операторiв [5; 12]
та їхнi спектральнi властивостi мають також вiдпо-
вiднi аналоги для виразiв (4) та (5).

Якщо в (5) маємо ω1 = ω2 i α ∈ R ∪ {∞},
то приходимо до звичайної теорiї самоспряжених
сингулярних збурень [5; 6; 12]. Отже, розглядаю-
чи вирази вигляду (5), отримуємо деяке природне
узагальнення теорiї сингулярних збурень.

Наше дослiдження має нетривiальний перетин
iз загальними мiркуваннями, якi поданi в [14].
В [14] автори розглядають замiсть одного ермiто-
вого оператора загальний об’єкт — вiдношення i
всi його вiдповiднi розширення. Iнтерес до таких
операторiв ми бачимо також у [13]. У наших до-
слiдженнях ми дiйсно можемо спостерiгати пару
симетричних операторiв з iндексами дефекту (1,1)
обидва, що мiстять лише деякий клас несиметри-
чних розширень. Представленi дослiдження мають
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частково спiльнi iдеї з [7], де розглядаються збуре-
нi нормальнi оператори. Хвильовi оператори, вiд-
повiднi (5) у випадку ω1, ω2 ∈ H були активно до-
слiдженi в [10]. Також до (4) вiдносяться результа-
ти [4; 16; 17], присвяченi нелокальнiй спектральнiй
задачi (але у випадку самоспряжених збурень).

Питання: за яких умов оператори Шредiнгера
мають точковий спектр, занурений у неперерв-
ний, є складним з фiзичної точки зору. Вивчен-
ня цього випадку є особливо безперспективним
тому, що iснують вагомi фiзичнi причини очiку-
вати, що таких власних значень не повинно бу-
ти [18]. Тим не менш, вiдомий приклад Джона фон
Неймана (1929), в якому описується Гамiльтонiан,
збурений гладким потенцiалом, так що збурений
оператор набуває когерентних станiв всерединi не-
перервного спектра. Основнi аспекти такого роду
дослiджень в основному зосередженi на тому, щоб
уникнути появи власних значень, вкладених в не-
перервний спектр, оскiльки це створює труднощi
при дослiдженнях у теорiї розсiяння. Але праця [3]
мiстить опис несподiваної появи: сингулярно збу-
рений самоспряжений оператор рангу один набуває
два новi власнi значення так, що одне з них зану-
рене в неперервний спектр незбуреного (заданого)
оператора.

Оскiльки дослiдження сингулярно збурених
операторiв розширюється на випадок збурених не-
симетричним потенцiалом [8], слiд очiкувати асо-
цiйованi пари i при сингулярних збуреннях неси-
метричними потенцiалами рангу один. В цiлому ця
робота присвячена опису вiдповiдної пари в нашо-
му несиметричному випадку.

Перевагою пiдходу [3] є таке: запропонована
в [3] побудова гарантує, що сингулярно збурений
самоспряжений оператор рангу один Ã = A +
+ α〈·, ω〉ω має двi новi точки в точковому спектрi
λ, µ ∈ σp(Ã), тобто Ãϕλ = λϕλ, Ãϕµ = µϕµ так,
що µ ∈ ρ(A) i λ ∈ σc(A). Вiдповiдно до побудови
ми маємо обрати довiльне µ ∈ ρ(A), ϕλ ∈ H\D(A)
i обчислити λ та ϕµ. Справдi, якщо спочатку ви-
брати ϕµ, то можна гарантувати злiчену множину
власних значень, занурених в σc(A), що не так i не
несподiвано.

Насправдi, ми дослiджуємо обернену задачу на
власнi значення для збурень несиметричним потен-
цiалом. А саме, ми розглядаємо збурення (5), що
розв’язує задачу на власнi значення для дуальної
пари λ, µ ∈ C:

Ãϕλ = λϕλ, Ãϕµ = µϕµ,

Ã∗ψλ̄ = λ̄ψλ̄, Ã∗ψµ̄ = µ̄ψµ̄,

(λ̄− µ̄)((A − µ)−1ϕλ, ψλ̄) = (ϕλ, ψλ̄).

Зауважимо, що якщо µ, λ ∈ R, то ми отримує-
мо випадок, близький до самоспряженого [3]. Але
в такому випадку також можемо отримати дуальну

пару власних значень iз рiзними власними векто-
рами вiдповiдним Ã та Ã∗.

Для реалiзацiї наших iдей ми використовуємо
математичнi методи з [8]. Такi методи у випадку
самоспряженого оператора (Ã = Ã∗) були викори-
станi в [2].

Попереднi результати

Нехай A = A∗ самоспряжений необмежений
оператор, визначений на DomA = D(A) в сепара-
бельному гiльбертовому просторi H iз скалярним
добутком (·, ·) i нормою ‖·‖. Позначимо σ(·), σp(·),
σc(·), ρ(·) спектр, точковий спектр, неперервний
спектр i регулярнi точки, вiдповiдного цього опе-
ратора.
Означення 1 ([8]). Лiнiйний замкнений опера-
тор Ã 6= A, щiльно визначений в H, нази-
вається сингулярно-сингулярно збуреним ((s, s)-
збуренням) A, якщо обидвi множини

D = {f ∈ D(A) ∩D(Ã) | Af = Ãf}, (6)

D∗ = {f ∈ D(A) ∩D(Ã∗) | Af = Ã∗f} (7)

щiльнi в H. Позначимо Ã ∈ Ps,s(A).
Зауважимо, що Ã — взагалi несамоспряжений

оператор.
Зрозумiло, що для кожного оператора Ã ∈

∈ Ps,s(A) iснує пара щiльно визначених симе-
тричних обмежених операторiв Ȧ := A ↾ D та
Ȧ∗ := A ↾ D∗ з нетривiальними iндексами дефе-
кту n

±(Ȧ) = dimker(Ȧ ∓ z)∗ 6= 0 i n
±(Ȧ∗) =

= dimker(Ȧ∗ ∓ z)∗ 6= 0, z ∈ ρ(A). В цiй статтi
припускаємо, що n

±(Ȧ) = n
±(Ȧ∗) = 1, тобто роз-

глядається випадок Ã ∈ P1,1
s,s (A).

Якщо D = D∗ та Ã = Ã∗, тодi отримуємо ви-
падок загального означення сингулярно збурених
самоспряжених операторiв [5; 12] Ã ∈ Ps(A), тоб-
то означення 1 узагальнює вiдоме означення са-
моспряженого сингулярного збурення на випадок
несамоспряженого.

Нехай {Hk(A)}k∈R1 — асоцiйована A-шкала
гiльбертових просторiв [5], де простiр Hk :=
= Hk(A) = D(|A|k/2), k ≥ 1 з нормою ‖ϕ‖k =
= ‖(|A|+ I)k/2ϕ‖ (та I позначає тотожне перетво-
рення) ϕ ∈ Hk(A) i H−k := H−k(A) вiд’ємний
(дуальний) простiр, тобто поповнення H за нор-
мою ‖f‖−k = ‖(|A|+ I)−k/2f‖, f ∈ H. Нехай 〈·, ·〉
позначає дуальний скалярний добуток мiж просто-
рами Hk та H−k.

Для подальшого розгляду вiзьмемо тiльки k =
= 1, 2.

Оператор A можна продовжити за неперервнi-
стю на H+1 i розумiти як обмежений оператор з
H+1 на весь H−1. (Аналогiчно A можна продов-
жити на H i розумiти як обмежений оператор з H
на весь H−2.) Позначимо це продовження як A.
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Таким чином, вираз 〈ϕ, ω〉 для ω = Aψ має зна-
чення з ϕ, ψ ∈ H+1. I Rz = (A− z)−1, z ∈ ρ(A) є
вiдповiдною резольвентою.

Оскiльки вектори ω1, ω2 в (5) можуть належа-
ти H−k \ H−(k−1), k = 0, 1, 2, то ми розрiзняємо
випадки (зокрема регулярного) збурення. З цiєю
метою позначимо Px,y(A), де кожен iндекс — па-
ра {x, y} може мати один iз символiв «ss», «ws»,
«r», що означає «строго сингулярний» або «слабо
сингулярний» або «регулярний» вектор збурення.
Символ «s» зарезервований для одного з двох ви-
падкiв — «строго сингулярне» та «слабо сингуляр-
не» збурення. Пiсля попереднього опису ми даємо
означення.
Означення 2. Якщо для множин D та D∗ в (6) i (7)
маємо

dim(H⊖D) = 0,

dim(H+1 ⊖D) = 1 (= n 6= 0),

dim(H⊖D∗) = 0,

dim(H+1 ⊖D∗) = 1 (= m 6= 0),

тодi збурення називається «слабо-слабо» сингуляр-
ним, тобто (ws,ws)-сингулярним рангу один-один
(тобто (1, 1)) i позначається Ã ∈ P1,1

ws,ws(A) i для

рангу (n,m): (Ã ∈ Pn,mws,ws(A)).
Якщо для множин D та D∗ в (6) i (7) маємо

dim(H+1 ⊖D) = 0,

dim(H+2 ⊖D) = 1 (= n 6= 0),

dim(H+1 ⊖D∗) = 0,

dim(H+2 ⊖D∗) = 1 (= m 6= 0),

тодi збурення називається «сильно-сильно» син-
гулярним, тобто (ss, ss)-сингулярним рангу один-
один (тобто (1, 1)) i позначається Ã ∈ P1,1

ss,ss(A) i

для рангу (n,m): (Ã ∈ Pn,mss,ss(A)).
Якщо для множин D та D∗ в (6) i (7) маємо

dim(H⊖D) = 1 (= n 6= 0),

dim(H⊖D∗) = 1 (= m 6= 0),

тодi збурення називається «регулярним-регуляр-
ним», тобто (r, r)-збуренням рангу один-один (тоб-
то (1, 1)) i позначається Ã ∈ P1,1

r,r (A) i для рангу

(n,m): (Ã ∈ Pn,mr,r (A)).
Звичайно, можуть бути мiшанi випадки. Збуре-

ння мiшаного типу (ss, ws), (ss, r), (ws, r), тобто
Pss,ws(A), Pss,r(A) i Pws,r(A), як i випадки, n > 1,
m > 1 в цiй публiкацiї не розглядаються.

У цiй статтi ми розглядаємо лише випадок
«слабо-слабо» сингулярного збурення рангу один-
один, тобто дослiджуємо спектральнi властиво-
стi оператора Ã ∈ P1,1

ws,ws(A). Iншi види збурень
ми детально розглянемо в подальших публiкацiях,
оскiльки iншi випадки вимагають iнших технiчних
методiв.

Розглянемо в A-шкалi оператор V такий, що
D(V ) ⊆ H+1 i R(V ) ⊆ H−1. В нашому випадку
V = α〈·, ω1〉ω2 (згiдно (5)). Визначимо оператор
A+ V як суму

(A+ V )ϕ := (Aϕ+ V ϕ),

ϕ ∈ D(A+ V ) := {ϕ ∈ D(V ) | Aϕ+ V ϕ ∈ H},

тобто Ãf = (Af + α〈f, ω1〉ω2) ↾ H, f ∈ H+1. Не
втрачаючи загальностi, у наступному текстi ми пи-
шемо A замiсть A та Rz замiсть Rz .

Зручним i унiверсальним є таке означення.
Означення 3 ([8]). Оператор Ã називається сла-
бо сингулярним несиметричним збуренням рангу
один самоспряженого оператора A у сепара-
бельному гiльбертовому просторi H, якщо для
ηi = A−1ωi, ω1 ∈ H−1 \ H, або ω2 ∈ H−1 \ H,
ω1 6= ω2:

D(Ã) =
{
ψ = ϕ+ bη2

∣∣∣

ϕ ∈ D(A), b =
(Aϕ, η1)

1 + (A1/2η2, A1/2η1)

}

для випадку (A1/2η2, A
1/2η1) 6= −1;

D(Ã) = DH1
∔ {cη},

DH1
= {ϕ ∈ D(A) | (Aϕ, η1) = 0}

для випадку (A1/2η2, A
1/2η1) = −1;

Ãψ = Aϕ.

Опис та спектральнi властивостi сингулярних
несиметричних збурень рангу один

Для початку, коротко зауважимо, що якщо Ã ∈
∈ Pws,ws(A), то тодi для спряженого оператора
Ã∗ ∈ Pws,ws(A) також.
Твердження 1. Кожний оператор Ã ∈ P1,1

ws,ws(A)
(означення 1, 2 та 3) має вигляд:

Ã = A+ α〈·, ω1〉ω2, (8)

з α ∈ C ∪ {∞} i ω1, ω2 ∈ H−1 \ H.

Наступна теорема описує сингулярнi несиме-
тричнi збурення рангу один у виглядi резольвент
вiдповiдного оператора.
Теорема 2 ([8]). Для резольвент Rz = (A − z)−1

та R̃z = (Ã − z)−1 операторiв A = A∗ та Ã ∈
∈ P1,1

ws,ws(A) в сепарабельному гiльбертовому про-

сторi H можна записати формулу М. Крейна для

z, ξ, ζ ∈ ρ(A) ∩ ρ(Ã):

R̃z = Rz + bz(·, nz̄)mz , (9)

з вектор-функцiями

nz = (A− ξ)(A− z)−1nξ,

mz = (A− ζ)(A− z)−1mζ ,
(10)
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де nz,mz ∈ H+1 \ H+2 i

b−1
z − b−1

ξ = (ξ − z)(mξ, nz̄). (11)

Вектори nz , mz i число bz пов’язане з ω1, ω2 з (8)

виразами

nz = Rzω1, mz = Rzω2,

−b−1
z = α−1 + 〈ω2, Rz̄ω1〉,

де α 6= 0.

Випадок α = 0 можна включити до розгляду,
оскiльки якщо α = 0, тодi можна покласти bz ≡ 0
i отже R̃z ≡ Rz .

Можливо bz = ∞, що є так тодi i тiльки тодi,
коли z ∈ σp(Ã), але (9) виконується i для такого
випадку.

Неперервний спектр σc(A) оператора A при
збуреннi скiнченого рангу незмiнний, тобто
σc(A) = σc(Ã), Ã ∈ Pn,ns,s (A), n <∞.

Теорема 3. Нехай (ws,ws)-збурення Ã ∈
∈ P1,1

ws,ws(A) задано у виглядi (9) з (10) i (11) набу-

ває нове власне значення λ ∈ C в порiвняннi з A,

тобто iснує λ ∈ σp(Ã), λ /∈ σp(A), тодi для вiдпо-

вiдних власних векторiвϕ, ψ: Ãϕ = λϕ i Ã∗ψ = λ̄ψ
виконуються спiввiдношення

(λ− z)bz(ϕ, nz̄) = 1,

ϕ = (A− z)(A− λ)−1mz; (12)

(λ̄− z̄)b̄z(ψ,mz) = 1,

ψ = (A− z̄)(A− λ̄)−1nz̄. (13)

Доведення. Використовуючи рiвнiсть Ãϕ = λϕ,
тобто Rzϕ + bz(ϕ, nz̄)mz = 1

λ−zϕ, отримуємо
(λ − z)bz(ϕ, nz̄)(A − z)(A − λ)−1mz = ϕ, що
дає (12).

Аналогiчно, розглядаючи Ã∗ψ = λ̄ψ, можна до-
вести (13).

Аналогiчно теоремi 3 для оператора Ã вигля-
ду, (9) маємо наступний наслiдок, де оператор Ã
заданий у виглядi (8).
Наслiдок 4. Нехай (ws,ws)-збурення Ã ∈
∈ P1,1

ws,ws(A) набуває нове власне значення λ ∈ C

у порiвняннi з A i власнi вектори ϕ i ψ, тобто

Ãϕ = λϕ i Ã∗ψ = λ̄ψ, тодi спiввiдношення (12)

та (13) в термiнах ω1, ω2 мають вигляд:

α〈(A − λ)−1ω2, ω1〉 = −1,

ϕ = (A− λ)−1ω2; (14)

ᾱ〈(A − λ̄)−1ω1, ω2〉 = −1,

ψ = (A− λ̄)−1ω1. (15)

Якщо теорема 3 є прямою спектральною зада-
чею, то наступна теорема є оберненою задачею.

Теорема 5. Для цього самоспряженого оператора

A = A∗ в сепарабельному гiльбертовому просторi

H i λ ∈ C i векторiв ϕ, ψ ∈ H+1\H+2 iснує єдиний

Ã ∈ P1,1
ws,ws(A) такий, що Ãϕ = λϕ i Ã∗ψ = λ̄ψ.

При цьому оператор Ã визначений виразом (9):

R̃z = Rz + bz(·, nz̄)mz , (16)

з вектор-функцiями

mz = (A− λ)(A − z)−1ϕ,

nz̄ = (A− λ̄)(A − z̄)−1ψ
(17)

i скалярною функцiєю (коефiцiєнтом)

b−1
z = (λ− z)(ϕ, nz̄),(
b̄−1
z = (λ̄− z̄)(ψ,mz)

)
.

(18)

Теореми 2–5 у випадку самоспряженого збуре-
ного оператора Ã = Ã∗ доведенi в [2; 9].

Дуальна пара власних значень

Оскiльки Ã ∈ P1,1
ws,ws(A) взагалi є несамоспря-

женим оператором, тодi означення дуальної пари
власних значень вiдрiзняється вiд [3].
Означення 4. Пара чисел λ, µ ∈ C називається
дуальною парою власних значень сингулярно збу-
реного оператора Ã ∈ P1,1

ws,ws(A) якщо

Ãϕλ = λϕλ, Ãϕµ = µϕµ,

Ã∗ψλ̄ = λ̄ψλ̄, Ã∗ψµ̄ = µ̄ψµ̄,

(λ̄− µ̄)((A − µ)−1ϕλ, ψλ̄) = (ϕλ, ψλ̄).

Наступна теорема описує метод побудови ду-
альної пари.
Теорема 6. Нехай A = A∗ самоспряжений опера-

тор визначений на D(A) в сепарабельному гiльбер-

товому просторi H. Для довiльного фiксованого

µ ∈ ρ(A) i векторiв ϕλ, ψλ̄ ∈ H+1 \H+2 iснує єди-

ний несиметричний сингулярно збурений оператор

Ã ∈ P1,1
ws,ws(A) такий, що (µ, λ) є дуальною парою,

де

λ̄ := µ̄+
(ϕλ, ψλ̄)

((A− µ)−1ϕλ, ψλ̄)
власне значення з власним вектором

ϕµ = (A− λ)(A − µ)−1ϕλ.

Оператор Ã∗ ∈ P1,1
ws,ws(A) має власнi вектори

ψλ̄, ψµ̄ = (A− λ̄)(A − µ̄)ψλ̄.
Оператор Ã заданий у виглядi Ã = A +

+ α〈·, ω1〉ω2, має константу зв’язку α = − 1
(ϕλ,ω1)

(або ᾱ = − 1
(ψλ̄,ω2)

) з вiдповiдними векторами

ω2 = (A− µ)ϕλ −
(ψλ̄, ϕλ)

((A − µ)ψλ̄, ϕλ)
ϕλ,

ω1 = (A− µ̄)ψλ̄ −
(ϕλ, ψλ̄)

((A− µ)ϕλ, ψλ̄)
ψλ̄.

(19)
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Доведення. Для довiльного µ ∈ ρ(A) та ϕ = ϕλ ∈
∈ H+1 \D(A), ψ = ψλ̄ ∈ H+1 \D(A) покладемо:

λ̄ = µ̄+
(ϕλ, ψλ̄)

((A − µ)−1ϕλ, ψλ̄)
. (20)

За умови теореми 5 iснує єдиний оператор Ã ∈
∈ P1,1

ws,ws(A) такий, що виконуються рiвностi

Aϕλ = λϕλ i Ã∗ψλ̄ = λ̄ψλ̄, i який заданий у формi
резольвенти (9):

R̃z = Rz + bz(·, nz̄)mz,

з (17) та (18) маємо:

mz = (A− λ)−1(A− z)−1ϕλ,

nz̄ = (A− λ̄)−1(A− z̄)−1ϕλ̄,

bz =
1

(λ− z)(ϕλ, nz̄)
.

(21)

За наявностi множника (λ−z) в знаменнику остан-
нього виразу видно, що λ є власним значенням.

Друге власне значення випливає з того, що дру-
гий множник у знаменнику теж може дорiвнювати
нулю:

0 = (ϕ, nz̄) = (ϕλ, (ψλ̄ + (z̄ − λ̄)(A− z̄)−1ψλ̄),

де з теореми 5: nz̄ = (A − λ)(A − z̄)−1ψλ̄. Отже,
(ϕλ, ψλ̄) = (λ̄ − z̄)((A − z)−1ϕλ, ψλ̄) i отримує-
мо (20). З (21), замiнивши z на µ, отримуємо ϕµ =
= mµ = (A− λ)(A − µ)−1ϕλ. Зокрема ϕλ ⊥ ψµ̄.

Аналогiчно використовуючи (A∗−z)−1 = Rz+
+bz(·,mz)nz̄ для оператора Ã∗ ∈ P1,1

ws,ws(A), отри-

муємо Ã∗ϕλ̄ = λϕλ̄ i Ã∗ψµ̄ = µ̄ψµ̄. Отже теорема 6
доведена.

Для дiйсної дуальної пари λ, µ ∈ R маємо на-
ступний наслiдок iз теореми 6.
Наслiдок 7. Нехай A = A∗ ≥ 0 додатнiй само-

спряжений оператор, визначений на D(A) в сепа-

рабельному гiльбертовому просторi H, такий, що

σ(A) = σc(A) = [0,∞). Для довiльного числа µ <
< 0 i векторiв ϕλ, ψλ̄ ∈ H+1 \ H+2 iснує єдине

несиметричне сингулярне збурення рангу один Ã ∈
∈ P1,1

ws,ws(A) так, що має дуальну пару (µ, λ), де

λ = µ+
(ϕλ, ψλ)

((A− µ)−1ϕλ, ψλ)

є його власними значеннями з вiдповiдними власни-

ми векторами ϕλ i ϕµ = (A− λ)(A − µ)−1ϕλ.

Оператор Ã∗ ∈ P1,1
ws,ws(A) має тi самi вла-

снi значення з власними векторами ψλ i ψµ =
= (A− λ)(A − µ)ψλ.

Приклади

Приклад 1. Нехай H = L2([1,∞), dx) i A є опе-
ратором множення на незалежну змiнну x, тобто

Af(x) = xf(x), f ∈ D(A), де

D(A) := {f(x) ∈ L2 | xf(x) ∈ L2}.

Очевидно A ≥ 1 та D(A) = σ(A) = [1,∞).
Покладемо 0 = µ /∈ σ(A) i ϕ = ϕλ = x−1 1

3 ,
ψ = ψλ = x−1 2

3 , ϕ, ψ ∈ H+1 = L2([1,∞), xdx).
Зокрема H+2 = L2([1,∞), x2dx) i ϕ, ψ /∈ H+2,
тодi

(ϕ, ψ) =

∫ ∞

1

dx

x3
=

1

2
,

(
(A− µ)−1ϕ, ψ

)
=

∫ ∞

1

dx

x4
=

1

3
.

Отже, λ = 3
2 ∈ σ(A); i

ϕµ =
(
A− 3

2

)
A−1ϕλ =

x− 3
2

x7/3
,

ψµ =
(
A− 3

2

)
A−1ψλ =

x− 3
2

x8/3
.

А також з (17) маємо:

mz = (A− λ)(A − z)−1ϕλ =
x− 3/2

x− z

1

x4/3
,

nz = (A− λ̄)(A − z̄)−1ψλ =
x− 3/2

x− z

1

x5/3
,

i з (18) маємо:

bz = (λ− z)−1(ϕλ, nz̄)
−1 =

=
(3
2
− z

)−1

(ϕλ, nz̄)
−1,

де

(ϕλ, nz̄) =

∫ ∞

1

1

x4/3
x− 3/2

x− z

1

x5/3
dx =

=
( 3

2z3
− 1

z2

)
ln(1− z) +

( 3

2z2
− 1

z

)
+

3

4z
.

Отже (16) має вигляд:

(Ã− z)−1 =
1

x− z
+

+ bz

(
· , x− 3/2

x− z̄

1

x5/3

)x− 3/2

x− z

1

x4/3
.

Крiм того,

ω1 =
x

x5/3
− 1/2

1/3

1

x5/3
=

2x− 3

2x5/3
,

ω2 =
x

x4/3
− 1/2

1/3

1

x4/3
=

2x− 3

2x4/3
,

〈ϕλ, ω1〉 =
∫ ∞

1

1

x4/3
2x− 3

2x5/3
dx = 〈ψλ, ω2〉 =

=

∫ ∞

1

1

x5/3
x− 3

2x4/3
dx =

=
1

2

∫ ∞

1

2x− 3

x3
dx = 1/4.
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У зв’язку з цим, згiдно (14), (15):

α = − 1

〈ϕλ, ω1〉
= −4.

Приклад 2. Нехай H = L2(R
1, dx) i A вiдiграє

роль оператора Лапласа, а саме Af(x) = −f ′′(x),
D(A) =W 2

2 (R
1) — соболiвський простiр. Оператор

A ≥ 0 має чисто абсолютно неперервний спектр,
тобто σ(A) = σc(A) = [0,∞).

Покладемо

ϕλ = e−|x−1| i ψλ = e−|x+1|, µ = −1

(розглянемо випадок λ, µ ∈ R i λ, µ ∈ ρ(A)). Для
обчислення λ нам потрiбно

(ϕλ, ψλ) =

∫

R

e−|x−1|e−|x+1| dx = 3e−2.

Використовуючи [1], обчислимо

(A+ 1)−1ϕλ =

=

∫

R

1

2
e−|x−τ |e−|τ−1| dτ =

=

{
x
2 e

−x+1, x > 1,

2−x
2 ex−1, x < 1,

(22)

i, отже,

(
(A+ 1)−1ϕλ, ψλ

)
=

13

4
e−2.

Також, λ = − 1
13 < 0, α = − 4

13e
2. I з (19) маємо:

ω1 = δ−1(x)−
12

13
e−|x+1|,

ω2 = δ+1(x)−
12

13
e−|x−1|.

Приклад 3. Дещо змiнимо попереднiй приклад.
А саме, залишимо H = L2(R

1, dx) i оператор
Af(x) = −f ′′(x), D(A) =W 2

2 (R
1), але виберемо

ϕλ = e−|x−1| i ψλ = e−|x|, µ = −1

(також розглянемо випадок λ, µ ∈ R, але λ ∈ σ(A),
µ ∈ ρ(A)). Для обчислення λ потрiбно

(ϕλ, ψλ) =

∫

R

e−|x−1|e−|x| dx = 2e−1

i, використовуючи (22), маємо

(
(A+ 1)−1ϕλ, ψλ

)
=

7

4
e−1.

Отже, λ = 1
15 > 0, α = − 1

7e. I з (19) маємо:

ω1 = δ0(x)−
8

7
e−|x|,

ω2 = δ+1(x)−
8

7
e−|x−1|.

У застосуваннях вираз (4) можна iнтерпрету-
вати як «δ-взаємодiя iз запiзненням», якщо x1 <
< x2, що має фiзичне значення в диференцiаль-
них моделях iз запiзненням. У зв’язку з цим, ви-
падок x1 > x2 можна розумiти як «потенцiал з
випередженням» (див. узагальнену теорiю, напри-
клад [11; 15]).

Представленнi в статтi методи дають змогу та-
кож розглянути вiдповiднi рiвняння типу Штур-
ма — Лiувiля [4].
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T. Vdovenko

DUAL PAIR OF EIGENVALUES IN RANK ONE SINGULAR
NONSYMMETRIC PERTURBATIONS

We discuss the eigenvalue problem for a rank one singular non-selfadjoint perturbation of a selfadjoint

operator A in the separable Hilbert space, by nonsymmetric potential (δ1 6= δ2) in the form Ã = A +
+ α〈·, δ1〉δ2. We give the constructive description of such sort operator Ã which possess two new points in the

point spectrum in case of weakly singular perturbations.

In our investigations we can really observe the pair of symmetric operator with defect indexes (1,1) both

and consider only some class of nonsymmetric extensions.

There are known old questions: under what conditions the Schrödinger operator have a point spectrum

immersed in the continuous one, is difficult from a physical point of view. The study of this case is particularly

unpromising, because there are good physical reasons to expect that such eigenvalues should not be. However,

there are known examples of J. von Neumann (1929) in which described Hamiltonian perturbed by free smooth

potentials such that perturbed operator becomes coherent states inside the continuous spectrum. The main

considerations of this kind of cases mainly focused on how to avoid appearance of eigenvalues embedded

in the continuous spectrum, as this creates difficulties by researches in the scattering theory. But the work

S. Albeverio, M. Dudkin, V. Koshmanenko contains the description on an unexpected appearance: rank one

singularly perturbed self-adjoint operator possess two new eigenvalues so that one of them is immersed in a

continuous spectrum of the unperturbed (given) operator.

Since the study of singular perturbation operators extended to perturbations nonsymmetric potentials, you

should expect also associated pairs by rank one singularly perturbed

In fact, we investigate the inverse eigenvalue problem for perturbations of nonsymmetric potentials. Namely,

we present perturbation Ã which solves the eigenvalue problem for the dual pair λ, µ ∈ C: Ãϕλ = λϕλ,

Ãϕµ = µϕµ, Ã∗ψλ̄ = λ̄ψλ̄, Ã∗ψµ̄ = µ̄ψµ̄, (λ̄− µ̄)((A − µ)−1ϕλ, ψλ̄) = (ϕλ, ψλ̄).

Keywords: rank one singular perturbation, eigenvalue problem, M. Krein’s formula, nonselfadjoint pertur-
bation, deviating argument.
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