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Ця робота присвячена дослiдженню невизначенностi в задачi прийняття рiшення для достатньо
широкого кола тих, хто приймає рiшення. Вона продовжує й узагальнює вiдповiднi результати працi
[1].
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Аналiзується система прийняття рi-
шень, тобто пара — той, хто приймає рi-
шення (ТПР), i непараметрична ситуа-
цiя, в якiй розглядається задача рiшен-
ня (СЗР) (див.: [2]).

Задачею рiшення (ЗР) є встановлення
ТПР вiдношення переваг на множинi на-
слiдкiв X — перша основна ЗР — та на
множинi рiшень Y — друга основна ЗР [3,
c. 258]. При цьому СЗР задається за до-
помогою схеми СЗР (ССЗР) — впорядкова-
ної трiйки вигляду (X,U,R), де R є графi-
ком вiдповiдностi з довiльної непорожньої
множини U в довiльну непорожню множи-
ну X , для якого domR = U . Основна ме-
та цiєї роботи — навести критерiй для ма-
тематично коректної (без невизначенностi)
постановки ЗР, якi задаються лише ССЗР
для достатньо широкого класу ТПР.

Введемо необхiднi поняття i позначен-
ня.

Означення 1. ССЗР називається впоряд-
кована трiйка вигляду (X,U,R), де R —
це вiдповiднiсть iз довiльної непорожньої
множини U в довiльну непорожню мно-
жину X , для якої domR = U,
imR = X i для будь-якого u ∈ U

R(u) ∈ Ξ. (1)

При цьому X називається множиною
наслiдкiв, U — множиною рiшень, R —
вiдповiднiстю наслiдкiв ССЗР (X, U,R).

Умовно ССЗР можна зобразити графi-
ком ΓR вiдповiдностi R, причому «проек-
цiя на горизонталь» графiка буде спiвпа-

дати з множиною U , a «проекцiя на верти-
каль» графiка — з множиною X . (див. рис.
3 у кiнцi тексту).

Нехай Ẑ — клас усiх впорядкованих трi-
йок виду Ẑ := (X,U,R). Тодi Ẑ(X1) :=

{(X,U,R) ∈ Ẑ : X = X1} := {(X1, ·, ·)},
Ẑ(X1, U1) := {(X, U,R) ∈ Ẑ(X1) : U =
U1} := {(X1, U1, ·)} i т. д.

Означення 2. Двi ССЗР (X1, U1, R1),

(X2, U2, R2) ∈ Ẑ називаються iзоморфни-
ми в класi Ẑ, будемо позначати

(X1, U1, R1) ≈Ẑ (X2, U2, R2),

якщо знайдуться такi бiєкцiї i : X1 →
X2, j : U1 → U2, що

(i, j)(R1) = R2. (2)

Розглянемо клас ССЗР iз заданими вiд-
ношеннями переваг на вiдповiдних мно-
жинах наслiдкiв. Тодi кожнiй такiй не-
параметричнiй ССЗР цього класу вiдпо-
вiдає впорядкована трiйка виду Ẑ :=
:= ((X, <), U,R). Тодi через Ẑ по-
значимо клас всiх ССЗР виду Ẑ .
При цьому Ẑ(X) := {((X ′, ·), ·, ·) ∈
Ẑ : X ′ ⊆ X}, Ẑ(X, <) :=

:= {((X ′,<′), ·, ·) ∈ Ẑ : X ′ ⊆ X, (<′) =
(<|X′)}.

Умовно ССЗР класу Ẑ будемо зобра-
жати вказуючи напрям (стрiлочки) на лi-
нiї множини X (див., наприклад, рис. 10).
Множину наслiдкiв у таких ССЗР будемо
називати множиною доходiв. А ССЗР кла-
су Ẑ будемо називати ССЗР з доходами.
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Означення 3. Двi ССЗР ((X1,<1), U1, R1),
((X2,<2), U2, R2) ∈ Ẑ називаються iзо-
морфними в класi Ẑ, що будемо позна-
чати

((X1,<1), U1, R1) ≈Ẑ ((X2,<2), U2, R2),

якщо (X1, U1, R1) ≈Ẑ (X2, U2, R2) i при
цьому (≈Ẑ) зберiгає вiдношення переваг
(X1, <1), (X2,<2).

Означення 4. Пiдсхемою ССЗР
(X,U,R) ∈ Ẑ називається ССЗР
(X ′, U ′, R′) ∈ Ẑ , де X ′ ⊆ X , U ′ ⊆ U ,
R′ = (U ′ ×X ′) ∩ R, domR′ = U ′, imR′ =
X ′ i для будь-якого u ∈ U ′ R′(u) ∈ Ξ.

Пiдсхему (X ′, U ′, R′) ССЗР Ẑ :=

(X,U,R) ∈ Ẑ будемо позначати Ẑ|X′, U ′ .

Означення 5. Фрагментом ССЗР
(X,U,R) ∈ Ẑ(((X, <), U,R) ∈ Ẑ) нази-
вається ССЗР (X ′, U ′, R′) ∈ Ẑ (((X ′, <′),
U ′, R′) ∈ Ẑ), де R′ ⊆ R, U ′ = domR′, X ′ =
= imR′ (X ′ = imR′, (X ′,<′) = (X ′,<))
i для будь-якого u ∈ U ′ R′(u) ∈ Ξ.

Зауваження 1. Очевидно, що будь-яка пiд-
схема — фрагмент, але не навпаки.

Означення 6. Пiдсхемою ССЗР ((X, <),

U,R) ∈ Ẑ називається ССЗР ((X ′, <′),
U ′, R′) ∈ Ẑ, де ССЗР (X ′, U ′, R′) ∈ Ẑ є
пiдсхемою ССЗР (X, U,R) ∈ Ẑ, а (<′) =
(< |X′).

Пiдсхему ((X ′,<′), U ′, R′) ССЗР Ẑ :=

((X, <), U,R) ∈ Ẑ будемо позначати
Ẑ|X′, U ′ .

Означення 7. Правилом вибору переваг
(ПВП) для ЗР у класi ССЗР Ẑ′ ⊆ Ẑ (коро-
тко ПВП в Ẑ′ ⊆ Ẑ) будемо називати будь-
яке вiдображення π = (π1, π2), визначене
на Ẑ′ i те, яке ставить у вiдповiднiсть ко-
жнiй Ẑ = (X,U,R) ∈ Ẑ′ деяку пару спiв-
вiдношень (X, <Ẑ) i (U, <∗

Ẑ
), тобто

π = (π1, π2) ∈ (2(X2) × 2(U2))Ẑ
′
, що буде-

мо позначати також πẐ = (π1Ẑ , π2Ẑ) =
((X, <Ẑ), (U,<∗

Ẑ
)).

Клас усiх ПВП в Ẑ′ ⊆ Ẑ будемо позна-
чати (Ẑ′).

Зауваження 2. Кожний ТПР має визначе-
не (своє) ПВП для класу Ẑ′, яке є моделлю
ТПР вiдносно вирiшення ним ЗР в класi Ẑ′.
Знаючи ПВП для Ẑ′ ⊆ Ẑ довiльного ТПР,
ми можемо дiзнатись його (ТПР) рiшення
основної ЗПР для Ẑ ∈ Ẑ′ ⊆ Ẑ.

Означення 8. ПВП в Ẑ′ ⊆ Ẑ будемо на-
зивати всяке вiдображення π, визначене
на Ẑ′, яке ставить у вiдповiднiсть кож-
нiй Ẑ = ((X, <), U,R) ∈ Ẑ′ деяку вiдпо-
вiднiсть (U, <∗

Ẑ), тобто ∈ [2(U2)]Ẑ
′
, що

будемо позначати також Ẑ = (U,<∗
Ẑ).

Клас всiх ПВП в Ẑ′ ⊆ Ẑ будемо позначати
П(Ẑ′).

Для математично коректної (без неви-
значеностi) постановки ЗР (знаходження
ПВП) задання лише ССЗР, — за виня-
тком тривiального випадку, коли множи-
на наслiдкiв X i множина рiшень U , вiд-
повiдно, складаються з єдиного елемента,
тобто cardX = cardV = 1, — недоста-
тньо. Потрiбнi додатковi данi, що звужу-
ють клас ТПР, перед якими стоїть ЗР для
даної ССЗР. Наприклад, у випадку, якщо
обмежитися класом ТПР, ПВП яких збi-
гаються з деяким ПВП π для довiльного
класу ССЗР К, що мiстить дану ССЗР, то
для ТПР iз цього класу постановка ЗР без
невизначеностi. У цьому разi ми говорити-
мемо, що ССЗР класу К без невизначеностi
в класi ПВП П′(K) = {π}. Це, безумовно,
один iз крайнiх випадкiв, який є тривiаль-
ним i представляє iнтерес лише як при-
клад, коли невизначеностi немає. Нетривi-
альнi приклади ССЗР без невизначеностi
в конкретних класах ПВП ми продемон-
струємо спочатку на iнтуїтивному рiвнi.

Якщо Ẑ := ((X,º), u, r) ∈ Ẑ i вiдпо-
вiднiсть R однозначна, тобто є вiдображе-
нням (див. рис. 2 у кiнцi тексту), то для
бiльшостi невизначеностi при порiвняннi
рiшень немає. Таким чином, однозначно-
стi вiдповiдностi R для бiльшостi досить,
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щоб ЗР для такої ССЗР була математично
точно поставлена.

Проте неважко навести приклад багато-
значної вiдповiдностi R у ССЗР ((X, <),

u, r) ∈ Ẑ з вiдсутнiстю для бiльшостi не-
визначеностi. Позначимо

Ẑ := (({x1, x2, x3},
{(x1, x1), (x2, x1), (x2, x2)}), {u1, u2},

{(u1, x1), (u2, x2), (u2, x3)}) ∈ Ẑ

(див. рис. 3 у кiнцi тексту). Цiлком при-
родно тут вважати, що u2 лiпше, нiж u1.
При цьому багатозначна вiдповiднiсть R =
{(u1, x2), (u2, x1), (u2, x3)} у ССЗР

Ẑ = (({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1),

(x2, x2)}), {u1, u2}, R) ∈ Ẑ,

зображена на рис. 4, вже дає приклад ССЗР
з невизначенiстю. Насправдi, оптимiст ви-
бере дiю u2, а песимiст — u1.

З iншого боку, проекцiя ССЗР, зображе-
на на рис. 4 (див. у кiнцi тексту), у класi Ẑ
дає, з тих самих причин, ССЗР:

Ẑ := ({x1, x2, x3}, {u1, u2},
{(u1, x2), (u2, x1), (u2, x3)}) ∈ Ẑ

з невизначенiстю (див. рис. 5 у кiнцi текс-
ту).

Дiйсно, якщо вибирати ПВП π1 таким,
що x3 лiпше нiж x2, x2 краще за x1, а x3 –
за x1, то прийдемо до ССЗР класу Ẑ, що
на рис. 4, тобто з невизначенiстю.

Наступний приклад ССЗР з невизначе-
нiстю у класi Ẑ вiдмiнний вiд попередньо-
го, зображений на рис. 1. Справдi, неви-
значенiсть у вказанiй ССЗР випливає з мiр-
кувань симетрiї. Дамо точнiше визначення
поняттю невизначеностi в ССЗР.

Означення 9. Говоритимемо, що ССЗР
класу К з невизначенiстю вiдносно пер-
шої основної ЗР у класi ПВП П′(К), якщо
знайдуться такi ПВП π′, π′′ ∈ П′(К), що
для цiєї ССЗР π′1 6= π′′1 .

Як ми зазначали ранiше, аналiз неви-
значеностi, що виникає при рiшеннi пер-
шою основною ЗР, по сутi, стосується пси-
хологiї. Тому безпосередньо нас цiкавити-
ме аналiз невизначеностi, що виникає при
рiшеннi другої основної ЗР. При цьому ми
зовсiм не передбачаємо першу основну ЗР
вирiшеною. Цi мiркування ведуть нас до
наступного визначення.

Означення 10. Говоритимемо, що ССЗР
класу К з невизначенiстю у класi ПВП
П′(К)(П′(К)), якщо знайдуться такi ПВП
π′, π′′ ∈ П′(К) (′, ′′ ∈П′(К)), що для цiєї
ССЗР π′1 = π′′1 i π′2 6= π′′2 (п′ 6=п′′).

Зауваження 3. Очевидно, що якщо ССЗР
класу ⊆ Z ( ⊆ Ẑ) з невизначенiстю в
деякому класi П′(К) (П′(К)), то ця ССЗР
також буде з невизначенiстю i в шир-
шому класi, тобто в класi П′′(К)⊃ П′(К)
(П′′(К)⊃ П′(К)).

Iнтуїтивно ясно, якщо в якiйсь ССЗР
класу Ẑ є фрагмент (йому вiдповiдає пiд-
графiк) один iз типiв зображених на рис. 5
або рис. 1, то ця ССЗР для бiльшостi з
невизначенiстю. Цей факт ми строго дове-
демо далi (теорема 4).

Природно виникає питання: чи є iншi
ССЗР класу Ẑ iз невизначенiстю? Вiдпо-
вiдь на це питання для бiльшостi виявляє-
ться заперечною. Цей факт також доведе-
ний далi (теорема 2).

Розглянемо докладнiше визначення не-
визначеностi у непараметричних СЗР.

Означення 11. Говоритимемо, що ССЗР
Z будь-якого класу Ẑ′ ⊆ Ẑ з невизначе-
нiстю щодо першої основної ЗР у кла-
сi ПВП ′(Ẑ′), якщо знайдуться такi ПВП
π′, π′′ ∈ ′(Ẑ′), що π′1z 6= π′′1z.

Означення 12. Говоритимемо, що ССЗР
Z будь-якого класу Ẑ′ ⊆ Ẑ (Ẑ′ ⊆ Ẑ) iз не-
визначенiстю у класi ПВП ′(Ẑ′)(П′(Ẑ′)),
якщо знайдуться такi ПВП π′, π′′ ∈
′(Ẑ′) (′, ′′ ∈ П′(Ẑ′)), що π′1z = π′′1z i π′2z 6=
π′′2z (′Z 6= ′′

Z).
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Далi, для того, щоб уточнити значення
слiв «для бiльшостi», введемо в розгляд
для всякого нестрогого порядку (X, <) йо-
го продовження (розширення) на множину
2X \ ∅, позначаючи це продовження тим же
символом (<). Для будь-якої непорожньої
множини X ′, X ′′ ∈ 2X

X ′ < X ′′ def⇐⇒
def⇐⇒ x′ < x′′ ∀x′ ∈ X ′, ∀x′′ ∈ X ′′. (3)

Зрозумiло, що вiдповiднiсть (2X ,Â) бу-
де строгим частковим порядком.

Лема 1. Якщо вiдношення переваг (X, <)
— нестрогий порядок, а A,B — пара не-
зв’язних вiдношенням (<) пiдмножин мно-
жини X , тобто A<B, B<A, то зна-
йдеться по парi точок (можливо рiвних)
x1, x2 i y1, y2 з кожної множини вказаної
пари множин, якi або y2 Â x1 Â y1, або
x1 ∼ y1, x2 ∼ y2 i x1 6= x2.

Доведення. З умови A<B B<A, за спiв-
вiдношенням (2.2.1) випливає, що знайду-
ться такi a, a′′ ∈ A i b, b′′ ∈ B, що b Â a, а
a′′ Â b′′. Розглянемо всi можливi i взаємо-
заперечнi варiанти спiввiдношень порядку
(<) мiж елементами a, a′′, b, b′′ i залежно
вiд цього вкажемо точки x1, x2, y1, y2.

Якщо b′′ < b, то покладемо y2 =
a′, x1 = b′ (або b) y1 = a. Тодi отрима-
ємо, що y2 Â x1 Â y1, — i твердження
леми справедливе.

Якщо b Â b′ i a Â b′, то покладемо
y2 = b, x1 = , y1 = b′. Тодi отримаємо,
що y2 Â x1 Â y1, i твердження леми та-
кож справедливе.

Якщо b Â b′ a ∼ b′ i a′ ∼ b. Тодi по-
кладемо y2 = a′, x1 = b, y1 = a. Звiдси —
y2 Â x1 Â y1, i твердження леми знову
справедливе.

Якщо b Â b′ a ∼ b′ i a′ ∼ b,
то покладемо x1 = ′ x2 = y1 = b,
y2 = b′. Тодi отримаємо, що x1 Â y1 i
x2 Â y2. Твердження леми i в цьому ви-
падку залишається справедливим.

Нарештi, (внаслiдок того, що (X, <) —
нестрогий порядок) якщо b Â b′, ∼ b′ i
b Â a′, то покладемо y2 = b, x1 = a′, y1 =
b′. Тодi отримаємо, що y2 Â x1 Â y1, i от-
же, твердження леми також справедливе.

Лему доведено.

Окрiм того, через Z0 (Ẑ0) позначи-
мо пiдклас таких ССЗР Z := ((X, <Z),

Θ, U, g) (Ẑ := ((X, <Ẑ), U,R)) класу
Z(Ẑ), у яких (X, <Z) ((X, <Ẑ)) є нестро-
гим порядком.

Нарештi, для будь-якого пiдкласу ССЗР
Ẑ
′

класу Ẑ через П1(Ẑ
′
) позначимо всi

такi ПВП класу Ẑ
′
, що для будь-якої ССЗР

Ẑ := ((X, <), U,R) ∈ Ẑ
′
виконуються такi

умови:
X1. (U, <∗) — нестрогий порядок.
X2. Для будь-яких u1, u2 ∈ U :
— якщо R(u1) Â R(u2), то u1 Â∗ u2,
— якщо R(u1) ∼ R(u2), то u1 ∼∗ u2.

Означення 13. ССЗР класу Ẑ
′ ⊆ Ẑ з не-

визначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ
′
) нази-

вається елементарним фрагментом для
П1(Ẑ

′
), якщо будь-який фрагмент цiєї

ССЗР буде без невизначеностi (тобто
не буде з невизначенiстю) у класi ПВП
П1(Ẑ

′
).

Лема 2. В елементарному фрагментi для
П1(Ẑ0) множина рiшень складається з
двох елементiв.

Доведення. Твердження леми є безпосере-
днiм наслiдком визначення бiнарного вiд-
ношення. Точнiше з того, що будь-яке бi-
нарне вiдношення R на множинi U визна-
чається всiма бiнарними вiдносинами ви-
гляду R|{u1,u2}, де u1, u2 ∈ U .

Лему доведено.

Лема 3. ССЗР класу Ẑ, iзоморфнi в класi
Ẑ ССЗР :
− (({x1, x2, y1, y2}, {(x1, x1), (x1, y1),

(y1, x1), (y1, y1), (x2, x1), (x2, y1), (x2, x2),
(x2, y2), (y2, x1), (y2, y1), (y2, x2), (y2, y2)}),
{u1, u2}, {(u1, x1), (u1, x2), (u2, y1), (u2, y2)}),
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− (({x1, x2, y}, {(x1, x1), (y, x1), (y, y),
(y, x2), (x2, x1), (x2, y), (x2, x2)}, {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, y), (u2, x1), (u2, y)}),
− (({x1, x2}, {(x1, x1), (x2, x1), (x2, x2)},

{u1, u2}, {(u1, x1), (u1, x2), (u2, x1),
(u2, x2)}),
− (({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1),

(x2, x2), (x3, x1), (x3, x2), (x3, x3)}),
{u1, u2}, {(u1, x1), (u1,x3), (u2, x2)}),
якi, вiдповiдно, називаються схемами ти-
пу I—IV (див. рис. 6–9), є елементарними
фрагментами для П1(Ẑ0).

Доведення. Те, що схеми типу I–IV нале-
жать класу ССЗР Ẑ0 випливає з того, що
вiдношення переваг на множинах їх на-
слiдкiв є нестрогими порядками.

Для будь-якої схеми типу I–IV Z :=
((X, <), U,R) ∈ Ẑ0 як вiдношення пе-
реваг на множинi рiшень U = {u1, u2}
через незв’язнiсть вiдповiдностi (2X ,<)
елементiв R(u1) та R(u2) можна, не по-
рушуючи умови X2, вибрати будь-який
нестрогий порядок, наприклад: (U, <∗

) := ({u1, u2}, {(u1, u1), (u2, u1), (u2, u2)})
i (U, <∗∗) := ({u1, u2}, {(u1, u1), (u1, u2),
(u2, u2)}). Оскiльки (U,<∗) 6= (U,<∗∗), то
ССЗР Z буде з невизначенiстю в класi
П1(Ẑ0).

А те, що будь-який фрагмент цих ССЗР
буде без невизначеностi в класi ПВП
П1(Ẑ0), легко перевiрити безпосередньо,
спираючись на умови X1 i X2.

Лему доведено.

Фрагмент ССЗР, що є схемою одного з
типiв I–IV також називатимемо фрагмен-
том вiдповiдного типу I–IV.

Означення 14. Система елементарих
фрагментiв для П1(Ẑ0) називається пов-
ною, якщо будь-який елементарний фра-
гмент для П1(Ẑ0) iзоморфний у класi Ẑ
якомусь представниковi цiєї системи.

Теорема 4. Повна система елементар-
них фрагментiв для П1(Ẑ0) складається
з фрагментiв типу I–IV.

Доведення. Нехай Φ := ((X, <), U,R) є
елементарним фрагментом для П1(Ẑ′0).
Тодi через лему 2 множина рiшень в Φ
складається з двох елементiв, тобто U =
{u1, u2}.

Якщо множини R(u1) i R(u2) порiвнянi
вiдносно (X, <), то з умови X1 випливає,
що на U = {u1, u2} визначено, за умовою
X2, вiдношення переваг (U,<∗). А це су-
перечить елементарностi фрагмента Φ.

Якщо ж R(u1) i R(u2) незв’яза-
нi спiввiдношенням (<), то, за ле-
мою 1, через умову X1 у фрагмен-
тi Φ знайдеться пiдфрагмент вигляду:
(({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1), (x2, x2),
(x3, x1), (x3, x2), (x3, x3)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1,x3), (u2, x2)}); або вигляду
(({x1, x2, y1, y2}, {(x1, x1), (x1, y1), (y1, y1),
(x2, x1), (x2, y1), (x2, x2), (x2, y2), (y2, x1),
(y2, y1), (y2, x2), (y2, y2)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, x2), (u2, y1), (u2, y2)}),
якщо x1 6= y1, x2 6= y2 або вигляду
(({x1, x2, y}, {(x1, x1), (x1, y), (y, x1), (y, y),
(x2, x1), (x2, y), (x2, x2)}, {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, x2), (u2, y), (u2, x2)}),
якщо x1 6= y1, x2 = y2; — вигляду
(({x1, x2, y}, {(x1, x1), (y, x1), (y, y), (y, x2),
(x2, x1), (x2, y), (x2, x2)}, {u1, u2}, {(u1, x1),
(u1, y), (u2, x1), (u2, y)}),
якщо x1 = y1, x2 6= y2; — вигляду
(({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1), (x2, x2),
(x3, x1), (x3, x2), (x3, x3)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1,x3), (u2, x2)}), якщо x1 =
y1, x2 = y2.
А оскiльки Φ є елементарним фрагмен-
том для П1(Ẑ0), то, за лемою 2.2.3, Φ буде
фрагментом одного з типiв I–IV.

При цьому зрозумiло, що (({x1, x2, y},
{(x1, x1), (x1, y), (y, x1), (y, y), (x2, x1),
(x2, y), (x2, x2)}, {u1, u2}, {(u1, x1),

(u1, x2), (u2, y), (u2, x2)}) ≈Ẑ

≈Ẑ (({x1, x2, y}, {(x1, x1), (y, x1), (y, y),
(y, x2), (x2, x1), (x2, y), (x2, x2)}, {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, y), (u2, x1), (u2, y)}), оскiль-
ки бiєкцiя {x1, x2, y} в себе : xi →
xj, i 6= j, i, j ∈ {1, 2}, y → y
зберiгає переваги ({x1, x2, y}, {(x1, x1),
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(x1, y), (y, x1), (y, y), (x2, x1), (x2, y),
(x2, x2)}), ({x1, x2, y}, {(x1, x1), (y, x1),
(y, y), (y, x2), (x2, x1), (x2, y), (x2, x2)}).

Теорему доведено.

Наслiдок 1. Схеми типу I—IV i лише во-
ни є елементарними фрагментами для
П1(Ẑ0).

Доведення безпосередньо випливає з
леми 3 i доведення теореми 1.

Означення 15. Система неiзоморфних у
класi Ẑ елементарних фрагментiв для
П1(Ẑ0) називається базою невизначено-
стi фрагментiв ССЗР класу Ẑ

′
0 ⊆ Ẑ0,

якщо будь-яка ССЗР класу Ẑ
′
0 з невизна-

ченiстю у П1(Ẑ
′
0) має фрагмент, iзомор-

фний у класi Ẑ якомусь представниковi цiєї
системи.

Надалi фактор-множина множини X за
вiдношенням еквiвалентностi (∼) познача-
тимемо через X̃ , тобто X̃ := X�(∼). А
елементи множини X̃ позначатимемо че-
рез x̃, де x ∈ X є довiльним представни-
ком класу еквiвалентностi X̃ .

Теорема 5. Будь-яка ССЗР будь-якого кла-
су Ẑ

′
0 ⊆ Ẑ0 з невизначенiстю в класi ПВП

П1(Ẑ
′
0) мiстить фрагмент одного з типiв

I–IV.

Доведення. З визначення невизначеностi
ССЗР Z := ((X, <), U,R) ∈ Ẑ

′
0 випли-

ває, що знайдуться такi ПВП ′, ′′ ∈ П1(Ẑ
′
0),

для яких справджується спiввiдношення
(U, <∗) := ′

Z 6= ′′
Z =: (U, <∗∗).

Якщо позначати через X̃ фактор-
множину множини X за вiдношенням
еквiвалентностi (∼) (через те, що (X, <)

— нестрогий порядок), то через R̃ позна-
чимо таким чином визначене вiдношення
з U X̃ . Для будь-яких u ∈ U i x ∈ X:

uR̃x̃
def⇐⇒ x ∈ X, uRx. (4)

У множинi X̃ визначимо вiдношення
(<′) для будь-яких x̃1, x̃2 ∈ X̃ , вважаючи,
що

x̃1 <′ x̃2
def⇐⇒ x1 < x2. (5)

Через те, що (X, <) — нестрогий порядок,
то дане визначення коректне i (̃′X, <) буде
лiнiйним порядком (див., наприклад, [3],
теорема 2.1).

Лема 4. Для будь-яких u1, u2 ∈ U

R̃(u1) <′ R̃(u2) ⇐⇒ R(u1) < R(u2).

Доведення. Згiдно з спiввiдношенням (3),
для будь-яких u1, u2 ∈ U

R̃(u1) <′ R̃(u2) ⇔ ∀x̃1 ∈ R̃(u1),

∀x̃2 ∈ R̃(u2) x̃1 <′ x̃2.
Але тодi зi спiввiдношень (4)

i (5) випливає, що для будь-яких
u1, u2 ∈ U R̃(u1) <′ R̃(u2) ⇔
∀x1 ∈ R(u1),∀x2 ∈ R(u2) x1 <
x2, а значить, за спiввiдношен-
ням (3), маємо, що для будь-яких
u1, u2 ∈ U

R̃(u1) <′ R̃(u2) ⇐⇒ R(u1) < R(u2).

Лему доведено.

Тепер покажемо, що знайдуться такi
рiзнi u1, u2 ∈ U для яких вiдповiднiсть
R̃|{u1,u2} буде багатозначним i при цьому
виконуватиметься спiввiдношення

u1 <∗ u2, u2 Â∗∗ u1. (6)

Припустимо протилежне, тобто, яка для
будь-якої пари u1, u2 ∈ U , що задо-
вольняє спiввiдношенню (6), вiдповiднiсть
R̃|{u1,u2} буде вiдображенням {u1, u2} у X̃ .
У такому разi, для u1, u2 ∈ U , що задо-
вольняють спiввiдношенню (6), буде спра-
ведливим спiввiдношення

u1 <∗ u2 ⇐⇒ R̃(u1) <′ R̃(u2) ⇐⇒
⇐⇒ u1 <∗∗ u2. (7)

Насправдi, якщо u1 <∗ u2 (u1 <∗∗

u2), а R̃(u1) <′ R̃(u2), що через одно-
значнiсть вiдповiдностi R̃|{u1,u2} i то-
го, що (̃′X, <) — лiнiйний порядок,
рiвносильно спiввiдношенню R̃(u1) Â′
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R̃(u2). Отже, за лемою 2.2.4, R(u2) Â
R(u1). Тодi, враховуючи умову X2 на
′i ′′, маємо, що u2 Â∗ u1 (u2 Â∗∗ u1). А це
через умову X1 на ′i ′′ суперечить спiввiд-
ношенню u1 <∗ u2 (u1 <∗∗ u2). Значить,
R̃(u1) <′ R̃(u2).

Покажемо справедливiсть спiввiдноше-
ння (7) у зворотнiй бiк. Якщо R̃(u1) <′

R̃(u2), то, за лемою 2.2.4, R(u1) < R(u2).
Звiдси через умову X2 на ′ ′′ отримаємо,
що u1 <∗ u2 (u1 <∗∗ u2). Але, вiдповiдно
до умови X1 на ′ ′′, спiввiдношення (7)
суперечить спiввiдношенню (6).

Таким чином, дiйсно знайдуться такi
рiзнi u1, u2 ∈ U , для яких вiдповiднiсть
R̃|{u1,u2} буде багатозначною i при цьому
виконуватиметься умова (6).

У такому випадку, у ССЗР Z̃ :=
((X̃, <′), U, R̃) ∈ Ẑ0 обов’язкова
наявнiсть або фрагмента вигляду:
(({x̃1, x̃2}, {(x̃1, x̃1), (x̃2, x̃1), (x̃2, x̃2)}, {u1,
u2}, {(u1, x1), (u1, x2), (u2, x1), (u2, x2)})
(див. рис. 10 у кiнцi тексту) i тодi
ССЗР Z мiстить фрагмент одного з ти-
пiв I—III i теорему доведено, або пiдсхе-
му ССЗР Z̃ вигляду (({x̃1, x̃2}, {(x1, x1),
(x2, x1), (x2, x2)}, {u1, u2}, {(u1, x̃1), (u2,
x̃1), (u2, x̃2)}) (див. рис. 11 у кiнцi текс-
ту).

Тодi, якщо {x ∈ R(u2) : x1 Â x} 6= ∅,
то ССЗР Z мiстить фрагмент типу IV i тео-
рему доведено. Якщо {x ∈ R(u1) : x Â
x1} 6= ∅, то ССЗР Z також мiстить фра-
гмент типу IV i теорему доведено. Iнакше,
тобто якщо {x ∈ R(u2) : x1 Â x} = ∅
i {x ∈ R(u1) : x Â x1} = ∅, то R(u2) Â
R(u1), що є суперечливим, через умову X2
для ′, спiввiдношенню u1 <∗ u2.

Теорему повнiстю доведено.

Теорема 6. База невизначеностi фрагмен-
тiв ССЗР будь-якого класу Ẑ

′
0 ⊆ Ẑ0 по-

рожня, якщо цей клас не мiстить ССЗР
з невизначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ

′
0), i

складається з елементiв в кiлькостi вiд
одного до чотирьох iнакше.

Доведення. Випливає з наслiдку 1 i теоре-

ми 2.

Iнтуїтивно здається правдоподiбним
твердження зворотне до сформульованого
у теоремi 2. Це так, i вказаний факт ми
представимо у виглядi наступної теореми.

Теорема 7. Якщо ССЗР будь-якого класу
Ẑ′0 ⊆ Ẑ0 мiстить фрагмент одного з ти-
пiв I—IV, то ця ССЗР з невизначенiстю в
класi ПВП П1(Ẑ

′
0).

Доведення. Хай ССЗР

Z := ((X, <), U,R) ∈ Ẑ
′
0

мiстить фрагмент одного з типiв I—IV i
{u1, u2}, де u1, u2 ∈ U , є множиною мно-
жини рiшень цього фрагмента. Тодi мно-
жини R(u1) i R(u2) незв’язнi вiдповiднi-
стю (X, <) розширеним на множину 2X ,
що випливає зi спiввiдношення (3), тобто
R(u1)<R(u2) i R(u2)<R(u1). До того ж,
асиметрична складова цього розширення,
тобто (2X ,Â), є строгим частковим поряд-
ком.

Визначимо пару вiдповiдностей (2
′
X,Â

) i (2
′
X,Â′) таким чином. Для будь-яких

множин A,B ∈ 2X покладемо

A Â′ B def⇐⇒ A Â B

або (A < R(u1) i R(u2) < B) (8)

i

A Â′′ B def⇐⇒ A Â B

або (A < R(u2) i R(u1) < B). (9)

Ясно, що R(u1) Â′ R(u2) i R(u2) Â′′
R(u1). Покажемо, що вiдповiдностi
(2
′
X,Â) i (2

′
X,Â′) є строгими часткови-

ми порядками. З мiркувань симетрiї доказ
досить провести, наприклад, для вiдповiд-
ностi (2

′
X,Â) .

Спочатку покажемо нерефлексивнiсть
вiдповiдностi (2

′
X,Â), мiркуючи вiд су-

противного. Припустимо, що A Â′ A, де
A ∈ 2X . Тодi, через спiввiдношення (8)
A < R(u1) i R(u2) < A. Отже, за тран-
зитивнiстю вiдповiдностi (2X ,<), R(u2) <
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R(u1), що суперечить незв’язностi цих
множин спiввiдношенням (2X , <).

Покажемо тепер транзитивнiсть вiдпо-
вiдностi (2

′
X,Â). Припустимо, що A Â′ B

i B Â′ C, де множини A,B, C ∈ 2X . Тодi
розглянемо всi можливi варiанти:

– якщо A Â B i B Â C, то A Â , че-
рез транзитивнiсть вiдповiдностi (2X ,Â).
Звiдки, за спiввiдношенням (8), маємо, що
A Â′ ;

– якщо A Â B, B < R(u1) i R(u2) <
C, то через транзитивнiсть вiдповiдностi
(2X ,<) маємо A Â R(u1). Тодi згiдно з
спiввiдношенням (8) A Â′ ;

– якщо A < R(u1), R(u2) < B i B Â C,
то, як i вище, R(u2) Â C i тодi через спiв-
вiдношення (8) A Â′ C;

– i нарештi, варiант, що залишився, —
умови A < R(u1), R(u2) < B B < R(u1)
i R(u2) < C, якi несумiснi, оскiльки з них
випливає (за транзитивнiстю), що R(u2) <
R(u1), а це протирiчить незв’язностi мно-
жин R(u1) i R(u2) вiдповiднiстю (2X ,<).

Тепер, використавши теорему Шпiль-
райна (див [4]), продовжимо строгi част-
ковi порядки (2

′
X,Â) i (2

′
X,Â′) до стро-

гих порядкiв, якi позначимо (2X ,Â′0) i
(2X ,Â′′0). Тодi їх звуження на множину
{R(u) : u ∈ U} визначають лiнiйнi поряд-
ки, якi ми позначатимемо вiдповiдно через
(U, <′

0) i (U, <′′
0).

Визначимо ПВП π′, π′′ ∈ П(Ẑ
′
0) таким

чином, що для всiх ССЗР Z ′ ∈ Ẑ′0, нерiв-

них ССЗР Z , π′Z′
def
= π′′Z′′

def
= (U,U2). А для

ССЗР Z π′Z := (U, <′
0), π

′′
Z := (U, <′′

0). Тодi
за побудовою π′, π′′ ∈ П1(Ẑ

′
0) i π′Z 6= π′′Z ,

тобто ССЗР Z з невизначенiстю у класi
ПВП П1(Ẑ

′
0).

Теорему доведено.

Як безпосереднiй наслiдок теореми 2 i
теореми 4 ми отримуємо критерiй невиз-
наченостi ССЗР у класi П1(Ẑ

′
0) у термiнах

фрагментiв:

ССЗР будь-якого класу Ẑ′0 ⊆ Ẑ0 з не-
визначенiстю у класi ПВП П1(Ẑ

′
0) тодi i

тiльки тодi, коли вона мiстить хоч би один
iз фрагментiв типу I—IV.

Якщо через Z1(Ẑ1) позначити пiдклас
таких ССЗР Z := ((X, <Z), Θ, U, g) (Ẑ :=

((X, <Ẑ), U,R)) класу Z(Ẑ), у яких
(X, <Z ) (X, <Ẑ) — лiнiйний порядок, то
ясно, що Z1 ⊆ Z0 (Ẑ1 ⊆ Ẑ0) i критерiй
невизначеностi ССЗР в класi ПВП П1(Ẑ

′
1)

у термiнах фрагментiв має такий вигляд:
ССЗР класу Ẑ′1 ⊆ Ẑ1 з невизначенiстю

в класi ПВП П1(Ẑ
′
1) тодi i тiльки тодi, ко-

ли вона мiстить хоча б один iз фрагментiв
типу III або типу IV.

За аналогiєю з поняттям елементарного
фрагмента введемо поняття елементарної
схеми.

Означення 16. ССЗР класу Ẑ0 з невизна-
ченiстю в класi ПВП П1(Ẑ0) називається
елементарною схемою для П1(Ẑ0), якщо
її будь-яка пiдсхема буде без невизначено-
стi в класi П1(Ẑ0).

Зрозумiло, що елементарний фрагмент
буде елементарною схемою, але, взагалi
кажучи, зворотне не правильне.

Лема 5. В елементарнiй схемi для П1(Ẑ0)
множина рiшень складається з двох еле-
ментiв.

Доведення. Хай ССЗР

Z := ((X, <), U,R) ∈ Ẑ0

є елементарною схемою. Тодi, за теоре-
мою 2, ССЗРZ мiстить елементарний фра-
гмент. Звiдси, згiдно з лемою 2.2.5, мно-
жина рiшень цього елементарного фра-
гмента складається з двох елементiв. При-
пустимо, що це будуть u1, u2 ∈ U . То-
дi, за теоремою 4, ССЗР Z := ((X, <),

{u1, u2}, R|{u1,u2}) ∈ Ẑ0 буде з невизначе-
нiстю в класi ПВП П1(Ẑ0) i є пiдсхемою
ССЗР Z . Отже Z = Z .

Лему доведено.

Лема 6. ССЗР класу Ẑ, iзоморфнi в кла-
сi Ẑ або одному з фрагментiв типу I—IV
(див. рис. 6—9 в кiнцi тексту), або однiй з
ССЗР:
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— (({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1), (x3,
x1), (x2, x2), (x3, x2), (x3, x3)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, x3), (u2, x1), (u2, x2)});

— (({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1), (x3,
x1), (x2, x2), (x3, x2), (x3, x3)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1,x2), (u1, x3), (u2, x2)}),
якi називають вiдповiдно схемами типу I—
VI (для схем типу V i VI див. рис. 12 i 13
у кiнцi тексту), є елементарними схемами
для П1(Ẑ0).

Доведення. За лемою 3, лему 6 достатньо
довести для схем типу V i VI. При цьому
доказ невизначеностi схем типу V i VI та
належностi до класу Z0 дослiвно побуду-
ють доведення невизначеностi схем типу
I–IV i належностi до класу Ẑ0 у доведеннi
леми 3.

А те, що будь-яка пiдсхема цих ССЗР
буде без невизначеностi в класi ПВП
П1(Ẑ0), легко перевiрити безпосередньо,
за визначенням.

Лему доведено.

Означення 17. Система елементарних
схем для П1(Ẑ0) називається повною,
якщо будь-яка елементарна схема для
П1(Ẑ0) iзоморфна якомусь представнико-
вi цiєї системи.

Теорема 8. Повна система елементарних
схем для П1(Ẑ0) складається з схем типiв
I—VI.

Доведення. Нехай ССЗР Z є елементар-
ною для П1(Ẑ0). Тодi, за теоремою 2, до
неї належить хоча б один iз фрагментiв
типу I–IV.

Якщо до ССЗР Z належить фрагмент
типу III, то вiн є пiдсхемою ССЗР Z з не-
визначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ0). У цьому
випадку ССЗР Z через її елементарнiсть
спiвпадає iз фрагментом типу III.

Якщо до ССЗР Z належить фрагмент
одного з типiв I або II, то пiдсхема ССЗР
Z визначена множинами наслiдкiв i рi-
шень, спiвпадаючих з вiдповiдними мно-
жинами цього фрагмента, або збiгається з
цим фрагментом, або мiстить фрагмент ти-
пу III. Тому, в цьому випадку ССЗР Z че-

рез її елементарнiсть, збiгається з одним iз
фрагментiв типу I–III.

Якщо ж ССЗР Z належить фраг-
мент типу IV, то пiдсхема ССЗР Z , ви-
значена множиною наслiдкiв i рiшень,
що спiвпадає з вiдповiдною множи-
ною цього фрагмента, може мати ви-
гляд будь-якого фрагмента i ССЗР Z :=
(({x1, x2, x3}, {(x1, x1), (x2, x1), (x3, x1),
(x2, x2), (x3, x2), (x3, x3)}), {u1, u2},
{(u1, x1), (u1, x2), (u1, x3), (u2, x1),(u2, x2),
(u2, x3)}) (див. рис.14 у кiнцi тексту), що
мiстить пiдфрагмент одного з типiв I–IV.
Але наявнiсть фрагмента одного з типiв
I–III вже розглянуто, отже можна вважати,
що це буде фрагмент типу IV (його мо-
жна вибрати з ССЗР Z двома способами),
можливо доповнений однiєю, двома або
трьома крапками з {u1, u2} × {x1, x2, x3}.
Доповнення двома або трьома крапками
призводить до наявностi фрагмента ти-
пу III, що вже розглянуто. А доповнивши
фрагмент типу IV у ССЗР Z однiєю кра-
пкою, отримаємо ССЗР iзоморфну у класi
Ẑ однiй iз схем типу V або VI.

Теорему доведено.

Наслiдок 2. Схеми типiв I—VI i лише вони
є елементарними схемами для П1(Ẑ0).

Доведення. Безпосередньо випливає з ле-
ми 6 i доведення теореми 5.

Означення 18. Система неiзоморфних у
класi Ẑ елементарних схем для П1(Ẑ0) на-
зивається базою невизначеностi схем для
класу Ẑ′0 ⊆ Ẑ0, якщо будь-яка ССЗР кла-
су Ẑ′0 з невизначенiстю в П1(Ẑ

′
0) мiстить

пiдсхему iзоморфну в класi Ẑ якомусь пред-
ставниковi цiєї системи.

Теорема 9. Будь-яка ССЗР будь-якого кла-
су Ẑ′0 ⊆ Ẑ0 з невизначенiстю у класi ПВП
П1(Ẑ

′
0) мiстить пiдсхему виду схеми хоч

би одного з типiв I—VI.

Доведення. Доведення випливає з теореми
2 i доведення теореми 5.
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Теорема 10. База невизначеностi схем для
будь-якого класу Ẑ′0 ⊆ Ẑ0 порожня, якщо
цей клас не мiстить ССЗР iз невизначе-
нiстю в П1(Ẑ

′
0) i складається з елементiв

у кiлькостi вiд одного до шести в iншому
випадку.

Доведення. Доведення випливає iз наслiд-
ка 2 i теореми 6.

Теорема 11. Якщо ССЗР будь-якого класу
Ẑ′0 ⊆ Ẑ0 мiстить пiдсхему вигляду схеми
одного з типiв I—VI, то ця ССЗР з неви-
значенiстю у класi ПВП П1(Ẑ

′
0).

Доведення. Оскiльки схема будь-якого з
типiв I—VI мiстить фрагмент одного з ти-
пiв I—IV, то, за теоремою 4, отримуємо
твердження теореми.

Як безпосереднiй наслiдок теорем 6
i 8 отримуємо критерiй невизначеностi
ССЗР у класi ПВП П1(Ẑ

′
0) в термiнах пiд-

схем:
ССЗР будь-якого класу Ẑ′0 ⊆ Z0 з не-

визначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ
′
0) тодi й

тiльки тодi, коли вона мiстить хоч би одну
пiдсхему типу I—VI.

Доведення. Оскiльки схема будь-якого з
типiв I—VI мiстить фрагмент одного з ти-
пiв I—IV, то, за теоремою 2.2.4, отримуємо
твердження теореми.

Теорему доведено.

Як безпосереднiй наслiдок теорем 6
i 8 отримуємо критерiй невизначеностi
ССЗР у класi ПВП П1(Ẑ

′
0) у термiнах пiд-

схем:
ССЗР будь-якого класу Ẑ′0 ⊆ Z0 iз не-

визначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ
′
0) тодi й

тiльки тодi, коли вона мiстить хоч би одну
пiдсхему типу I—VI.

Далi для будь-якого пiдкласу ССЗР Ẑ′
класу Ẑ через П1(Ẑ′) позначимо всi та-
кi ПВП класу Ẑ′, що для будь-якої ССЗР
Ẑ := (X, U,R) ∈ Ẑ′ виконуються такi умо-
ви:

XX1. (U, <∗) — нестрогий порядок;

XX2. Для будь-яких u1, u2 ∈ U :
– якщо R(u1) Â R(u2), то u1 Â∗ u2,
– якщо R(u1) ∼ R(u2), то u1 ∼∗ u2;
XX3. (X, <) − нестрогий порядок.
ССЗР класу Ẑ iзоморфнi в класi Ẑ ССЗР

вигляду:
— ({x1, x2}, {u1, u2}, {(u1, x1), (u1, x2),

(u2, x1), (u2, x2)});
— ({x1, x2, x3}, {u1, u2}, {(u1, x1),

(u2, x2), (u2, x3)});
— ({x1, x2, x3}, {u1, u2}, {(u1, x1),

(u1, x3), (u2, x2), (u2, x3)});
називатимемо вiдповiдно схемами типу

I—III класу Ẑ (див. рис. 15–17 у кiнцi текс-
ту).

Тодi критерiй невизначеностi CCЗР у
класi П1(Ẑ′), де Ẑ′ ⊆ Ẑ у термiнах фраг-
ментiв сформулюємо у виглядi такої тео-
реми.

Теорема 12. Довiльна ССЗР будь-якого
класу Ẑ′ ⊆ Ẑ буде з невизначенiстю в кла-
сi ПВП П1(Ẑ′) тодi й тiльки тодi, коли
ця ССЗР мiстить фрагмент вигляду схе-
ми типу I або II класу Ẑ.

Доведення. Нехай ССЗР Z := (X, U,R) ∈
Ẑ′ з невизначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ′).
Тодi знайдуться π′, π′′ ∈ П1(Ẑ′), для яких
π′1Z = π′′1Z := (X, <) — нестрогий по-
рядок i (U, <∗) := π′2Z 6= π′′2Z =:
=: (U, <∗∗). А це означає, що ССЗР Z :=
((X, <), U,R) ∈ Ẑ буде з невизначенiстю
в класi ПВП П1({Z}). Отже, з теореми 2,
ССЗР Z мiстить фрагмент одного з типiв
I—IV. Якщо ССЗР Z мiстить фрагмент ти-
пу I, то вiн визначає в ССЗР Z фрагмент
виду схеми типу I класу Ẑ. Якщо ж ССЗР
Z мiстить який-небудь iз фрагментiв типу
II—IV, то вiн визначає в ССЗР Z фрагмент
виду схеми типу II класу Ẑ.

I навпаки, якщо ССЗР Z := (X,U,R) ∈
Ẑ′ мiстить фрагмент, що є схемою типу
I класу Ẑ, то визначимо строгий частко-
вий порядок як (X,Â′) := (X, {(x2, x1)}).
Якщо ж ССЗР Z мiстить фрагмент ви-
ду схеми типу II класу Ẑ, то визначи-
мо строгий частковий порядок (X,Â′′) :=
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(X, {(x1, x2), (x3, x2), (x3, x1)}). За теоре-
мою Шпiльрайна цi строгi частковi по-
рядки ми можемо продовжити до лiнiй-
них порядкiв, якi позначимо, вiдповiд-
но, (X, <′

◦) i (X, <′′
◦). Тодi, за теоремою

2.2.4, або ССЗР ((X, <′
◦), U,R) буде з

невизначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ
′), де

Ẑ′ := {((X, <′
◦), U,R) | ((X,U,R) ∈ Ẑ′},

або ССЗР (X, <′′
◦), U,R) буде з невизна-

ченiстю в класi ПВП П1(Ẑ
′′), де Ẑ′′ :=

{((X, <′′
◦ ), U,R) | ((X, U,R) ∈ Ẑ′}. Отже,

ССЗР Z = (X,U,R) буде з невизначенiстю
в класi ПВП П1(Ẑ′).

Теорему доведено.

Означення 19. ССЗР класу Ẑ з невизна-
ченiстю в класi ПВП П1(Ẑ) називається
елементарним фрагментом (елементар-
ною схемою) для П1(Ẑ), якщо будь-який
фрагмент цiєї ССЗР буде без невизначе-
ностi в класi ПВП П1(Ẑ).

Аналогiчно до поняття елементарно-
го фрагмента (елементарної схеми) для
П1(Ẑ), вводяться, як i в класi Ẑ, понят-
тя повної системи елементарних фрагмен-
тiв (елементарних схем) для П1(Ẑ) i ба-
зи невизначеностi фрагментiв (схем) класу
Ẑ′ ⊆ Ẑ.

Означення 20. Система елементарних
фрагментiв (елементарних схем) для
П1(Ẑ) називається повною, якщо будь-
який елементарний фрагмент (будь-яка
елементарна схема) для П1(Ẑ) iзоморфний
(iзоморфна) у класi Ẑ якомусь представни-
ковi цiєї системи.

Означення 21. Система неiзоморфних у
класi Ẑ елементарних фрагментiв (схем)
для П1(Ẑ) називається базою невизначе-
ностi фрагментiв (схем) класу Ẑ′ ⊆ Ẑ,
якщо будь-яка ССЗР класу Ẑ′ з невизначе-
нiстю у П1(Ẑ′) має фрагмент (пiдсхему)
iзоморфний (iзоморфну) в класi Ẑ якомусь
представниковi цiєї системи.

Тодi з теореми 2.2.9 отримаємо критерiй
повноти системи елементарних фрагмен-

тiв i класифiкацiю невизначеностi будь-
якого пiдкласу класу Ẑ ССЗР у виглядi тео-
рем 10 i 11.

Теорема 13. Схеми типу I i II класу Ẑ i
лише вони є елементарними фрагмента-
ми для П1(Ẑ).

Теорема 14. База невизначеностi фраг-
ментiв ССЗР будь-якого класу Ẑ′ ⊆ Ẑ по-
рожня, якщо цей клас не мiстить ССЗР iз
невизначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ′) i скла-
дається з одного або двох елементiв в iн-
шому випадку.

З теореми 2.2.9 також отримуємо кри-
терiй невизначеностi ССЗР класу Ẑ′ ⊆ Ẑ
у класi ПВП П1(Ẑ′) у термiнах пiдсхем у
виглядi наступної теореми.

Теорема 15. Будь-яка ССЗР будь-якого
класу Ẑ′ ⊆ Ẑ буде з невизначенiстю в кла-
сi ПВП П1(Ẑ′) тодi i тiльки тодi, коли ця
ССЗР мiстить пiдсхему виду схеми одного
з типiв I—III класу Ẑ.

Доведення. Доведення випливає з теореми
9 i того факту, що мiнiмальна пiдсхема ана-
лiзованої ССЗР, що мiстить фрагмент, що
є схемою типу II класу Ẑ i не спiвпадає з
ним, буде iзоморфна в класi Ẑ схемi типу
III класу Ẑ або мiстити не пiдсхему iзо-
морфну в класi Ẑ схемi типу I класу Ẑ.

З доведених теорем 9 i 12 отримуємо
критерiй повноти системи елементарних
фрагментiв (схем) для П1(Ẑ) i класифi-
кацiю невизначеностi в П1(Ẑ′) будь-якого
пiдкласу Ẑ′ класу Ẑ у виглядi таких тео-
рем.

Теорема 16. Повна система елементар-
них фрагментiв (схем) для П1(Ẑ) складає-
ться з схем типiв I, II (I—III) класу Ẑ.

Теорема 17. База невизначеностi фра-
гментiв (схем) будь-якого класу Ẑ′ ⊆ Ẑ по-
рожня, якщо цей клас не мiстить ССЗР з
невизначенiстю в класi ПВП П1(Ẑ′), i скла-
дається вiд одного до двох (трьох) елемен-
тiв в iншому випадку.
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V. M. Mikhalevych

ON THE ISSUE OF UNCERTAINTY IN NON-PARAMETRIC SITUATIONS OF
DECISION PROBLEMS

The research in this paper is directed towards uncertainty in decision problems for a large enough quantity
of decision-making subjects.

This work develops and generalizes the results detailed in article [1].
Keywords: uncertainty in decision problems, basic decision problem.
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