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за проєктом  дослідницьких грантів  

для науково-педагогічних працівників НаУКМА  

від Благодійного Фонду «ПОВІР У СЕБЕ» 

 

 

 

Назва дослідження: ««Локальне керування в мережах» 

 

У перiод з 8 сiчня по 31 грудня 2018 року було: 

1) дослiджено  iснування  та  єдинiсть  рiвноважних  за  Нешем  станiв 

в стохастичних iграх накопичення капiталу для систем, структура яких 

описується графом локальних взаємодiй для симетричного випадку. 

Основний результат для симетричних iгор. 

Нехай n — горизонт гри. Нехай f 1(x) := a(x) для всiх x ∈ X. Тодi 

v1(x) := max 
a∈A(x) 

u(a) = u
(
f 1(x)

)
 

для всiх x ∈ X. Очевидно, v1 ∈ B0(X). Якщо v0(x) := 0 для всiх x ∈ X, то 

f̄ 1(x) = SNEG(v0, x). 

Iншими словами, f̄ 1(x) — симетрична нешiвська рiвновага в однокроко- 

вiй грi, v1 — рiвноважна виплата кожному гравцю i v1 = Tf 1 v0. 

Викори- 

стання леми 2 дає пiдпослiдовностi f̄ 2, . . . , f̄ n ∈ F̄  
якi означимо так: 

i v2, . . . , vn ∈ B0(X), 

f̄ k(x) := SNEG(vk−1, x)i  vk(x) := (Tfk vk−1)(x), (1) 

де x ∈ X i k = 2, . . . , n. Далi розглянемо n-кроковi марковськi стратегiї 

i для гравцiв i ∈ V , якi означимо як 



δn i = (f 1∗, f 2∗, . . . , f n∗) := (f n, f 
n−

1 
, . . . , f 1), (2) 

де f k ∈ A вiдповiдає f̄ k ∈ F̄ , k = 1, 2, . . . , n. 

Теорема 1. Кожна n-крокова стохастична гра накопичення капiталу з 

ненульовою сумою, що задовольняє припущення 1–3, має нерандомiзова- 
ну нешiвську рiвновагу δn  = (δn, i ∈ V ) з δn, визначеним спiввiдношен- 

i i 
нями (3) i (4), i ∈ V . Рiвноважна виплата в n-кроковiй грi для кожного 

гравця i ∈ V дорiвнює vn ∈ B0(X) i не залежить вiд i. Крiм того, для 
всiх x ∈ X виконується 

vn(x) ;:? vn−1(x) i f n(x) :( f n−1(x). 

Теорема 2. Будь-яка  стохастична  гра  накопичення  капiталу  на  графi 

Γ = (V, B) з ненульовою сумою i необмеженим горизонтом, що задо- 

вольняє припущення 1–3, має нерандомiзовану стацiонарну рiвновагу за 

Нешем f̄ ∗ ∈ F̄ . Крiм того, для будь-якого x ∈ X матимемо 

v∗(x) := lim 
n→∞ 

vn(x) = Ri(x, f̄ ∗) 



δn 

δn 

i 

 

Нехай 

 

f ∗ = lim 
n→
∞ 

 

f n(x). 

 

 

де v ∈ B0(X). 

Jk(v)(x) := 

r 
 

(0;

∞) 

v(x1)λk(dx1 | x), 

Теорема 3. Нехай виконуються припущення 1–3 i, крiм того, X = [0; x0], 
функцiї x → a(x) i x → Jk(v)(x) неперервнi для всiх k i всi неперервнi 
функцiї v ∈ B0(X). Тодi 

vn(x) → v∗(x)  i  f n(x) → f ∗(x)  при  n → ∞ 

рiвномiрно по x ∈ X. 
2) було побудовано iтерацiйнi методи знаходження рiвноважних за Не- 

шем станiв в стохастичних iграх накопичення капiталу для систем, стру- 

ктура яких описується графом локальних взаємодiй для симетричного 

випадку. 

Основний результат для симетричних iгор. 

Нехай n — горизонт гри. Нехай f 1(x) := a(x) для всiх x ∈ X. Тодi 

 

v1(x) := max 
a∈A(x) 

u(a) = u
(
f 1(x)

)
 

 

для всiх x ∈ X. Очевидно, v1 ∈ B0(X). Якщо v0(x) := 0 для всiх x ∈ X, то 

f̄ 1(x) = SNEG(v0, x). 

Iншими словами, f̄ 1(x) — симетрична нешiвська рiвновага в однокроко- 

вiй грi, v1 — рiвноважна виплата кожному гравцю i v1 = Tf 1 v0. 

Викори- 

стання леми 2 дає пiдпослiдовностi f̄ 2, . . . , f̄ n ∈ F̄  
якi означимо так: 

i v2, . . . , vn ∈ B0(X), 

 

f̄ k(x) := SNEG(vk−1, x)i  vk(x) := (Tfk vk−1)(x), (3) 

де x ∈ X i k = 2, . . . , n. Далi розглянемо n-кроковi марковськi стратегiї 

i для гравцiв i ∈ V , якi означимо як 

 

i = (f 1∗, f 2∗, . . . , f n∗) := (f n, f 
n−

1 
, . . . , f 1), (4) 

 

де f k ∈ A вiдповiдає f̄ k ∈ F̄ , k = 1, 2, . . . , n. 



Теорема 4. Кожна n-крокова стохастична гра накопичення капiталу з 

ненульовою сумою, що задовольняє припущення 1–3, має нерандомiзова- 
ну нешiвську рiвновагу δn  = (δn, i ∈ V ) з δn, визначеним спiввiдношен- 

i i 
нями (3) i (4), i ∈ V . Рiвноважна виплата в n-кроковiй грi для кожного 

гравця i ∈ V  дорiвнює vn  ∈ B0(X) i не залежить вiд i. Крiм того, для 
всiх x ∈ X виконується 

vn(x) ;:? vn−1(x) i f n(x) :( f n−1(x). 

Теорема  5. Будь-яка  стохастична  гра  накопичення  капiталу  на  графi 
Γ = (V, B) з ненульовою сумою i необмеженим горизонтом, що задо- 

вольняє припущення 1–3, має нерандомiзовану стацiонарну рiвновагу за 

Нешем f̄ ∗ ∈ F̄ . Крiм того, для будь-якого x ∈ X матимемо 

 

v∗(x) := lim 
n→∞ 

i 

vn(x) = Ri(x, f̄ ∗) 

 

Нехай 

f ∗ = lim 
n→∞ 

f n(x). 

 

 

де v ∈ B0(X). 

Jk(v)(x) := 

r 
 

(0;∞

) 

v(x1)λk(dx1 | x), 

Теорема 6. Нехай виконуються припущення 1–3 i, крiм того, X = [0; x0], 
функцiї x → a(x) i x → Jk(v)(x) неперервнi для всiх k i всi неперервнi 
функцiї v ∈ B0(X). Тодi 

vn(x) → v∗(x)  i  f n(x) → f ∗(x)  при  n → ∞ 

рiвномiрно по x ∈ X. 

3) дослiджено  iснування  та  єдинiсть  рiвноважних  за  Нешем  станiв 

в стохастичних iграх накопичення капiталу для систем, структура яких 

описується графом локальних взаємодiй для несиметричного випадку. 

Основний результат для несиметричних iгор. 
Простiр ефективних стратегiй гравця i, i ∈ V , є простором страте- 

гiй, що в кожному станi системи зосереджений у двох сусiднiх точках 
множини керуючих впливiв, що задовольняють умову Лiпшиця, i їх очi- 



не 

куванi значення неспаднi: 

 

EP Si(N, n) = 
( 

f : X(N, n) → P 

\ 

(f k +
 

N n | k ∈ N ∧ 

∧ k :( N nCi

 

 | ∀x ∈ X(N, n) 

f (x) = αxσ[ax] + (1 − αx)σ 1 l 

ax + 
N n

 

для деяких 0 :( αx :( 1 i 
f N nUi(x)   

ax ∈ Ai(N, n)(x) \ 
N n

 i 

0 :( 
Ef̃(x1) − Ef̃(x11) 

:( 1 ∀x1 

x1 − x11 

/= 

x11 

∈ X(N, n) , 

 

де σ[a] — iмовiрнiсна мiра, сконцентрована в єдиному атомi a, якщо для 

x ∈ N i для всiх f f̃(x) визначає випадкову величину з розподiлом, що 

описується функцiєю f (x). 

Вiдповiдний простiр цiнових функцiй визначимо так: 

V Fi = 

f

v : X(N, n) → [0; ∞) | 

 

 

де Ci(N, n) = 
 
 

 

 

N nCi  

N n 

 

0 :( v :( 
ui

(
Ci(N, n)

)
 

1 − βi 

  

∧ v спадна  , 

Теорема 7. Для довiльного n ∈ N керований процес з локально взаємодi- 

ючими координатами 
(
ξ(N, n), δ(N, n)

) 
має стацiонарну рiвновагу, яка 

є елементом простору  × 
i∈V 

EPSi(N, n). Мало того, їй вiдповiдатиме цi- 

нова функцiя 

(Ri, i ∈ V ) ∈ × 
i∈V 

 

V Fi(N, n). 

Теорема 8. Керований процес з локально взаємодiючими компонентами 

(ξ, δ) має стацiонарну рiвновагу за Нешем, яка є елементом добутку 

просторiв  × 
i∈V 

EP Si. Мало того, їй вiдповiдатиме цiнова функцiя 

 

(Ri, i ∈ V ) ∈ × 
i∈V 

V Fi. 

. 
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( 

j 

4) побудовано iтерацiйнi методи знаходження рiвноважних за Нешем 

станiв в стохастичних iграх накопичення капiталу для систем, структура 

яких описується графом локальних взаємодiй для несиметричного ви- 

падку. 

Основний результат для несиметричних iгор. 

Для знаходження рiвноваги за Нешем в грi зi скiнченним горизонтом 

застосуємо зворотню iндукцiю. 

Нехай n — горизонт гри. Покладемо π1(x) := Ki(x) для всiх x ∈ X i 

i ∈ V . Тодi 

vi (x) = max 

 

ui x, ai,  
 

 \ 

aj = ui 

 

x, Ki(x),  
 

 \ 

Kj (x) . 
ai∈Ai(x) 

j∈N 

(i) 

j∈N (i) 

Якщо v0(x) := 0 для всiх x ∈ X i i ∈ V , то π1(x) — рiвновага за Нешем 
в однокроковiй грi, v1 — цiна гри для кожного гравця i v1 = Tπ1 v0. 

i i 
Аналогiчно визначимо π2, . . . , πn ∈ LSD i v2, . . . , vn ∈ B(X): vk(x) := 

= (Tπk vk−1)(x),  k  = 2, . . . , n.  Тодi  оптимальною  n-кроковою  марков- 
ською стратегiєю для гравця i буде стратегiя π

(n) 
= (πn, πn−1, . . . , π1). 

i i i i 
Для нескiнченного горизонту дисконтованої стохастичної гри матиме- 

мо: 

 

v n 
n−1 

i (x) = lim 
n→∞ 

vi (s) = lim (Tπn vi )(x) 
n→∞ 

= ui 

(

x, π (x),  
 

 

j∈N 

(i) 

\ 

π (x) 

r 

+ βi 
X 

v (x1)dF x1 | x −     π (x) 

i∈V 

 

= max 

( 

ui   x, ai,  
 

 π (x)

 

 
ai∈[0;Ai(x)] 

r 
j∈N (i) 

( \  

+ βi v (x1)dF 

X 
x1 | x − ai − 

  
  

j∈V \{i} 

, i ∈ V. 

Оптимальну стратегiю знайдемо методом послiдовних наближень. 

5) отримано новi методи обробки i розпiзнавання зображень iз засто- 

суванням теорiї полiв Гiббса i їх теоретичне обґрунтування, пiдготовлено 

теоретичну частину рукопису статтi 

Основний результат. 
Теорема 9. Будь-яке випадкове поле Π гiббсовське з деяким потенцiалом. 
Як потенцiал V можна взяти V∅ = 0, а для A /= ∅ 

VA(x) = −    (−1)|A−B| ln Π
(
xB ) . 

B⊂A 

( 

( \ 



При цьому для довiльного A ⊂ S i всiх a ∈ A виконується 

VA(x) = −     (−1)|A−B| ln  Π
(
Xa = xB | Xs = xB , s /= a

) 
. 

a s 
B⊂A 

 

Якщо xa = oa для деякого a ∈ A, то VA(x) = 0. 

Теорема 10. Нехай на S задана довiльна система околiв ∂. Тодi викону- 

ються такi твердження. 

1. Випадкове поле є марковським вiдносно ∂ тодi i тiльки тодi, коли 

воно є гiббсовським полем найближчої взаємодiї для ∂. 

2. Для марковського випадкового поля Π з системою околiв ∂ виконує- 

ться 

 

Π(Xs = xs, s ∈ A | Xs = xs, s ∈ S \ A) = 

= Π(Xs = xs, s ∈ A | Xs = xs, s ∈ ∂(A)), 

де A — довiльна пiдмножина з S. 

6) отримано методи обробки i розпiзнавання зображень iз застосуван- 

ням методу Гiббса та iмiтацiї вiдпалу. 

Основний результат. 

Теорема 11. Нехай Π гiббсовське поле з енергетичною функцiєю H. Тодi 
(
1/|M | при x ∈ M ; 

lim 
β→∞ 

Πβ (x) = 
0 iнакше. 

 

Для x ∈ M функцiя β 1→ Πβ (x) монотонно зростає, а для x ∈/ 
деякого моменту стає спадною. 

M вона з 

Якщо β → 0, то гiббсовськi поля Πβ  сходяться до рiвномiрного роз- 
подiлу на всьому X. 

Теорема 12. Нехай 
(
β(n)

)
 n;:?

1 
— схема охолодження, яка зростає до не- 

скiнченностi так, що, починаючи з деякого моменту, 

1 
 

 

Тодi 

 

 

 

lim 
n→
∞ 

β(n) :( 

 

 

νP1 . . . Pn(x) = 

ln n. 
σ∆ 

(
|M |−1 при x ∈ M ; 

0 iнакше. 

 

При цьому збiжнiсть рiвномiрна за всiма початковими розподiлами ν. 

Таким самий результат справджується i для випадкових схем скануван- 

ня за умови, що розподiл сканування G строго додатнiй. 



7) отримано якiснi i кiлькiснi методи дослiдження NK-автоматiв Кауф- 

фмана iз застосуванням теорiї марковських процесiв прийняття рiшень 

спецiального типу. Пiдготовлено рукопис статтi. 

 

Основний результат. 

Розглянуто такi властивостi NK-автомата: 

• кiлькiсть атракторiв; 

• медiанне значення довжини атрактора; 

• розмiри басейнiв, якi утворюють навколо себе динамiчнi атрактори; 

• стабiльнiсть до мiнiмальних збурень, тобто одноразової змiни значен- 
ня значення одного з булевих елементiв на протилежне; 

• стабiльнiсть до структурних змiн в автоматi, тобто до змiн у логiчних 
функцiях; 

• досяжнiсть мiж рiзними атракторами, тобто кiлькiсть iнших атракторiв 
до яких система може перейти пiсля з кожного з атракторiв пiсля усiх 

можливих мiнiмальних збурень; 

• внутрiшня гомогеннiсть функцiї P — частка серед 2K значень функцiї, 
яка дорiвнює нулю (або одиницi, залежно вiд того, яких значень бiльше 
половини); 

• середня внутрiшня гомогеннiсть усiх функцiй з K входами (PK ).  

 
 
В роботi отримано такi результати: 

• встановлено пряму залежнiсть мiж N i K та кiлькiстю атракторiв в 
NK-автоматi; 

• кiлькiсть i потужнiсть атракторiв зростає значно повiльнiше нiж кiль- 
кiсть станiв у автоматi зi зростанням N ; 

• стабiльнiсть до зовнiшнiх збурень спадає зi зростанням ; 

• виявлено логарифмiчне зростання кiлькостi та потужностi атракторiв 
при зростаннi   за фiксованого значення N ; 

• виявоена обернена залежнiсть мiж кiлькiстю i потужнiстю автоматiв; 

• доведено  зменшення  впливу  сили  зовнiшнього  збурення  на  стабiль- 
нiсть до нього зi зростанням  при фiксованому значеннi N ; 

• доведено, що при додаваннi до автомата булевого елемента-дубля кiль- 
кiсть та потужнiсть атракторiв не змiнюється, але зростає стабiльнiсть 

автомата до зовнiшнiх збурень; 

• встановлено, що реакцiя автомата на додавання булевого елемента- 
дубля збiгається з бiологiчною iнтерпретацiєю моделi: гени-дублi в жи- 
вих  клiтинах  не  впливають  на  кiлькiсть  та  якiсть  можливих  патернiв 

поведiнки клiтини, але збiльшують її стабiльнiсть до зовнiшнiх збурень. 

8) отримано методи знаходження оптимальних стратегiй в задачах со- 

цiальної iнженерiї з використанням теорiї випадкових полiв. Пiдготовле- 

но практичну частину рукопису статтi та подано її до друку в журнал, 



i 

N (i) 
i 

i 

i 

i 

що iндексується в Scopus. 

Було розв’язано такi проблеми. 

Проблема 1. Оцiнка стратегiй 

За заданим умовним розподiлом Hi
(
ζt 

 

 

= zi | ζt−1 

 

= zV ; x
t
) 

= Hi
(
zi | 

zN (i); x
) 

для i = 1, . . . , N i вектором впливу xt для перiодiв t = 0, . . . , l − 
1, знайти розподiли P (ζi), i = 1, . . . , N , для випадкових величин ζi, 

i i 
тобто оцiнити громадську думку в кiнцевий момент часу l. 

Проблема 2. Iнтерпретацiя результатiв 

Ураховуючи знання умовного розподiлу Hi
(
zi | zN (i); x

) 
для i = 1, . . . , N , 

вектору впливу xt i розподiлу P (ζi), i ∈ VE  для всiх i = 1, . . . , N , визна- 

чити значення P (ζi) для i ∈ V − VE . 
Проблема 3. Аналiз чутливостi 

Ураховуючи умовний розподiл Hi
(
zi  | zN (i); x

) 
для i = 1, . . . , N i ве- 

ктор впливу xt  для перiодiв t = 0, . . . , l − 1, оцiнити похiднi P (ζi) для 

всiх i = 1, . . . , N , як функцiї вiд x0, . . . , xl. 
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