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КАНОНІЧНІ КООРДИНАТИ В СКІНЧЕННОЗОННОМУ 

СЕКТОРІ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ СОЛІТОННОГО ТИПУ 
У статті розглянуто скінченнозонний сектор нелінійних інтегровних рівнянь ±МКдФ, sin(sh)-Гордон, КдФ та 

Ліувілля. Показано, що ці гамільтонові системи природним чином виникають як системи на орбітах афінних алгебр 
(алгебр петель). Подано схему їх скінченнозонного інтегрування. Для рівнянь ±МКдФ та sin(sh)-Гордон досліджено 
симплектичну структуру скінченнозонного сектора фазового простору і побудовано канонічні координати "дія—кут". 

Вступ 

Нелінійні рівняння солітонного типу є універ

сальними рівняннями в тому сенсі, що вони ви

никають в найрізноманітніших галузях фізики — 

в гідродинаміці, теорії твердого тіла, фізиці плаз

мового середовища, біофізиці тощо. Розвиток но

вих методів їх інтегрування, об'єднаних під збір

ною назвою "метод оберненої задачі розсіювання", 

є актуальною проблемою, що протягом трьох де

сятиліть стимулює розвиток багатьох напрямів су

часної математичної фізики. Один з таких напря

мів — теорію інтегровних гамільтонових систем на 

орбітах груп та алгебр Лі (в тому числі і нескін-

ченновимірних) — представлено в цій праці. 

Нелінійні рівняння, про які піде мова, є ін-

тегровними гамільтоновими системами у функ

ціональних фазових просторах. Наявність не

скінченної низки інтегралів руху , 

а = 1, 2, . . . , оо, дозволяє визначити скінченнови-

мірний підпростір у фазовому просторі як мно

жину функцій, що є розв'язками варіаційної зада

чі [1]: 

(1) 

Цей підпростір називатимемо скінченнозонний 

сектором фазового простору інтегровного рів

няння. Серед функцій, що задовольняють систе

мі рівнянь (1), містяться солітонні розв'язки (як

що початкове нелінійне рівняння допускає такі 

розв 'язки), а також їх періодичні та квазіперіодичні 

узагальнення. 

Дослідження скінченнозонного сектора є цент

ральною проблемою теорії нелінійних інтегровних 

рівнянь солітонного типу. Починаючи з фундамен-
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тальної праці С. П. Новікова [1], цей напрям до

сліджень сформувався в окрему науку, яка має на

зву "теорія скінченнозонного інтегрування" [2-5]. 

У працях [6,8,9] було показано, що скінченно

зонний сектор більшості відомих інтегровних рів

нянь можна реалізувати як орбіту коприєднаної дії 

деякої нескінченновимірної алгебри Лі (градуйо

ваної чи квазіградуйованої), яка є підалгеброю в 

алгебрі струмів на сфері Рімана або на іншій алгеб

раїчній кривій. У даній праці ми даємо огляд цьо

го підходу. Зокрема, реалізуємо скінченнозонний 

сектор двох модифікацій рівнянь Кортевега—де 

Фриза (±МКдФ), а також рівнянь sin(sh)-Гордон, 

Кортевега—де Фриза (КдФ) та Ліувілля на орбітах 

алгебри , в якій фік

совано основне градуювання. Працюючи в основ

ному градуюванні (а не в однорідному, як у пра

цях [6, 7]), ми маємо змогу вкласти скінченно

зонний фазовий простір рівнянь КдФ та МКдФ у 

спільний Пуассонів многовид і виявити тим самим 

просту геометричну природу перетворення Міури. 

Далі ми викладаємо традиційну схему скінченно

зонного інтегрування в термінах змінних , які 

лежать на рімановій поверхні і параметризують 

комплексний тор Ліувілля (якобіан ріманової по

верхні). Ці змінні мають алгебро-геометричну при

роду і є проміжними між вихідними динамічними 

змінними і кутовими змінними на торі. В теорії не

лінійних гамільтонових систем подібні змінні ви

користовувалися давно. З їх допомогою проінтег-

ровані майже всі відомі нелінійні системи класич

ної механіки, ними послуговувались при отриманні 

явних формул для скінченнозонних розв'язків рів

нянь КдФ [9], нелінійного рівняння Шредінгера і 

sin Гордона та інших [10-12]. Спроби побудувати 

аналогічні координати для рівнянь, що пов'язані з 
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Будь-яку з цих форм можна використати для по

будови спряжених (дуальних) просторів до підал-

гебр . Якщо покласти к — — 1, то кожен 

елемент з простору задаватиме ненульо-

вий функціонал на . Якщо ж к — Ν, то елементи 

з множини задаватимуть ненульові 

Функції попарно комутують 

(перебувають в інволюції) стосовно обох дужок 

алгебрами рангу, більшого за одиницю, виявилися 

марними. Мета нашого дослідження — виявити ал

гебраїчні механізми появи таких зручних замін з 

метою їх поширення на інші випадки. 

Важливим пунктом даної праці є п. 4, в якому 

ми досліджуємо симплектичну структуру скінчен-

нозонного фазового простору рівнянь солітонного 

тішу та будуємо змінні "дія". 

1. Орбітна інтерпретація 

скінченнозонного сектора рівнянь 

±МКдФ та sin(sh) Гордона 

Розглянемо алгебру по

ліномів Лорана з коефіцієнтами в простій алгебрі 

Лі [13]. В цій алгебрі фіксуємо основне гра

дуювання [14]. Узгоджений з таким градуюванням 

базис в є власним стосовно оператора 

і складається з елементів 

Легко перевірити, що нижній індекс базисних еле

ментів (3) є міткою градуювання, тобто власним 

числом оператора (2). Через позначатиме

мо власні підпростори оператора d. Очевидно, що 

при l = 2т вони одновимірні і натягнуті на базис

ні елементи H2m, а при І = 2т+1 — двовимірні і 

є лінійною оболонкою елементів та 

В алгебрі означимо дві підалгебри: 

а також низку ad-інваріантних білінійних форм 

вигляду: 

Коефіцієнти в розкладі (8) ма

ють вигляд: 

Розглянемо ad-інваріантну функцію: 

де ми вжили позначення , 

. Легко бачи

ти, що змінні є ануляторами дужки 

(6). Тому можна покласти = const 

і обмежити дужку (6) на підпростір , 

координатами якого є змінні і = 

= 0 , 1 , . . . , N . 

Оскільки , то в 

просторі . означена також коприєднана дія 

підалгебри . Легко бачити, що ефективно на MN 

діє фактор-алгебра . Дужка Лі— 

Пуассона, що їй відповідає, має вигляд: 

Очевидно, цей підпростір є -інваріантним від

носно ко приєднаної дії алгебри . В просторі 

гладких функцій на MN+1 означимо 

дужку Лі—Пуассона: 

функціонали на . Ці два випадки спряження бу

демо використовувати далі. 

Виділимо в скінченновимір-

ний підпростір 

(5) 

(6) 

(2) 

(3) 

(7) 

(8) 

(4) 

(9) 

де 
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(6) та (7). (Доведення цього факту див. у [9]). Ок

рім того, функції є анупято-

рами дужки (6). Очевидно, анулятором є також і 

функція але оскільки ми 

поклали = const, то вже 

фіксовано і виключаємо її з розгляду. Решта функ

цій породжують нетривіальні 

гамільтонові потоки: 

Функції в свою чергу 

є ануляторами дужки (7), а "гамільтоніани" 

породжують нетривіальні по

токи. При цьому має місце рівняння: 

(10) 

Нехай — дійсна підалгебра в 

(в ролі може виступити будь-яка інша дійсна фор

ма, зокрема підалгебра su(2) або , ). 

Алгебраїчний многовид, що заданий рівняннями 

є орбітою коприєднаної дії алгебри . Позначати

мемо її через , dim = 2(N+1). Набір інтегра

лів в кількості N+1, які попар

но комутують і функціонально незалежні майже 

всюди, забезпечує виконання умов теореми Ліу-

вілля про інтегровність. Якщо одну з функцій , 

взяти на роль гамільтоніана, то сис

тема рівнянь 

буде інтегровною на орбіті 

Виберемо функцію на роль гамільтоніа

на "стаціонарного" потоку, а функцію на 

роль "еволюційного" гамільтоніана і розглянемо 

більш детально відповідні системи рівнянь на ор

біті . Позначатимемо через χ параметр вздовж 

траєкторії гамільтоніана , тобто покладатиме-

мо , а літерою t — параметр вздовж траєк

торії гамільтоніана , тобто Система 

рівнянь, що відповідає гамільтоніанові , має 

вигляд: 

(11а) 

(116) 

(11в) 

В згорнутому вигляді ці рівняння записуються у 

формі рівняння Ейлера — Арнольда: 

(12) 

де 

Система еволюційних рівнянь має вигляд: 

(136) 

або у згорнутому вигляді: 

Звуження рівнянь (11) на орбіту означає ви

лучення змінних Це ви

пливає з явного вигляду алгебраїчних рівнянь, які 

задають орбіту. Справді, якщо = = 

= const, то 

(ІЗв) 

(14) 
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звідки видно, що змінні виражаються 

через сталі hv та решту змінних і, ; 

останні можна вважати незалежними координата

ми на орбіті. 

Система рівнянь (11) має рекурсивну структу

ру і її легко звести до одного рівняння 2(iV+l)-ro 

порядку на змінну . При цьому 

(15) 

і т. д. (Тут і далі "штрих" означає похідну за змін

ною х.) 

Система рівнянь (11), звужена на орбіту 0\ 

і редукована до рівняння 2{N+l)-zo порядку, то

тожна вищим стаціонарним рівнянням —МКдФ 

[6]. Змінну , стосовно якої записується ви

ще стаціонарне рівняння, будемо називати базовою 

змінною. 

Розглянемо еволюційний потік (13) на траєк

торіях системи (11). Оскільки всі змінні на орбіті 

виражаються через базову змінну та її похід

ні, то еволюційне рівняння достатньо розглянути 

тільки для цієї змінної: 

Але із системи (11) випливає, що 

тому еволюційне рівняння з урахуванням формули 

(15) набуває вигляду (покладемо = 1) 

• (16) 

Це рівняння при =0 тотожне рівнянню 

-МКдФ. Традиційне представлення нульової кри

визни для рівняння (15) можна отримати як умо

ву сумісності (комутативності) гамільтонових рів-

няннь (12) та (14). Справді, умова сумісності 

веде до рівняння 

(17) 

Перетворення подібності , 

, яке діагоналізує м а т р и ц ю , 

ПРИВОДИТЬ рІВНЯННЯ (17) ДО СИМетрИЧНОГО ВИГЛЯ

ДУ [15]. 

Іншу гамільтонову систему отримаємо з рів

нянь (10), якщо обмежимо її на орбіту . Ал

гебраїчні рівняння (квадрики), які задають цю ор

біту, менш тривіальні, ніж у попередньому випад

ку. Геометрично многовид являє собою век

торне розшарування над одновимірними орбіта

ми групи SO(l, 1) = в просторі . Група 

SO(l, 1) розшаровує простір на гіпербо

ли (які при = 0 вироджуються в прямі). Якщо 

,то , . . . . . ' 
. Якщо ,то , 

Покладемо . Тоді з першого рівняння 
системи (10) при і = 0 випливає 

(18) 

Еволюційний потік, породжений гамільтоніаном 

, веде до рівняння (покладемо ) 

звідки, беручи до уваги параметризацію , 

, а також співвідношення (18), отриму

ємо рівняння sh-Гордон: 

(19) 

У випадку = 0, як зазначалося вище, орбіта 

вироджується і тоді = 0 , , де г — 

довільна стала. Аналогом рівняння (19) буде рів

няння Л іу в Ілля 

Якщо на роль дійсної підалгебри в si (2, ) взя

ти алгебру su(2), то у всіх попередніх формулах 

слід покласти 

Зокрема = іЬ — const, = -Ъ2. У цьому 

випадку замість рівняння (16) отримаємо рівняння 

де покладено = — 1. Ми отримали рівняння 

+МКдФ [15]. 

(20) 
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У випадку алгебри su(2), 

Орбітами цієї групи в просторі є кола, 

а орбіта матиме структуру векторного розша

рування над колом. У цьому випадку покладемо 

Тоді 

або 

(21) 

2. Скінченнозонні рівняння КдФ 
як гамільтонові системи на орбіті 

В попередньому розділі було показано, що зву

ження системи рівнянь (11) на вироджену орбіту 

( = 0 ) алгебри веде до рівняння Ліувілля. 

З точки зору алгебри β„ та породженої нею дуж

ки Лі—Пуассона (6) функція є гамільтоніаном. 

Звуження системи (11) на поверхню рівня = 0 

є гамільтоновою редукцією. Редукований фазовий 

підпростір буде мати розмірність 2(N+l) — 2. Ціка

во, що він знову буде орбітою деякої підалгебри 

Редукований пуассонів підпростір в , на якому 

означено коприєднану дію алгебри , визнача

ється умовами: 

Стосовно редукованої дужки Лі—Пуассона функції 

залишаються незалежними кому

тативними гамільтоніанами. Виберемо, як і раніше, 

функцію на роль гамільтоніана стаціонарної 

задачі. Потік, породжений цим гамільтоніаном, за

дається системою рівнянь: 

Базовою змінною в редукованому фазовому прос

торі можна вибрати змінну . Тоді система 

рівнянь (22) зводиться до одного рівняння поряд

ку 2N стосовно цієї змінної. Отримане рівняння 

співпадає з вищим стаціонарним рівнянням КдФ, 

тобто воно може бути подано у вигляді: 

де = 1, а решта сталих виражаються через 

На траєкторіях системи (22) означимо "еволю

ційний" гамільтонів потік, породжений гамільто

ніаном . Еволюція з м і н н о ї б у д е підпо

рядкована рівнянню: 

(23) 

Змінну у правій частині рівняння (23) ви

разимо через та її похідні, використавши 

стаціонарні рівняння (22) та алгебраїчні рівняння 

= const, = Ν, Ν + 1, ..., 2Ν, що фіксу

ють орбіту. Зокрема, з останнього рівняння систе

ми (22) при = N — 1 випливає, що 

(22а) 

(226) 

а рівняння " = const еквівалентне співвідно

шенню: 

Звідки знаходимо: 

(24) 

З рівняння (226) отримаємо: 

Підставляючи цей вираз у (24) і враховуючи, що 

отримуємо при = 1: 

(25) 

Це рівняння при = 0 тотожне рівнянню КдФ. (22в) 
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3. Скінченнозонне інтегрування 
рівнянь ± МКдФ та sіп(sп)-Гордон: 
комплексні кутові змінні 

Гамільтонові системи, означені в попередньо

му пункті, інтегровні в квадратурах. Згідно з тео

ремою Ліувілля про інтегровність це означає, що 

спільна поверхня рівня інтегралів руху — const, 

= - 1 , 0, . . . , 2Ν є тором. Очевидно, що цей 

тор інваріантний для всіх потоків, які генеруються 

гамільтоніанами ha, а отже, є спільним для рів

нянь ± МКдФ та sin(sh)-Гордон. Кутові змінні на 

інваріантному торі виражаються через вихідні ди

намічні змінні квадратурами. Для того, щоб напи

сати ці квадратури явно, перейдемо від змінних 

= 0, 1, . . . , Ν, до нових змін

них та , k = 1, 2, . . . , N + 1. Комплексні 

змінні — це нулі полінома : 

(26) 

Як буде показано далі, змінні параметризують 

комплексний тор Ліувілля і їх легко зв'язати з ку

товими змінними (комплексними). 

Історія появи змінних досить давня. Впер

ше вони виникли в дослідженнях Якобі при ін

тегруванні геодезичного потоку на еліпсоїді. Ана

логічні змінні використав К. Нейман, розв'язуючи 

задачу про рух частинки на поверхні сфери під 

дією анізотропної пружної сили, та С. Ковалев-

ська, досліджуючи динаміку несиметричної дзиги 

в полі тяжіння. В теорії скінченнозонного інтег

рування змінні відіграли вирішальну роль при 

отриманні явних формул для періодичних та ква-

зіперіодичних розв'язків рівнянь солітонного типу 

(нелінійного рівняння Шредінгера [10], рівняння 

sin-Гордон [11] та інших [12]). Звичайно, сам факт 

інтегровності та теорема Ліувілля не дають нія

ких вказівок стосовно існування змінних . Оче

видно, їх поява обумовлена деякими додатковими 

алгебро-геометричними властивостями комплекс

ного тора, що задаються рівняннями = const. 

З рівнянь (12) та (13) знайдемо рівняння на 

змінні . З рівняння (12) маємо: 

(27) 

Домножимо праву та ліву частини рівності (27) на 

і спрямуємо до . Отримаємо: 

(28) 

Аналогічним способом з рівнянь (13) отримаємо: 

(29) 

Рівняння (28) та (29) слід розглядати на гіпер

еліптичній рімановій поверхні (алгебраїчній 

кривій), яка задана рівнянням: 

(30) 

Крива (ЗО) має 2N + 3 точки галуження у скін

ченній області комплексної площини і одну — при 

. Рід g відповідної ріманової поверхні 

дорівнює N+1. 

Якщо врахувати умови дійсності ( ), то 

нулі многочлена в правій частині (30) мають бути 

або дійсними, або попарно комплексно спряжени

ми. Одну з можливих ситуацій при N — 1 зобра

зимо на рис. 1. 

Рис. 1 

На рисунку зображені також а- та b-цикли, що 

складають базис групи гомології H1 ( ) ріманової 

поверхні . Дуальний до нього базис голоморфних 

диференціалів має вигляд 

(31) 
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Умови дуальності (нормування) 

(32) 

однозначно визначають сталі у формулі (31). 

Тепер у нас є все необхідне для визначення ку

тових змінних. Покладемо: 

(33) 

де — деяка фіксована точка на рімановій по

верхні. Легко бачити, що інтеграли в (33) визначе

ні з точністю до m-кратного обходу циклів та 

n-кратного обходу циклів , тобто 

де . Це означає, що є комплексними 

кутовими змінними на торі ', 

який називають Якобіаном кривої і позначають 

Для спрощення обрахунків будемо вважати, що 

жодна зі змінних не співпадає з точками галу

ження і що вони попарно різні. Тоді легко до

вести невиродженість відображення 

(відображення Абеля [4]). Справді, 

Тоді, використовуючи визначник Вандермонда, 

знайдемо: 

незалежні, то 

при наших припущеннях 

Оскільки диференціали 

отже 

Легко показати, що підстановка (33) лінеаризує 

рівняння (28) та (29). Зокрема: 

звідки 

Після того, як кутові змінні знайдено, задача 

скінченнозонного інтегрування зводиться до про

блеми обернення відображення Абеля, яке задане 

формулою (32). В теорії абелевих функцій та ріма-

нових поверхонь ця проблема відома як проблема 

обернення Якобі. її класичне вирішення дається в 

термінах тета-функцій, а саме: будь-яка симетрич

на функція від змінних виражається через тета-

функцію багатьох змінних. Наприклад, [4,16]: 

де 

(34) 

— функція багатьох змінних, що визначається мат

рицею b-періодів . Інші симетричні функ

ції від виражаються через -функції з характе

ристиками. Зокрема, 

де — вектор ріманових констант, 
. Очевидно, обернене відобра

ження Абеля визначено на множині , де 

Інший підхід, який базується на гіпереліптич

них узагальненнях -функції Веєрштрасса і дозво

ляє безпосередньо зв'язати кутові змінні на абеле-

вому торі з координатами , розви

вається в роботах [18,19]. 

Проблема дійсності. Як зазначалось вище, фор

мула (33) дає "майже всюди" невироджене відоб

раження Ν+1 екземплярів ріманової поверхні в 

комплексний тор 

Частиною комплексного тора є дійсний тор, 

дифеоморфний тору Ліувілля інтегровної систе

ми. Виділення цього дійсного тора і побудова 

відображення з нього у скінченнозонний фазовий 

простір є важливою і в багатьох випадках не

тривіальною задачею теорії скінченнозонного ін

тегрування. У випадку рівнянь КдФ, —МКдФ та 

sh-Гордон проблема дійсності розв'язується дово

лі просто. Проблеми виникають при аналізі скін

ченнозонного сектора рівняння sin-Гордон (а та

кож рівнянь Ландау—Ліфшица, афінної системи 

рівнянь Тоди та інших рівнянь, для яких скін

ченнозонний фазовий простір має нетривіальну 

топологію). Проблема дійсності скінченнозонних 

розв'язків рівняння sin-Гордон, поданих у термінах 

тета-функцій, досліджувалась в роботах [20-22]. її 

розв'язання, згідно з [20-22], включає вибір до

пустимої ріманової поверхні (наявність на ній ін

волюції ), а також опис овалів 
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Рис. 2. Рис. 3. 

(циклів) на ній, де набувають своїх значень змін

ні , к = 1, . . . , Ν+1. Симетризований прямий 

добуток цих овалів дає дійсний тор Ліувілля. Ми 

не будемо наводити тут конкретних умов дійсності 

для загального випадку, оскільки це вимагає за

глиблення в теорію тета-функцій (необхідні деталі 

можна знайти у працях [21,22]). Натомість роз

глянемо найпростіший випадок N = 0 і з цього 

прикладу побачимо, в чому полягає проблема опи

сання дійсних розв'язків. 

Якщо N = 0, то маємо тільки одну змінну , 

для якої рівняння (28) і (29) мають вигляд: 

Крива є еліптичною 

кривою (д = 1). Вводячи позначення , 

розв'язок запишемо у вигляді: 

(35) 

де — функція Веєрштрасса, аргумент якої про-

бігає паралелограм періодів, що визначається роз

ташуванням нулів та. . 

У випадку алгебри і змінна 

є дійсною. Розв'язки зручно подати через еліптич

ні функції Якобі. Якщо то при 

маємо: 

При h0 < 0 маємо 

Якщо ж 

де модуль 

Розглянемо випадок алгебри su(2). На рис. 2, З 

показано конформне відображення, яке здійс

нює функція . Параметризуемо орбіту 

так, як і в попередньому пункті, поклавши 

Тоді 

. Стаціо

нарні рівняння (11) в цьому випадку тотожні га-

мільтоновим рівнянням руху нелінійного маятни

ка: 

(36) 

Орбіта при N = 0 є циліндром радіуса r. Тра

єкторії системи (36) лежать на перетині 

Якщо через позначити енергію системи (36), 

то . Оскільки для дійс

них розв'язків то Значенню 

відповідає положення рівноваги. Якщо 

, то система здійснює нелінійні ко

ливання навколо положення рівноваги. Розв'язок 

при відповідає сепаратрисі і відповідна 

траєкторія у фазовому просторі складається з двох 

компонент. Як було показано в попередньому пунк

ті, на орбітах алгебри su(2) реалізуються рівняння 

sin-Гордон та +МКдФ. Стаціонарна хвиля, яка асо

ціюється з розв'язками на сепаратрисі, відповідає 

кінковому та антикінковому розв'язкам рівняння 

sin-Гордон. Надсепаратрисні розв'язки також скла

даються з двох компонент, як це добре видно на 

рис. 4. 

Умова дійсності для змінної означає, що во

на лежить на колі радіуса . Для забезпечення цієї 

умови слід покласти або + 

+ і (рис. 4), де при від'ємному дискримінанті 

то 
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основними періодами функції Веєрштрасса є , 

, при додатньому — та 

Якщо , розв'язок рівняння (36) 

можна подати через еліптичні функції Якобі у виг

ляді: 

(37) 

де модуль а знак " + " перед dn відпо

відає траєкторії знак " - " — траєкторії 

Розв'язок рівняння +МКдФ під сепаратрисою 
має вигляд: 

(38) 

де модуль . Знак "—" відповідає тра

єкторії , а знак " + " — траєкторії 

Над сепаратрисою розв'язки рівнянь (36) та 

-f МКдФ відповідно мають вигляд: 

де модуль 

Знаки + та - відповідають двом компонентам, на 

які розпадається дійсний тор. 

На сепаратрисі розв'язки мають вигляд: 

що відповідає кінковому та антикінково-

му розв'язку рівняння sin-Гордон. Відповідні 

розв'язки для рівняння +МКдФ мають вигляд: 

Рис. 4 

4. Канонічні координати на орбітах 

Як відомо [23], Лі—Пуассонові структури, озна

чені формулами (6) та (7), невироджені на орбітах 

та і визначають там симплектичні форми 

та (форми Кіріллова—Костанта). Згідно з 

теоремою Дарбу кожну з цих форм локально можна 

привести до канонічного вигляду 

[23]. Локальні координати називають 

канонічними координатами. Очевидно, що вони не 

єдині і визначаються з точністю до канонічного пе

ретворення. 

У цьому пункті ми побудуємо деякі спеціальні 

канонічні координати на орбітах та і спробу

ємо їх "глобалізувати". Роль "координатних" змін

них qk будуть виконувати змінні , означені в по

передньому пункті. 

Розглянемо спочатку орбіту . Використову

ючи рівняння hv = cv, , вилучимо з 

розгляду змінні , виразивши їх через та 

. В локальних координатах 

форма має вигляд: 

(39) 

де коефіцієнти виражаються через змінні 

рекурентними формулами: 

(40) 

Оскільки залежать тільки від змінних 

, то 2-форму можна подати як зов-
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нішній диференціал від деякої лінійної форми 

, Де 

Оскільки многовид є топологічно тривіальним 

, то згідно з лемою Пуанкаре, кожна 

замкнута форма на ньому є точною. Тому представ

лення (41) є глобальним. 

Запишемо форму в координатах . При ць

ому залежність змінних від можна обраху

вати, розв'язуючи систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь: 

Позначимо через поліном ступеня N: 

Очевидно, що . При цьому: 

Нехай — коефіцієнти форми на орбіті 

розмірності 2N: . Легко пе

ревірити, що 

(42) 

де 
і за індукцією довести рівність: 

Покладемо Тоді 

розв'язок системи (42) можна подати у вигляді: 

де 

(43) 

Теорема 1. Лінійна форма η в координатах 

..., має вигляд: 

(44) 

де — ме-

роморфний диференціал на рімановій поверхні 

роду g = N+1 з полюсом порядку 2(iV+l)+2 в 

точці 

Доведення. Твердження теореми легко перевірити 

при N = 0. В цьому випадку = 

= Доведення формули (44) в 

загальному випадку проведемо за індукцією. 

Підставивши отриманий вираз у формулу (41), ма

тимем: 

(45) 

Комбінуючи формулу (45) з формулою (43), отри

маємо (44). 

Диференціал що фігурує у формулі 

(44), не має особливостей у скінченній частині 

комплексної площини [15]. Для дослідження йо

го поведінки при необхідно зробити заміну 

. При цьому враховуємо, що точка є 

точкою галуження. Прості обчислення показують, 

що диференціал . має полюс порядку 2(N + 

+ 1) + 2. 

Теорему доведено. 

Розглянемо звуження форми на орбіту 

В локальних координатах форма 

має вигляд: 

(46) 
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де коефіцієнти визначаються з реку
рентних співвідношень: 

Форма , взагалі кажучи, не є точною. Але на 

торі Ліувілля = 0, тому в околі тора її мож

на представити як диференціал лінійної форми , 

, де 

або після пере сумування 

(47) 

Виразимо у формі змінні та через ком

плексні параметри . Аналогічно до попередньо

го випадку методом математичної індукції доведе

мо тотожність: 

Підставивши отримане співвідношення, а також 

вираз (43) у формулу (47), будемо мати: 

Покладемо і сформулю

ємо остаточний результат у вигляді теореми. 

Теорема 2. Лінійна форма в координатах 

..., , , . . . , має вигляд: 

(48) 

де 

мероморфний диференціал на рімановій поверхні з 
полюсом порядку 2(/V+l) при = 0. 
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У випадку рівнянь ±МКдФ, sin-Гордон тор Ліу

вілля компактний (за виключенням сепаратриси). 

Якщо для цього випадку у формулах (44) та (48) 

зробити заміну згідно формули (33), то 

лінійні форми і будуть мати вигляд: 

Оскільки довжина -циклів нормована, то 

Ці формули дають вирази для змінних "дія" в 

скінченнозонному секторі рівнянь +МКдФ та sin-

Гордон відповідно. 

5. Висновки 

Викладена вище схема скінченнозонного інте

грування та побудови змінних "дія" відрізняється 

від інших відомих схем [1-5,10,11,25] тим, що до

зволяє розглядати рівняння sin-Гордон, ±МКдФ, 

КдФ та Ліувілля одночасно, встановлюючи при 

цьому різноманітні зв'язки між ними. Це важливо 

для розвитку змістовної теорії збурень та інтегру

вання рівнянь зі змінними параметрами. 

Побудовані канонічні координати , (або 

) дозволяють канонічно проквашувати скін-

ченнозонний сектор нелінійного рівняння в час

тинних похідних. Окрім того, оскільки скінчен-

нозонний фазовий простір є орбітою і на ньо

му однорідно діє скінченновимірна група Лі, то 

можна розвивати теорію геометричного кванту

вання. Якщо бодай один з гамільтоніанів hv, 

ν = — 1, 0, . . . , 2iV + 1 , має фізичний сенс (а це так 

для N = 0, 1, 2), то квантова теорія в скінченно-

зонному секторі є цікавою з фізичної точки зору. 

Ця робота підтримана грантами CRDF-UPI-

2115 та INTAS-97-1312. Автори висловлюють по

дяку грантодавцям. 
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CANONIC COORDINATES OF SOLITON TYPE NONLINEAR 

EQUATIONS IN FINITE GAP SECTOR 

We consider finite gap sector of nonlinear integrable equations: ±MKdV, sin(sh)-Gordon, KdV and Liouville. 

The hamiltonian systems are shown to appear naturally as systems on affine algebras (loop algebras) orbits. 

The integrating scheme for them is presented. MKdV and sin-Gordon equations fase space simplectic structure 

is explored and caconic coordinates "action—angle" are built. 


