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ВИЗНАЧЕННЯ ПРОДУКТИВНОСТІ ТРЕКОВИХ МЕМБРАН,
МОДИФІКОВАНИХ ОЛІГОМЕРНИМИ БІАНКЕРНИМИ
СПОЛУКАМИ ЗА ДОПОМОГОЮ МАТЕМАТИЧНОГО

МОДЕЛЮВАННЯ

Описано методику математичного моделювання процесів забруднення мікро- і ультра-
фільтраційних мембран, яка може бути застосована не тільки під час фільтрації гумінових
кислот, а також під час фільтрації інших розчинених речовин.

Постановка задачі та побудова матема- тобто до зниження функціональних характерис-
тичноїмоделі. Важливою проблемою експлуа- тик мембрани.
тації трекових мембран є встановлення інтенсив- Як показують експериментальні дослідження
ності їхнього забруднення як неорганічними, так [1, 2], основними забруднювачами мембран є
і органічними речовинами. Як відомо, таке за- розчинні високомолекулярні органічні речовини,
бруднення мембран призводить до зменшення які складаються головним чином з гумінових ре-
об'ємного потоку крізь мембрану та зміни її човин та білків [3, 4]. Проведені дослідження
фільтраційних і розділювальних властивостей, також свідчать, що необоротна адсорбція гумі-
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нових кислот є причиною забруднення мембран
і зниження їхньої продуктивності, особливо у
разі збільшення концентрації гумінових кислот
(ГК). Таке забруднення з часом досягає значної
величини, що помітно знижує продуктивність
мембрани (табл. 1, 2). Застосовуючи методи ма-
тематичного моделювання [5, 6] та вивчаючи
кінетику процесу забруднення трекової мембра-
ни під час адсорбції ГК, можна визначити той
інтервал часу, протягом якого продуктивність
мембрани є прийнятною (допустимою), а також
визначити час, після якого використання мемб-
рани недоцільне (неефективне).

Для визначення продуктивності мембрани та
ефективності її роботи введемо такі показники.
Позначимо через С{ концентрацію речовини в
відфільтрованій (очищеній) рідині, а через Ср кон-
центрацію речовини в неочищеній рідині. Ефек-
тивність роботи мембрани будемо оцінювати дво-
ма величинами: величиною а, яка називається
коефіцієнтом очищення і визначається відношен-
ням:

(1)

та величиною β, що називається коефіцієнтом
(показником) продуктивності мембрани і визна-
чається таким відношенням:

(4)

Як правило, отримані формули (1) - (4) запису-
ються у приведених величинах. Тому, якщо вве-
сти приведену концентрацію

(5)

приведену продуктивність (витрату рідини через
мембрану) мембрани

(6)

де (13)

Отже, математична модель процесу очищення
води за допомогою ультрафільтрації крізь мемб-
рани описується системою диференціальних рів-

(2)

де через q0 i q(t) позначено початкову продук-
тивність (витрату) мембрани і продуктивність у
будь-який час t.

Враховуючи співвідношення

(3)

де через С(і) позначимо концентрацію абсорбо-
ваної речовини, формула для визначення коефі-
цієнта очищення розчину може бути записана
таким чином:

то формули (1) і (2) перепишуться відповідно у
такому вигляді:

(7)

а формула (4) запишеться таким чином:

(8)

де - коефіцієнт затримки (адсорбції).
Для вивчення динаміки основних характерис-

тик мембран (коефіцієнта очищення а, витрат
розчину крізь мембрану або коефіцієнта продук-
тивності застосуємо метод математичного
моделювання, який дає змогу на основі експе-
риментальних даних побудувати модель кінети-
ки адсорбції і продуктивності мембрани на будь-
якому відрізку часу

Процес адсорбції будемо описувати логістич-
ним рівнянням [5], а саме:

(9)

де К - константа повного (максимального) наси-
чення мембрани ГК,

k1 - константа інтенсивності адсорбції ГК.
Розв'язок диференціального рівняння (9) має

вигляд:

(10)

Внаслідок адсорбції відбувається зменшення
розмірів пор у мембрані й тому знижується її про-
дуктивність, яку позначимо через
Приймемо, що зміна швидкості об'ємного потоку
q пропорційна концентрації адсорбованої ГК,
тобто використаємо таку залежність:

де k2 - константа інтенсивності зменшення фільт-
раційного потоку (продуктивності мемб-
ран).

Розв'язок диференціального рівняння (14)
має вигляд:

(12)



(23)

Для зручності у подальших викладках риску
над приведеними величинами опустимо. У фор-
мулах параметри k1, k2 та К слід визначити на
основі експериментальних даних. Параметр К
дорівнює концентрації насичення, тому його зна-
чення на основі експериментальних даних прий-
мемо рівним К= 0,95. Для знаходження невідо-
мих параметрів kt i k2 моделей (16) і (17), тобто
для їх верифікації, скористаємося даними лабо-
раторних досліджень, наведеними у табл. 1.
Таблиця 1. Залежність величини коефіцієнта затри-
мання ГК на модифікованій трековій мембрані аніо-
ноактивною БАС (тривалість модифікування 24 год)
від тривалості сорбції (t, год) ГК з водних розчинів

концентрацією ЗО мг/дм3, P = 0,01 МПа

Перейдемо до верифікації моделі (15) або
(17), що описує продуктивність мембрани. Для
цього скористаємося даними експериментальних
досліджень, наведеними у табл. 2.

У цьому випадку параметр k2 знайдемо з рів-
няння (15) та (16). Замінивши похідну відношен-

звідки знаходимо:

(18)

(19)

(20)

(27)

або остаточно:

нянь (9) і (11) або формулами (10), (12), (13).
Верифікація математичних моделей, визна-

чення похибки. Увівши приведені величини від-
повідно до рівнянь (5) та (6), математичну мо-
дель представимо у вигляді системи диференці-
альних рівнянь:

(14)

(15)

(16)

(17)

або у вигляді формул:

З рівняння (16) знаходимо

Користуючись даними табл. 1 та рівнянням
(20), прийнявши К = 0,95 і С0= 0,815, параметр
k\, що шукається, визначаємо як середнє ариф-
метичне:

тобто:

(22)

Отже, після верифікації математична модель
адсорбції (16) матиме вигляд:

ням із (15) та (16) отримаємо:

(24)

(25)

Скориставшись формулою (25) і данимі
табл. 2, маємо:

(26)

Середнє значення коефіцієнта k2 знаходимо як
середнє арифметичне, а саме:

= 0,004.

Після верифікації математична модель динаміки
продуктивності мембрани (17) запишеться у ви-
гляді:

(28)



Таблиця 2. Експериментальні дані значення продуктивності

Таблиця 3. Абсолютні похибки визначення концентрації адсорбованої ГК

Таким чином, верифікована математична мо-
дель процесу очищення води за допомогою уль-
трафільтрації у приведених величинах має вигляд:

(29)

(30)

Динаміка концентрації адсорбованої мембра-
ною ГК описується алгоритмом, який представ-
лено таблицею 3: (а = 6,04; аК = 5,738).

Визначивши показники адсорбції та продук-
тивності за допомогою побудованої математичної
моделі в моменти часу, для яких відомі експе-
риментальні значення цих показників, знайдемо,
що відносні похибки в цих точках не перевищу-
ють 0,5 % (табл. 3).

Таблиця 4. Абсолютні похибки визначення продуктивності

Знайдемо значення продуктивності за допо-
могою верифікованої моделі, порівняємо їх з ек-
спериментальними значеннями та визначимо по-
хибку теоретичних обчислень.

За допомогою формули (28) знайдемо значен-
ня об'ємних потоків забрудненої води q, яка
фільтрується крізь мембрану (якщо k2= 0,004, то

Алгоритм визначення значень об'ємних по-
токів забрудненої води q, яка фільтрується крізь
мембрану, представлено у табл. 4. Дані цієї таб-
лиці та розрахунки свідчать, що середня відносна
похибка обчислення витрат дорівнює 6 %.

Проведення імітаційного експерименту та ви-
значення ефективності очищення. Отже, вико-
ристовуючи побудовані моделі, можна провести



Таблиця 6. Алгоритми і розрахунки величин об'ємних потоків крізь трекову мембрану

чисельний (імітаційний) експеримент. Тобто знайти
значення С і q для будь-якого інтервалу часу і цим
самим визначити інтервал найбільш продуктивного
або допустимого режиму роботи мембрани.

Алгоритм і результати розрахунків зміни адсор-
бованої мембраною гумінової кислоти наведено
у табл. 5, а алгоритм та результати розрахунків
величин об'ємних потоків наведено у табл. 6.

Таблиця 5. Алгоритм і розрахунки зміни кількості адсорбованої ГК та концентрації
очищеного розчину



P. Vakuliuk, V. Lavryk, A. Burban, M. Bryk

DETERMINATION OF CHANGES IN PERMEABILITY

OF ULTRAFILTRATION MEMBRANES BY MEANS
OF MATHEMATICAL MODELING

Kinetic of adsorption and permeability of ultrafiltration membranes has been studied by means of
mathematical modeling. The developed mathematical model can be used both in the case of ultra-
filtration ofhumic substanses and in the case of ultrafiltration of other substances.

3 табл. 7 видно, що очищення (коефіцієнт очи-
щення ГР) з часом роботи мембрани поступово

зростає і через ЗО діб становить

= 2,03, а через 70 діб У той

самий час внаслідок адсорбції зменшується роз-

мір пор, що призводить до зменшення продук-
тивності мембрани. Як свідчать дані табл. 7, про-
дуктивність мембрани через ЗО діб роботи змен-
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шується в 1,5 раза а через

70 діб - в 5,5 раза
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