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ПАРАМЕТРИЗАЦІЯ КОМПЛЕКСНИХ ТОРІВ ЛІУВІЛЛЯ 
ІНТЕГРОВНИХ ГАМІЛЬТОНОВИХ СИСТЕМ НА ОРБІТАХ 

ГРУП ПЕТЕЛЬ 

Комплексні тори Ліувілля, які відповідають скінченнозонним інтегровним гамільтоновим системам 
солітонного типу параметризуються «змінними розділення» - комплексними параметрами на рімановій 
поверхні. Розглянуто випадки, коли тор Ліувілля є якобіаном ріманової поверхні (спектральної кривої) 
або ж узагальненим якобіаном. поверхні з особливостями. 

Вступ 

Методи гамільтонової механіки почали відігра
вати помітну роль в алгебраїчній геометрії після 
появи циклу праць С. П. Новікова та його уч
нів, присвячених скінченнозонному інтегруванню 
нелінійних рівнянь солітонного типу [1, 2, 3, 4, 5]. 
У цих працях було з'ясовано, що розглянуті ав
торами скінченнозонні гамільтонові системи є ал
гебраїчно інтегровними, тобто для них тор Ліувіл-
ля — сумісна поверхня рівня інволютивних інте
гралів руху,— є дійсною частиною комплексного 
тору Якобі, що відповідає, комплексній рімановій 
поверхні (спектральній кривій) роду д, рівного чис
лу ступенів вільності скінченнозонної гамільтоно
вої системи. Поглиблений аналіз скінченнозонно-
го сектору рівнянь Кадомцева—Петвіашвілі привів 
до нового погляду на старі проблеми класичної 
(комплексної) алгебраїчної геометрії. Зокрема, бу
ло розв'язано проблему характеризації торів Якобі 
у множині довільних абелевих торів (проблема 
Шоткі [6, 7]), а також запропоновано простий спо
сіб виділення гіпергеометричних якобіанів з допо
могою інтегровних рівнянь багатовимірної задачі 
С. Неймана [6]. До цього можна додати харак-
теризацію деякого класу многовидів Пріма через 
рівняння т. зв. В-ієрархії Кадомцева—Петвіашвілі 
та інші подібні результати, отримані у 80-х роках. 

Якщо для алгебраїчно-інтегровної системи 
вдається знайти «розділені змінні», то можна по
будувати явне відображення Абеля—Якобі зі спек
тральної кривої в комплексний тор Ліувілля. У 
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1975 році Б. А. Дубровін запропонував розділен
ня змінних у скінченнозонному секторі рівняння 
КдВ [2]. (Інтегровність відповідних гамільтоно-
вих потоків було встановлено перед тим у пра
ці С. П. Новікова [1].) На роль координат, дина
міка яких «розділяється», було запропоновано по
люси певним чином нормованої функції Бейкера— 
Ахієзера лінійної спектральної задачі. Ці змінні, як 
було показано в [2], еволюціонують на гіпереліп
тичній рімановій поверхні 7?., рід якої g збігається 
з числом ступенів вільності скінченнозонного фа
зового простору. Відповідні рівняння руху лінеа-
ризуються стандартною підстановкою Абеля. Явні 
формули для розв'язків отримують через обернен
ня абелевих інтегралів 1 -го роду і виражають у тер
мінах ^-функцій від g комплексних змінних. 

Подібну схему розділення змінних було запро
поновано у працях [8, 9, 10] при скінченнозонному 
інтегруванні рівнянь sin-Gordon, нелінійного рів
няння Шредінгера та класичної моделі Тіррінга. 
В той час як розділення змінних у випадку рів
нянь sin-Gordon було цілком аналогічне випадку 
КдВ, для нелінійного рівняння Шредінгера та мо
делі Тіррінга виникли певні відмінності: число сту
пенів вільності скінченнозонного фазового просто
ру цих рівнянь виявилось на одиницю більшим за 
рід відповідної спектральної кривої. Тому в пра
цях [8, 9, 10] «розділені» координати параметризу-
ють лише редукований фазовий простір, а для от
римання остаточних формул необхідно здійснюва
ти додаткове інтегрування. Цю ситуацію було про
яснено у праці [11], де показано, що комплексний 
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PARAMETERIZATION FOR COMPLEX LIOUVILLE TORI OF INTEGRABLE 
HAMILTONIAN SYSTEMS ON LOOP GROUP ORBITS 

Complex Liouville tori corresponding to finite-zone Hamiltonian systems of soliton type are parameterized 
by "variables of separation " which are complex parameters on a Riemannian surface. The paper considers the 
cases when the Liouvillle torus serves as a Jacobian of the Riemannian surface (spectral distribution curve) or 
a s a generalized Jacobian of the surface with singularities. 
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