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ДИНАМШНА СИСТЕМА КОНФЛШТУ З ПРИТЯГАННЯМ 
ДЛЯ ТРШКИ ВЗА€МОД!ЮЧИХ СТОРIН

Досліджено модель дискретної динамiчної системи конфликту з притягальною взаємодїєю, що опи­
сує перерозподіл конфліктного простору між  трьома взаємодіючими сторонами. Доведено їснування 
рiвноважного стану системи та отримано явт формули для граничних розподтв динамічної системи 
в термінах стохастичних векторів.
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У цій роботі досліджено динамічну систему, що 
описує модель поведінки трьох опонентів. Ми спи­
раємось, зокрема, на роботи [1-5], присвячені те­
орії динамічних систем конфлікту з притягальною 
та відштовхувальною взаємодією.

Розглянемо фізичну систему, яка складається 
з трьох взаємодіючих сторін. Ці сторони позна­
чимо через А, В та С . Вважаємо, що А, В, С  у 
початковий (доконфліктний) момент часу задані 
стохастичними розподілами їхньої присутності 
на спільному просторі існування П. У загально­
му випадку взаємодіючим сторонам А, В та С 
відповідають імовірнісні міри ^, V, п, визначені 
на деякій а-алгебрі підмножин із простору П. 
Символом *  позначаємо конфліктну взаємодію 
між сторонами [6].

Задача полягає в побудові та дослідженні моде­
лі складної динамічної системи, яка описує пове­
дінку в часі фізичної системи {А, В, С, *}  із кон­
фліктною взаємодією між А, В та С . Таку модель 
можна зобразити як динамічну систему

Зрозуміло, що вектори р  =  (рі,Р2, . . .  ,ри), г =  
=  (гі ,г 2, . . . , г „ )  та q  =  (чі, Ч2, . . . ,  Чи) належать 
М+ і є стохастичними векторами, тобто

и и
рі > о, іірііі =  5 3 рі =  5 3 м(^і) =  м(п) =  і,

і= і і= і
и и

Гі > о, ||г ||і =  5 7  Гі =  5 7  V(ші) =  V(П) =  1,
і= і і= і
и и

Чі > °  ІкІІі =  5 7  Чі =  5 3  П(ші ) =  п(П) =  1
і= і і= і

Задамо нелінійне, некомутативне перетворення 
конфлікту *  між трьома стохастичними вектора­
ми р, г, q:

р і =  р  *  (г, q), 

г і =  г *  (р, q),

4 і =  q  *  (г, р),

А 1 I А*

В С 
і  В *
1 С  *

і  > 0 . (1)

Математично еволюція фізичної системи 
{А, В, С, *}  задається траєкторіями динамічної 
системи в термінах мір:

і  V - 4  |  А , і > 0, (2)
{ V ) { Vі )

де * , і позначає конфліктне перетворення на мо­
мент часу і.

Нехай П — деяка скінченна множина, П =  
=  {ші , ш2, . . . ,  ши}, п > 1. Зафіксуємо трійку ймо­
вірнісних дискретних мір ^, V, п на П. Розподіли 
цих мір визначають трійку векторів р, г, q:

м(ші) =  Рі > 0, V(ші) =  Гі > 0, п(ші) =  Чі > 0,

де і =  1, 2 , . . . , п.
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де нова трійка векторів р і , г і , г і визначається за 
правилом:

Рі

ігі

іЧ

Рі(в +  1) +  Ті

X
п { в  +  1 ) +  Ті

X
qi(0 -\- 1) -\- Ті 

X

Де 6» =  |( ( р ,г ) + ( г ^ ) + ( р ,  q)), п  =  т іп { р і,г і ; ф}, 
коефіцієнт х =  1 +  в +  Ш , де Ш П=1 ті .

Нормуючий коефіцієнт х забезпечує стохастич- 
ність векторів р 1, г 1 та q 1, які очевидно нале­
жать М+.

Таким чином, для заданої пари векторів 
р, г, q  Є М+ перетворення *  породжує траєкторію 
динамічної системи конфлікту

{ р " , г " , q N} - 4 { р "  + 1, г "  + 1, q " +1}, (3)
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де N  =  0 , 1 , . . . ,  р 0 =  р , г0 =  г, q0 =  q та

N+1
Рі +

„ і+1

N +1

і

і

Р ?{в м +  1 ) + Т ?
г »

т ?(в"  +  1) +  т і

# ( ^  +  1) +  Г^

Очевидно, що 0 < в "  < 1. Оцінимо Ш "  =  
=  и=і тіі . З (5) та умови нормованості векторів
випливає, що Ш "  < 1. Звідси в "  > 1 і тому

т і + 1 > т і . (8)

Отже, ( т і ) ^ = 0 — монотонна.
Оскільки (т і)^ = о  — монотонна обмежена по­

слідовність, то для довільного і = 1, п  існує

^  =  ^ ((р ЛГ,г ЛГ) +  (гЛГ, ЧЛГ) +  (рЛГ, ЧЛГ)), 

т і  =  т іп { р і  , г і  , ч і  }, (5)

"  =  в "  +  1 +  Ш " ,  Ш "  =  ^  т і .

Теорема 1. Кожна траєкторія динамічної систе­
ми конфлікту (3) з довільною парою початкових 
стохастичних векторів р , г , q Є М+ (п > 1) збі­
гається до інваріантного граничного стану ДСК 
{р то, гто, qто} є М+ х М+ х М+. Це означає, що 
для векторів р " , г" , qN, координати яких задані 
формулами (4), існують границі:

рто =  Ііт  р " ,Ж̂ТО
гто =  Ііт  г " ,Ж̂ТО
qто =  Ііт  qN .

Граничні вектори рто, гто, qто утворюють неру­
хому точку, причому, якщо р =  г =  q, то рто =  р, 
гто =  г, qто =  q. Якщо р =  г =  q, або р =  г =  q, 
або р =  q =  г, або г =  q =  р, то р то =  гто =
=  q то і

р ТО =  гТО =  ЧіТО ІІ-
МҐ

Доведення. Зафіксуємо довільний індекс і Є 
Є{1, 2 , . . . ,  п}. Розглянемо послідовність ( т і ) " =0. 
Оскільки т і  =  т іп { р " , г і , ч і }, причому 0 <
< Р І , г і , ч і  < 1, то

0 < т і  < 1, (6)

тобто ( т і ) і = 0 є обмеженою при N  4  то.
Покажемо, що ( т і  ) і = 0 — монотонна. З рівно­

сті (4) та (5) випливає, що

Ііт  т і ТО

У випадку рівних початкових векторів р, г, q, 
враховуючи умову (5), отримуємо рі  =  гі  =  
=  q лr =  т14, тобто р і  =  г*і =  д 'і =  т і  для 
довільного і = 1,п. З доведеного вище випливає 
існування граничних векторів р то, г то та q то, при­
чому р то =  гто =  q то =  т ТО.

У випадку р  =  г =  q, або р  =  q  =  г, або 
г =  q  =  р  доведення теореми випливає з існуван­
ня граничних станів ДСК у термінах стохастичних 
векторів для пари опонентів.

Розглянемо випадок різних початкових векто­
рів, тобто р  =  г =  q. Нехай для деякого і між 
координатами рі , гі , чі виконується система нерів­
ностей:

Рі > гі > чі.

Виконавши тотожні перетворення над цією систе­
мою нерівностей, а саме домноживши на (в +  1), 
додавши до обох частин нерівностей ті та поділив­
ши на х, отримаємо

Р і ( 0  +  1 ) +  Ті  ^ Г і ( 0 + 1 ) + Т і  ^ ^ ( 0 + 1 ) + 7 *
1X X X

тобто
Рі > І  > Чі1.

Аналогічними міркуваннями отримуємо систему 
нерівностей для всіх N:

і і
Рі > Гі > Ч-

і N 0 ,1 , . . .

Оскільки т̂  =  т іп { р "  ,г  і  , чі  }, то 4і  =  тіі

Вже доведено, що (ті  )і =0 монотонна обмежена

N=0 також монотоннапослідовність, тому (чІі ) 
обмежена послідовність, тобто існує границя:

Ііт  чІN ̂ то і
і ТО ТО

т N +1 
т

т і ( ^  +  1) +  т і  _  
г «

ті  +  2 ) ___дг ^ + 2
г "  "  Ті ' в * +  1 + УГ*

і  <9 N + 2Позначимо в =  , тоді

N+1 N N
ті + =  ті • в .

Безпосередньо встановлюємо, що для всіх ко­
ординат т , , і  =  1, 2 , . . . ,  п вектора т виконуються 
співвідношення:

(7) т і + і  ДГ е^+2 ДГ
Д___ =  'з ' 9Я + 1+УУЯ =

ДГ+1 — дг Є^ + 2 — -Т О
' і  ' і  ‘ 0 "  +  1+ Т Т "  *

Т О  —N  — 1 в ы - 1+ 2  N —1
'з _  з ’ е ^ Т О і+ т т о - 1 _  'з 
ТО _  ТО-1 0^-і+2 —

І  Т і  ' 0ЛГ-1_|_1_|_^ЛГ- 1  і
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т 1 т 0 . в° + 2 т 0Тз тз 0° + l+tV° тз
ті тГ 0° + 2 т?0° + l+tV°

Отже, відношення

TN т 0з JL
TN т°' г  г

(9)

є незалежним від N .
Розглянемо співвідношення

t n  t n' г   __________г____________ _
W N ~  r f  +  • • • +  rtN + ■ ■ ■ + тД ~

_  1
7iV~

7Ж +  -- - +  1 +  -- - +  77Г

З рівняння (9) випливає, що

N

W N lL  + 
t?  +

1

+  1 +

ІЇ. + .
Д  +

1

+ 1 +

г
NT_L_ гг

\ _  NNT
0г

иTJ_ —TL\ _ПиT

Тобто
Т 0 т Д

—  =  ( 10)
ц/° у

для будь-якого N  =  1, 2 , . . .
Припустимо, що для деякого фіксованого і ви­

конується нерівність Рг < ц/- ДОМНОЖИВШИ ЦЮ НЄ- 
рівність на (0 +  1), додавши до обох її частин т  та 
поділивши на г, отримаємо

P i ( d + l ) + r j ^ Ті 0 -\- l- \-W
z < W  z

тобто рі < $  ■ 1. Враховуючи доведену виїре 
рівність (10), можна стверджувати, що р\
Отже, згідно з принципом математичної індукції, 
нерівність

N

W NPi < (11)

справедлива для довільного N.
Розглянемо різницю деякої фіксованої і-тої ко­

ординати вектора р  на N -му та ^  +  1)-му кроках

N N
Д Г + 1  N  Р і  (У +  J-J +  ті 

Р і  ~ Р і  =  ---------

N
N

tN -  PN ■ W W N
N N

-PN =

T N
^ - P fW N

Очевидно, > 0. Тому, якщо для деякого 
фіксованого і виконується (11), то для довільного 
N  = 0 , 1 , . . .  виконується нерівність рУ < ^тт, 
тобто послідовність (р ^ )№=0 зростає. Аналогічно 
(Рі )N=0 спадає за умови р1? > ^ .

З попередніх міркувань випливає, що 
(pN )N=0 — монотонна по N . За теоремою про 
монотонну обмежену послідовність отримуємо, 
що існує

lim p N =  p°°.
N TOTO

Аналогічними міркуваннями, як для доведення 
існування граничного вектора р то, доводимо існу­
вання

lim r f  =  г,то.
Ntoto i i

Отже, існують граничні вектори р то, r TO, q TO з 
координатами

р Г  =  _lim PiN тото
г -  =  lim r f ,

N тото
„то _  і- „Nlim qi

N тото iг

Для доведення другої частини теореми викори­
стаємо таке твердження.
Твердження 2. Для довільного і = 1 ,п  при 
N  ^  то виконується

р(р№, г№) ^  0, 

р(г№, ^  0,

р (р№, ^  0,

де

P(PN, r N) 

p(rN, q N) 

p (p n  , q N)

II p n  , r N у 

l|rN, q N I 

IIp n  , q N У

1,

1,

1.

Доведення. Розглянемо відстані між деякими 
і-тими координатами векторів р " , г " , , а саме
р (р Г , гі ), р (г^ , 4і ) та р (р ^ , 4і ). З уже доведе­
них тверджень для ДСК, з довільною початковою 
парою векторів р, г, ітерація координат яких зада­
ється формулами (4), для довільного і при N  4  то 
випливає

p (p N , r f  ) =  d f

p ( r f  , q f  ) =  d f

P (p f , q f  ) =  d f

Ip N -  r f  И  0, 

| r f  -  q f  И  0,

Ip N -  q f  И  0.

Це означає, що координати векторів р №, г№, q N 
збігаються при N  ^  то для довільного і, тобто 
граничні вектори рівні. Звідси випливає, що для 
довільного і = 1, п  при N —>00 виконується

р (р Г  ̂  ̂ ) ^  °.

Твердження доведено.
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Враховуючи рівність граничних векторів та (5), 
отримуємо рівність р то =  гто =  q то =  т то. Якщо 
початкові вектори рівні, то р* =  г* =  д  =  т* та 
Ш =  1 для довільного і. Використовуючи форму­
лу (4), отримуємо р 1 =  г 1 =  д*1 =  р* =  г* =  д .
Аналогічно р™ =  г™ =  =  р* =  г* =  д*. Тому
при N  ^  то

Оскільки p r  =  r r  =  q r  =  т r , то

n n n n

Е р г = e  r r  = e  « г  = e  т г = i,
i=1 i=1 i=1 i=1

тобто l imN W N =  1. Тоді

р ~  =  г ~  =  =  р  =  г =

Доведемо теорему для випадку різних початко­
вих векторів. Знайдемо значення т ^ .  Використав­
ши формули (7) для деякої і-тої координати векто­
ра т та враховуючи рівність (10), отримаємо

N +1 N 0N +  2
0N +  1 +  W N 

rN 0N + 2
W N eN+l w 1 Ту?»-  +  J-

Tj +  2
VF ' 9"+l i 1 ’ Ту?»-  +  1

гг

со lim tN + 1
N ^ r  г

ті 0N +  2hrn ---  • ------------
N^oo W  ^ ± 1  і 1WiV \

A  lim

w N 
0N +  2

W  N^oo ^ ± 1  +  !
7i_
w

Отже, при N  ^  то

СО со соp r qг г
п_
w '

Теорему доведено.
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O. Satur

A MODEL OF CONFLICT DYNAMICAL SYSTEM WITH 
ATTRACTIVE INTERACTION BETWEEN THREE PARTIES

We study a model o f discrete conflict dynamical system with attractive interaction, which describes the 
redistribution o f the conflict space between three interacting parties. The existence o f the equilibrium state 
in dynamical systems is proven, and explicit formulas for limit distributions in terms o f stochastic vectors are 
obtained.

Keywords: complex system, conflict dynamical system, conflict interaction, limit state, fixed point.
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