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ПРЯМА СПЕКТРАЛЬНА ЗАДАЧА З БЛОЧНИМИ МАТРИЦЯМИ
ТИПУ ЯКОБI, ЩО ВIДПОВIДАЮТЬ СИЛЬНIЙ ДВОВИМIРНIЙ

ПРОБЛЕМI МОМЕНТIВ

Дослiдження симетричних матриць типу Якобi, що вiдповiдають сильнiй двовимiрнiй дiйснiй про-

блемi моментiв, започаткованi в [1], доповненi задачею про вiдновлення мiри за матрицями, полiномами

другого роду та аналогом функцiї Вейля.
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Вступ

У зв’язку iз багатьма моментними проблемами
розв’язанi пряма i обернена спектральнi задачi.
Нагадаємо, що в термiнах Ю. М. Березанського
пiд оберненою спектральною задачею розумiється
побудова (блочних) матрицi (матриць) типу Якобi
за заданою (не фiнiтною) мiрою, у якої iснують
всi моменти. Пiд прямою спектральною зада-
чею розумiють вiдновлення мiри за полiномами,
якi є розв’язками рiзницевих рiвнянь, побудова-
них за заданими (блочними) типу Якобi матри-
цями.

Так, є вiдомими розв’язки прямої i оберненої
спектральних задач, якi пов’язанi iз класичною
проблемою моментiв Гамбургера, Стiльтiєса, три-
гонометричною, комплексною проблемами момен-
тiв [2–10] та iншими.

Постановка задачi

Обернена спектральна задача для сильної дво-
вимiрної проблеми моментiв розв’язана в [1].
А саме, в [1] вказанi блочнi матрицi типу
Якобi, вiдповiднi сильнiй двовимiрнiй проблемi
моментiв. (В цiй роботi буде вживатися бiльш
поширений термiн «сильна проблема» замiсть
«строга».) Завданням цiєї роботи є доповнення
результатiв [1] з розв’язанням прямої спектраль-
ної задачi: за матрицями, отриманими в [1],
якi зараз вважаються заданими, скласти систе-
му рiзницевих рiвнянь, отримати її розв’язки
у виглядi полiномiв i за полiномами вiдновити
мiру, яка однозначно вiдповiдає заданим ма-
трицям. Для цього використовується розклад за
узагальненими власними векторами [2; 3; 11]
для пари комутуючих операторiв, у яких iсну-
ють оберненi. Вiдповiдна мiра вiдновлюється у
розумiннi запису перетворення Фур’є за уза-
гальненими власними векторами та рiвностi
Парсеваля.

Попереднi вiдомостi

Опишемо спочатку коротко сильну двовимiрну
дiйсну проблему моментiв та вiдповiднi матрицi,
наведенi в [1].

Сильна дiйсна двовимiрна проблема моментiв
полягає у пошуку умов для заданої двоiндексної
послiдовностi

{sm,n}, m, n ∈ Z (1)

дiйсних чисел так, щоб iснувала мiра dρ(x, y) на
дiйснiй площинi R2, для якої виконувалися рiв-
ностi

sm,n =

∫

R2

xmyn dρ(x, y), m, n ∈ Z. (2)

Для зображення (2) є необхiдною позитивна ви-
значенiсть послiдовностi (1), тобто

∑

j,k,m,n∈Z

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0

для всiх фiнiтних (скiнчених) послiдовностей ком-
плексних чисел (fj,k)j,k∈Z, fj,k ∈ C.

Якщо додатково виконується хоча б одна з
умов

∞∑

p=1

( p∑

k=0

Ckp
√
sκ(4p−4k),ι(4k)

)− 1
p

= ∞,

де пара {κ, ι} має одне iз значень:

{+1,+1}, {+1,−1},
{−1,+1}, {−1,−1},

то мiра dρ(x, y) iснує i зображення (2) є єдиним
для заданої послiдовностi (1).

Побудови вiдповiдних матриць аналогiчнi до
випадку не сильно двовимiрної проблеми момен-
тiв [10] та звичайного одновимiрного випадку [12].
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В якостi простору береться

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · ,

H0 = C, Hn = C4n,

l2 ∋ f = (fn)
∞
n=0,

∞∑

n=0

‖fn‖2Hn
<∞, n ∈ N.

(3)

Вектор xn з простору Hn має вигляд
xn = (xn;0, . . . , xn;4n−1), x0 ∈ H0 (скаляр).
Для кожного γ ∈ {0, 1, . . . , 4n − 1}, число
xn;γ є координатою базисного вектора δn;γ =
= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Hn ∈ l2 (одиниця зна-
ходиться на γ-му мiсцi), δ0 ≡ δ0;0 = (1). Уза-
гальнення звичайної матрицi Якобi, що вiдповiдає
класичнiй проблемi моментiв Гамбургера, або що
вiдповiдає двовимiрнiй не сильнiй проблемi мо-
ментiв, набуває вигляду двох пар блочних матриць:

JA =




b0 c0 0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 0 · · ·
0 a1 b2 c2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


 , (4)

JB =




w0 v0 0 0 0 · · ·
u0 w1 v1 0 0 · · ·
0 u1 w2 v2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


 , (5)

та їхнiх обернених:

JA−1 =




r0 q0 0 0 0 · · ·
p0 r1 q1 0 0 · · ·
0 p1 r2 q2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


 , (6)

JB−1 =




ω0 φ0 0 0 0 · · ·
ψ0 ω1 φ1 0 0 · · ·
0 ψ1 ω2 φ2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


 , (7)

an, un, pn, ψn : Hn → Hn+1,

bn, wn, rn, ωn : Hn → Hn,

cn, vn, qn, φn : Hn+1 → Hn, n ∈ N0.

Матрицi в (4)–(7) на фiнiтних векторах lfin ⊂ l2

задають два оператори та їхнi вiдповiднi оберненi

l2 ⊃ lfin ∋ f → JAf =
(
(JAf)n

)∞
n=0

⊂ l2,

l2 ⊃ lfin ∋ f → JBf =
(
(JBf)n

)∞
n=0

⊂ l2,

l2 ⊃ lfin ∋ f → JA−1f =
(
(JA−1f)n

)∞
n=0

⊂ l2,

l2 ⊃ lfin ∋ f → JB−1f =
(
(JB−1f)n

)∞
n=0

⊂ l2,

(JAf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1,

(JBf)n = un−1fn−1 + wnfn + vnfn+1,

(JA−1f)n = pn−1fn−1 + rnfn + qnfn+1,

(JB−1f)n = ψn−1fn−1 + ωnfn + ϕnfn+1,

(8)

де вважається f−1 := 0. Припускаємо для подаль-
шого розгляду, що матрицi породжують обмеженi
оператори. Без втрати загальностi матрицi JA, JB ,
JA−1 , JB−1 та вiдповiднi оператори позначимо ци-
ми самими символами. Далi, припустимо, що та-
кi матрицi мають особливу внутрiшню структуру.
А саме, матрицi an, bn, cn, un, wn, vn, pn, rn, qn,
ψn, ωn, φn мають певну форму та їхнi коефiцiєн-
ти задовольняють деякi властивостi (не наведенi
в роботi за браком мiсця), але детально викладенi
в [1].

У випадку сильної двовимiрної дiйсної пробле-
ми моментiв узагальненi власнi вектори P (x, y) ма-
ють вигляд послiдовностi P (x, y) = Pn(x, y)

∞
n=0,

де ∀(x, y) ∈ R2, Pn(x, y) ∈ Hn є вектор, коефiцiєн-
тами якого є полiноми n-го порядку за змiнними x
i y та x−1 i y−1. А саме:

P0(x, y) = 1,

Pn(x, y) =
(
Pn;0(x, y), Pn;1(x, y), . . . ,

Pn;4n−1(x, y)
)
, n ∈ N

(9)

де Pn,γ — (скiнчена) лiнiйна комбiнацiя елементiв
послiдовностi:

1 = x0y0;

x1y0, x0y1, x−1y0, x0y−1;

x2y0, x1y1, x0y2, x−1y1,

x−2y0, x−1y−1, x0y−2, x1y−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xny0, xn−1y1, . . . , x1yn−1, x0yn,

x−1yn−1, . . . , x−(n−1)y1,

x−ny0, x−(n−1)y−1, . . . , x−1y−(n−1),

x0y−n, x1y−(n−1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(10)

Полiноми (9) є розв’язками системи чотирьох
рiзницевих рiвнянь

JAP (x, y) = xP (x, y),

JBP (x, y) = yP (x, y),

JA−1P (x, y) = x−1P (x, y),

JB−1P (x, y) = y−1P (x, y).

(11)

Тут виникають чотири рiвняння на вiдмiну вiд не-
сильного випадку, де виникають лише два рiвнян-
ня [10] та класичного випадку, де спостерiгається
тiльки одне.

Коротко нагадаємо, як утворилися матрицi
(4)–(7). У нашому випадку, для побудови Pn(x, y)
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проводиться ортогоналiзацiя за Шмiдтом систе-
ми (10) вiдносно скалярного добутку простору
L2 = L2(R

2, dρ(x, y)) функцiй iнтегрованих iз ква-
дратом на R2 вiдносно мiри Бореля dρ(x, y).

Припускається, що функцiї

R2 ∋ (x, y) 7→ xmyn, m, n ∈ Z, (12)

є лiнiйно незалежними i утворюють тотальну мно-
жину в L2. Тобто, використовуючи порядок (10),
отримуємо як результат систему ортогональних по-
лiномiв, поданих у виглядi таблицi:

P0,0(x, y) = 1;

P1,0(x, y), P1,1(x, y), P1,2(x, y), P1,3(x, y);

P2,0(x, y), P2,1(x, y), P2,2(x, y), P2,3(x, y),

P2,4(x, y), P2,5(x, y), P2,6(x, y);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn,0(x, y), Pn,1(x, y), Pn,2(x, y), . . . ,

Pn,n−1(x, y), Pn,4n−1(x, y);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(13)

де кожний полiном має вигляд

Pn;γ(x, y) = kn;γx
αyβ + · · · , n ∈ N0,

γ = 0, 1, . . . , 4n− 1, kn;γ > 0;
(14)

для вiдповiдних α, β = 0,±1,±2, . . . ,±n; де + · · ·
позначає наступну частину вiдповiдного полiнома
згiдно з порядком (10), i, для визначеностi, покла-
дено P0;0(x, y) := 1. Таким чином, Pn;γ(x, y) є лi-
нiйною комбiнацiєю елементiв (10). Кожний рядок
у (13) — це вектор Pn(x, y), який є розв’язком си-
стеми (11).

Отже, тепер образи операторiв зсуву

JAx
myn = xm+1yn, JA−1xmyn = xm−1yn,

JBx
myn = xmyn+1, JB−1xmyn = xmyn−1,

позначенi для простоти також через JA, JB , JA−1 ,
JB−1 , у базисi 13 мають вигляд матриць (4)–(7).

Для подальшого запису перетворення Фур’є за-
пишемо скалярний добуток:

(fn, Pn(x, y))Hn
= fn;0Pn;0(x, y) +

+ fn;1Pn;1(x, y) + . . .+ fn;4n−1Pn;4n−1(x, y),

∀fn ∈ Hn, n ∈ N,

де fn;γ — координати вектора fn, γ = 0, 1, . . . ,
4n− 1.

Пряма спектральна задача для операторiв JA,
JB , JA−1 , JB−1 та їхнiх обернених має такий
вигляд.
Теорема 1. Нехай у просторi (3) визначенi лiнiйнi

оператори A, B, A−1, B−1 на фiнiтних векторах

lfin блочними тридiагональними матрицями типу

Якобi JA, JB , JA−1 , JB−1 вигляду (4)–(7), що дiють

за правилами (8). Припускається, що всi блоки-

коефiцiєнти an, bn, cn, un, vn, wn, pn, qn, rn, ωn,

φn, ψn, n ∈ N0 є рiвномiрно обмеженими та ма-

ють нульовi i додатнi елементи згiдно з [1], а за-

микання A i B та A−1 i B−1 за неперервнiстю є

обмеженими комутуючими самоспряженими опе-

раторами у цьому просторi.

Розклад за узагальненими власними векторами

операторiв A i B та A−1 i B−1 вiдповiдних бло-

чним тридiагональним матрицям типу Якобi JA,

JB , JA−1 , JB−1 має такий вигляд. Для заданого

початкового значення ϕ0(x, y) = ϕ0 ∈ R \ {0} си-

стема рiвнянь

(JAϕ(x, y))n = an−1ϕn−1(x, y) +

+ bnϕn(x, y) + cnϕn+1(x, y) =

= xϕn(x, y),

(JBϕ(x, y))n = un−1ϕn−1(x, y) +

+ wnϕn(x, y) + vnϕn+1(x, y) =

= yϕn(x, y),

(JA−1ϕ(x, y))n = pn−1ϕn−1(x, y) +

+ rnϕn(x, y) + qnϕn+1(x, y) =

= x−1ϕn(x, y),

(JB−1ϕ(x, y))n = ψn−1ϕn−1(x, y) +

+ ωnϕn(x, y) + φnϕn+1(x, y) =

= y−1ϕn(x, y),

n ∈ N0, ϕ−1(x, y) =: 0,

(15)

має розв’язок ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))
∞
n=0, ϕn(x, y) зi

значеннями в Hn, у виглядi

ϕn(x, y) = Pn(x, y)ϕ0 =

= (Pn;0, Pn;1, . . . , Pn;4n−1, )ϕ0,

який є узагальненим власним вектором пари опе-

раторiв A i B та A−1 i B−1 згiдно з проекцiйною

спектральною теоремою [2; 3; 11]. Pn;γ(x, y), γ =
= 0, 1, . . . , 4n−1 — полiноми вiд x i y та x−1 i y−1.

З розкладу за узагальненими власними вектора-

ми для операторiвA i B та A−1 i B−1 отримуємо

перетворення Фур’є у виглядi

l2 ⊃ lfin ∋ f = (fn)
∞
n=0 7→ f̂(x, y) =

=

∞∑

n=0

P ∗
n(x, y)fn =

= P0;0(x, y)f0;0 +

∞∑

n=1

4n−1∑

γ=0

Pn;γ(x, y)fn;γ ∈

∈ L2(R
2, dρ(x, y)) := L2, (16)

де P ∗
n(x, y) : Hn → H0 — оператор спряжений до

Pn(x, y) : H0 → Hn, dρ(x, y) — вiдповiдна спек-

тральна мiра A i B (A−1 i B−1).
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Рiвнiсть Парсеваля має вигляд: ∀f, g ∈ lfin

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JAf, g)l2 =

∫

R2

xf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JBf, g)l2 =

∫

R2

yf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JA−1f, g)l2 =

∫

R2

x−1f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JB−1f, g)l2 =

∫

R2

y−1f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y).

(17)

Перетворення (16) i тотожнiсть (17) розширю-

ються за неперервнiстю на ∀f, g ∈ l2 так, що

оператор (16) є унiтарним i вiдображає весь l2 у

весь L2(R
2, dρ(x, y)).

Полiноми Pn;γ(x, y), n ∈ N, γ = 0, . . . , 4n− 1 i

P0;0 = 1 утворюють ортонормовану систему в L2

у сенсi:

∫∫

R2

j∑

i=1

Pj;i(x, y)fj;i

k∑

i=l

Pk;l(x, y)fk;l =

= δj,k(fj , gk)Hj
.

де ∀fj ∈ Hj , ∀gk ∈ Hk, j, k ∈ N0.

Матрицi

JA = (τj,k)
∞
j,k=0, τj,k = (τj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

JB = (θj,k)
∞
j,k=0, θj,k = (θj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

JA−1 = (ηj,k)
∞
j,k=0, ηj,k = (ηj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

JB−1 = (ϑj,k)
∞
j,k=0, ϑj,k = (ϑj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

вiдновлюються за формулами:

τj,k;α,β = (JAδk,β , δj,α)l2

=

∫∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

θj,k;α,β = (JBδk,β , δj,α)l2

=

∫∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ηj,k;α,β = (JAδk,β , δj,α)l2

=

∫∫

R2

x−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ϑj,k;α,β = (JBδk,β , δj,α)l2

=

∫∫

R2

y−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y).

(18)

Доведення теореми у випадку не сильної проблеми
моментiв детально викладено в [10]. Наведемо ко-
роткий варiант доведення нашої теореми. Розгляда-
ємо оператори у просторi l2 вигляду (3). Додатково
запишемо оснащення l2:

(lfin)
′ ⊃ l2(p

−1) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (19)

де l2(p) — зважений l2 iз вагами p = (pn)
∞
n=0,

pn ≥ 1, (p−1 = (p−1
n )∞n=0). У нашому випадку

l2(p) — Гiльбертiв простiр послiдовностей f =
= (fn)

∞
n=0, fn ∈ Hn iз нормою i скалярним до-

бутком:

‖f‖2
l2(p)

=
∞∑

n=0

‖fn‖2Hn
pn,

(f, g)l2(p) =

∞∑

n=0

(fn, gn)Hn
pn.

(20)

Аналогiчно визначається l2(p
−1); lfin — простiр фi-

нiтних послiдовностей (lfin)
′ — спряжений простiр

до lfin. Не важко показати, що вкладення l2(p) →֒ l2

є квазiядерним if
∑∞
n=0 np

−1
n < ∞ (див., напри-

клад, [2, роздiл 7; 11, роздiл 15]).
Нехай A i B — пара комутуючих обмежених

операторiв, що мають оберненiA−1 iB−1, стандар-
тно пов’язаних iз оснащенням (19). Згiдно з прое-
кцiйною спектральною теоремою (див. [3, роздiл 3,
теорема 2.7; 2, роздiл 5; 11, роздiл 15]) цi оператори
мають зображення для f ∈ l2,

Af =

∫

R2

xΦ(x, y) dσ(x, y)f,

Bf =

∫

R2

yΦ(x, y) dσ(x, y)f,

A−1f =

∫

R2

x−1Φ(x, y) dσ(x, y)f,

B−1f =

∫

R2

y−1Φ(x, y) dσ(x, y)f,

(21)

де Φ(x, y) : l2(p) → l2(p
−1) — узагальнений прое-

ктор, а dσ(x, y) — спектральна мiра. Для всiх f ∈
∈ lfin проекцiя Φ(x, y)f ∈ l2(p

−1) є узагальненим
власним вектором A i B (A−1 i B−1) iз вiдповiдни-
ми власними значеннями x, y, x−1, y−1. Для всiх
f, g ∈ lfin рiвнiсть Парсеваля

(f, g)l2 =

∫

R2

(Φ(x, y)f, g)l2dσ(x, y); (22)

пiсля замикання (22) виконується для ∀f, g ∈ l2.
Позначимо через πn проектор в l2 на Hn, n ∈

∈ N0. Отже ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2 маємо fn = πnf .

Аналогiчно цей оператор дiє i в l2(p) та l2(p
−1).

Розглянемо операторну матрицю

(Φj,k(x, y))
∞
j,k=0,
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де
Φj,k(x, y) = πjΦ(x, y)πk,

Φj,k(x, y) : l2 → Hj , (Hk → Hj).
(23)

Рiвнiсть Парсеваля (22) записується для ∀f, g ∈
∈ l2 у виглядi:

(f, g)l2 =

∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φ(x, y)πkf, πjg)l2dσ(x, y) =

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(πjΦ(x, y)πkf, g)l2dσ(x, y) =

=

∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y). (24)

Тепер розглянемо бiльш специфiчнi операто-
ри A i B та A−1 i B−1 в l2. Нехай вони заданi
матрицями JA i JB та JA−1 i JB−1 , що мають бло-
чну тридiагональну форму (4)–(7) з внутрiшньою
структурою, описаною в [1].

На наступному кроцi перепишемо рiвнiсть Пар-
севаля (24) в термiнах узагальнених власних векто-
рiв комутуючих самоспряжених операторiв A i B
та A−1 i B−1.

Нехай ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))
∞
n=0, ϕn(x, y) ∈ Hn,

(x, y) ∈ R2 — узагальнений власний вектор в (lfin)
′

операторiв A i B та A−1 i B−1 з власними чи-
слами x, y, x−1, y−1 вiдповiдно. Таким чином
ϕ(x, y) це розв’язок з (lfin)

′ системи рiзницевих
рiвнянь (15) з початковою умовою ϕ0 ∈ R i покла-
дено ϕ−1(x, y) =: 0.

Стверджується, що цей розв’язок є таким:
∀n ∈ N

ϕn(x, y) = Pn(x, y)ϕ0

= (Pn;0, Pn;1, . . . , Pn;4n−1)ϕ0.
(25)

Тут Pn;γ , γ = 0, 1, . . . , 4n− 1 — полiноми вiд x i y
та x−1 i y−1. Цi полiноми мають вигляд

Pn;γ(x, y) = ln;γy
nαxβ + qn;γ(x, y), (26)

для γ = 1, 2, . . . , 4n − 1, де ln;γ > 0 i qn;γ(x, y) —
залишок згiдно з порядком (10).

Розглянемо Pn(x, y) з фiксованими x i y як
лiнiйний оператор, який дiє з H0 в Hn, тобто,
H0 ∋ ϕ0 7→ Pn(x, y)ϕ0 ∈ Hn. Ми також розу-
мiємо Pn(x, y) як операторнозначний полiном вiд
x, y ∈ R2; отже, оператор сполучення має вигляд
P ∗
n(x, y) = (Pn(x, y))

∗ : Hn → H0. Використовую-
чи полiноми Pn(x, y), будуємо таке представлення
для Φj,k(x, y).

Оператор Φj,k(x, y), ∀(x, y) ∈ R2 має такий
вигляд:

Φj,k(x, y) = Pj(x, y)Φ0,0(x, y)P
∗
k (x, y),

Φj,k(x, y) : Hk → Hj ,
(27)

для j, k ∈ N0, де Φ0,0(x, y) ≥ 0 скаляр.
Тепер можна переписати рiвнiсть Парсева-

ля (24) в бiльш конкретнiй формi. Нарештi, ми пiд-
ставимо вираз (27) для Φj,k(x, y) в (24) i отримає-
мо, що

(f, g)l2 =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y) =

=

∞∑

j,k=0

∫

R2

(Pj(x, y)Φ0,0(x, y)P
∗
k (x, y)fk, gj)l2 ×

× dσ(x, y) =

=

∞∑

j,k=0

∫

R2

(P ∗
k (x, y)fk, P

∗
j (x, y)gj)l2dρ(x, y) =

=

∫

R2

( ∞∑

k=0

P ∗
k (x, y)fk

)( ∞∑

j=0

P ∗
j (x, y)gj

)
dρ(x, y),

dρ(x, y) = Φ0,0(x, y) dσ(x, y), ∀f, g ∈ lfin. (28)

Позначимо перетворення Фур’є «̂» для кому-
туючих самоспряжених операторiв A i B (A−1

i B−1) в просторi l2:

l2 ⊃ lfin ∋ f = (fn)
∞
n=0 7→ f̂(x, y) =

=

∞∑

n=0

P ∗
n(x, y)fn ∈ L2(R

2, dρ(x, y)). (29)

Отже, (28) дає рiвнiсть Парсеваля у фiнальнiй
формi,

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

∀f, g ∈ lfin. (30)

Продовжимо (30) за неперервнiстю для ∀f, g ∈ l2.
Ортогональнiсть полiномiв P ∗

n(x, y) з (30) для
∀k, j ∈ N0 розумiється як

∫

R2

(P ∗
k (x, y)fk)(P

∗
j (x, y)gj) dρ(x, y) =

= δj,k(fj , gj)Hj
, (31)

де f = (0, . . . , 0, fk, 0, . . .), fk ∈ Hk, g =
= (0, . . . , 0, gj, 0, . . .), gj ∈ Hj в (29) i (30).

Використовуючи зображення (25) для цих мно-
гочленiв, переписуємо рiвнiсть (31) у зазвичай кла-
сичнiй скалярнiй формi. Щоб зробити це, зауважи-
мо, що P ∗

0 (x, y) = P̄0(x, y) i для n ∈ N вiдповiдно
до (25)

Pn(x, y) = (Pn;0(x, y), Pn;1(x, y), . . . ,

Pn;4n−1(x, y)) : H0 → Hn.
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Отже, спряжений оператора P ∗
n(x, y) : Hn → H0:

(Pn(x, y)q, p)Hn
= ((Pn;0(x, y)q, Pn;1(x, y)q, . . . ,

Pn;4n−1(x, y)q), (p0, p1, . . . , pn))Hn
=

= Pn;0(x, y)qp̄0 + Pn;1(x, y)qp̄1 + · · ·
+ Pn;4n−1(x, y)qp̄n =

= q(Pn;0(x, y)p0 + Pn;1(x, y)p1 + · · ·

+ Pn;4n−1(x, y)pn) = (q, P ∗
n(x, y)p)H0

,

де, P ∗
n(x, y)p = Pn;0(x, y)p0 + Pn;1(x, y)p1 + · · · +

+Pn;4n−1(x, y)pn, ∀q ∈ H0, i p = (p0, p1, . . . , pn) ∈
∈ Hn.

З останньої рiвностi для n ∈ N i fn =
= (fn,0, fn,1, . . . , fn,4n−1) ∈ Hn, отримуємо:

P ∗
n(x, y)fn = Pn;0(x, y)fn;0+Pn;1(x, y)fn;1+ · · ·
+ Pn;4n−1(x, y)fn;4n−1, P ∗

0 (x, y) = 1. (32)

Тому (31) має вигляд: ∀fk;0, fk;1, . . . , fk;k,
gj;0, gj;1, . . . , gj;j ∈ C, j, k ∈ N0,

∫

R2

( k∑

α=0

Pk;α(x, y)fk;α

)( j∑

β=0

Pj;β(x, y)fj;β

)
×

× dρ(x, y) = δj,k

j∑

α=0

fj;αḡj;α.

Ця рiвнiсть еквiвалентна наступному спiввiдно-
шенню ортогональностi в звичайнiй класичнiй
формi:

∫

R2

P ∗
k;β(x, y)Pj;αdρ(x, y) = δj,kδα,β , (33)

(P0;0 = P0(x, y)), для ∀j, k ∈ N0, ∀α =
= 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1.

Зазначимо, що у зв’язку з (32) перетворення
Фур’є (29) може бути переписано у виглядi (16).
З (30) отримуємо (17). Тодi вирази для коефiцiєн-
тiв (18) випливають з (17).

Полiноми другого роду

Полiноми другого роду Qn(z1z2) визначаємо
виразом, який узагальнює вiдомий вираз для полi-
номiв другого роду у класичному випадку, а саме,

покладемо:

Qn(z1, z2) :=

∫∫

R2

1

(λ − z1)(µ − z2)
×

×(Pn(λ, µ) − Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2))×

× dρ(λ, µ), (34)

де z1, z2 ∈ C \ R, n ∈ N0, i dρ(λ, µ) мiра на R2

iз компактним носiєм, вiдповiдна парi обмежених
самоспряжених комутуючих операторiв JA i JB
та JA−1 i JB−1 .

Визначена в (34) послiдовнiсть Q(z) =
= (Qn(z1, z2))

∞
n=0 є розв’язком системи рiзницевих

рiвнянь n ∈ N, z1, z2 ∈ C

an−1Qn−1(z1, z2) + bnQn(z1, z2)

+ cnQn+1(z1, z2) = z1Qn(z1, z2),

un−1Qn−1(z1, z2) + wnQn(z1, z2)

+ vnQn+1(z1, z2) = z2Qn(z1, z2),

pn−1Qn−1(z1, z2) + rnQn(z1, z2)

+ qnQn+1(z1, z2) = z−1
1 Qn(z1, z2),

ψn−1Qn−1(z1, z2) + ωnQn(z1, z2)

+ φnQn+1(z1, z2) = z−1
2 Qn(z1, z2),

(35)

але iз початковими даними Q0;0(z1, z2) = 0. Такий
факт доводиться аналогiчно [13].

Аналог функцiї Вейля

Введемо також аналог функцiї Вейля для силь-
ної двовимiрної дiйсної проблеми моментiв. Вико-
ристовуючи вираз (34), покладемо

M(z1, z2) = (Rz1(A)δ0, Rz̄2(B)δ0)l2

=

∫∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ). (36)

Функцiя M(z1, z2) однозначно визначає спектраль-
ну мiру операторiв A i B (A−1 i B−1). Цей факт
для не сильної двовимiрної проблеми моментiв до-
ведено в [13].
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M. Dudkin, V. Kozak

THE INVESTIGATIONS OF JACOBI TYPE SYMMETRIC
MATRICES RELATED TO THE STRONG TWO DIMENSION REAL

POWER MOMENT PROBLEM

In this article we propose an approach to the strong two-dimensional Hamburger moment problem based

on the theory of generalized eigenvectors expansion for two commuting selfadjoint operators, that have inverse

operators and the construction of corresponding block three-diagonals Jacobi type matrices.

In this approach we at first prove the one-to-one correspondence between the strong two-dimensional

Hamburger moment problem and corresponding block three-diagonals Jacobi type matrices by the use of the

theory of eigenfunction expansion on generalized eigenvectors corresponding two commuting operators and

their inverse operators.

After this we show that operators generated by Jacobi type three-diagonals block matrix have the spectral

measure corresponding to the moment representation.

Such approach is proposed by Yu. M. Berezansky many years ago and gives the possibility to investigate the

following moment problems: classical, trigonometric, complex, matrix and different many-dimensional analogs

of them, including infinite-dimensional cases.

At first the similar to above mentioned idea of the investigations of positive defined functions (named

directed functionals) belongs to M. G. Krein (1946–1948). He has constructed the Hilbert space by means of

investigated positive definite kernel and to natural operators in this space connected with investigated problem.

All investigations are presented under not very burdening conditions, namely we suppose that the measure

dρ(x, y) has compact support on the real plane R2, zero not belong to this support, such measure has all

moments, the set xnym, m,n ∈ Z is liner independent with respect to dρ(x, y) and is total in L2(R
2, dρ(x, y)).

It means that we consider two bounded non-degenerated commuting selfadjoint operators such that have

obligatory bounded inverse operators.

Keywords: of Jacobi type symmetric matrices, the strong two dimension real power moment problem,
polynomials of second order, analog of Weyl function.
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