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У роботi розглядаються деякi застосування теорiї керованих марковських полiв, заданих на деякому

скiнченному неорiєнтованому графi. Граф описує систему «сусiдської залежностi», еволюцiя випад-

кового процесу описується через локальну i синхронну змiну станiв вершин графу, що залежать вiд

рiшень, що приймаються в них. Наведено приклад застосування теорiї до NK-автоматiв Кауффмана

та керування лiсовим господарством задля зменшення збиткiв вiд пошкодження вiтром.
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Вступ

Теорiя керування випадковими процесами та
полями досить розгалужена i об’ємна. Застосуван-
ня її теоретичних положень дають змогу описати
процеси рiзної природи. В роботi [1] розглянуто
деякi проблеми, якi виникають пiд час розв’яз-
ку багатьох прикладних задач економiки, розпiзна-
вання, соцiологiї, бiологiї, моделювання катастроф.
Основною метою цiєї роботи є дослiдження за-
стосування керованих випадкових полiв, заданих
на скiнченному неорiєнтованому графi [2], до за-
дач керування бiологiчними системами на прикла-
дi NK-автоматiв Кауффмана та керування лiсовим
господарством задля зменшення збиткiв вiд ура-
ження вiтром.

Постановка задачi

Матерiал цього роздiлу спирається на результа-
ти роботи [2].

Нехай задано деякий неорiєнтований скiнчен-
ний граф Γ = (V,B) з множиною вершин V i
множиною ребер B ⊂ V 2 − diagV . Позначимо
{k, j} ребро, що з’єднує вершини графа k i j.
Околом вершини k називатимемо множину вер-
шин N(k) = {j : {k, j} ∈ B}. Повним околом
вершини k — множину Ñ(k) = N(k) ∪ {k}, тоб-
то окiл вершини k разом з самою вершиною k.
Для будь-якої пiдмножини K ⊂ V означимо окiл
як N(K) =

⋃
k∈K N(k) − K , а повний окiл як

Ñ(K) = N(K) ∪K . Для кожної пiдмножини вер-
шин K ⊂ V позначимо маргинальний вектор ста-
ну x xK = (xk, k ∈ K) ∈ XK = ×i∈K Xi.

Нехай Xi = {x1i , . . . , xni

i } — локальний простiр
станiв вершини i ∈ V , тобто скiнченна множина
допустимих станiв, що ставляться у вiдповiднiсть
вершинi i. Тодi X = ×i∈V Xi — глобальний про-
стiр станiв системи. Для кожної пiдмножини вер-
шин K ⊂ V сукупнiсть {xk, k ∈ K} ∈ XK =
= ×i∈K Xi позначатимемо xK .

Випадкова величина ξ, визначена на деякому
ймовiрнiстному просторi (Ω,F ,P), яка приймає
значення в X , називається (дискретним) випадко-
вим полем на (V,B) (або, простiше, випадковим
полем на V ). Маргiнальнi випадковi величини iз
значеннями в просторiXK позначатимемо ξK . Для
K = {k} писатимемо ξk.

Всюди вважатимемо, що всi випадковi вели-
чини заданi на деякому ймовiрнiсному просто-
рi (Ω,F ,P).
Означення 1. Дискретне випадкове поле ξ
на (V,B), визначене вище, є (дискретним) марков-
ським полем, якщо виконується

P(ξk = xk | ξV−{k}) = P(ξk = xk | ξN(k)) (1)

для всiх x ∈ X .
У багатьох задачах, що стосуються прикладних

застосувань, випадковi поля використовують для
опису еволюцiї системи, тобто значення ξ залежить
вiд часу t. У цьому разi писатимемо ξ = (ξt), щоб
пiдкреслити залежнiсть вiд часу.

Усюди в цiй роботi вважатимемо, що t набуває
дискретних значень t = 0, 1, . . . Iндекс k бiля ξtk
вказує на належнiсть до вершини k, таким чином
ξtk позначає маргiнальний розподiл у момент ча-
су t значень вершини k деякого векторнозначного
процесу ξ = (ξt : t = 0, 1, . . . ).

Якщо марковський процес ξ, описаний вище,
ставиться у вiдповiднiсть системi околiв {N(k) :
k ∈ V } графу (V,B), природно припустити, з ура-
хуванням еволюцiї системи в часi, що значення xk
k-ї вершини у кожен момент часу залежить вiд по-
переднього стану всiєї системи тiльки через зна-
чення вершин з Ñ(k) (включно з k) у попереднiй
момент часу.

Для опису цього наведемо визначення марков-
ської властивостi в просторi та часi.
Означення 2. Нехай ξ = {ξt, t = 0, 1, . . .} —
дискретний марковський процес, описаний вище,
зi скiнченним простором станiв X на Γ. Перехi-
днi ймовiрностi на X називаються локальними [3,
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p. 100], якщо

P{ξt+1
k = xt+1

k | ξt, . . . , ξ0} =

= P{ξt+1
k = xt+1

k | ξt
Ñ(k)

} (2)

для всiх k ∈ V , xt+1 ∈ X виконується майже всю-
ди по мiрi P, тобто стан вершини k залежить тiльки
вiд її повного околу в попереднiй момент часу.

Перехiднi ймовiрностi на X називаються син-
хронними [3, p. 100], якщо

P{ξt+1
K = xt+1

K | ξt = xt} =

=
∏

k∈K

P{ξt+1
k = xt+1

k | ξt = xt} (3)

для всiх K ⊂ V , xt, xt+1 ∈ X .
Якщо ξ задовольняє (2) i (3), то вона називає-

ться марковським процесом iз локальною синхрон-
ною взаємодiєю компонент на (Γ, X), або, коротко,
(залежним вiд часу) марковським випадковим по-
лем.

Припустимо, що у кожен момент часу дано мно-
жину дiй (керуючих впливiв) U = ×i∈V Ui на Γ,
де Ui — множина допустимих дiй (рiшень) для вер-
шини i. Припустимо, що Ui не залежить вiд t i
скiнченна. Позначимо через

∆t = ∆t(x0, . . . , xt) = {∆t
i(x

0, . . . , xt) : i ∈ V }

залежне вiд iсторiї системи рiшення в момент ча-
су t, t = 0, 1, . . . Розглядатимемо тiльки керування,
локальнi у такому розумiннi:
Означення 3. (1) Якщо в моменти часу t =
= 0, 1, . . . рiшення ∆t

i вершини i приймаються
тiльки на пiдставi iнформацiї про iсторiю пов-
ного околу Ñ(i) вершини i, тобто залежно вiд
x0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

, то послiдовнiсть рiшень δi =

= {∆t
i, t ∈ N} називається локальною стратегiєю

для вершини i. Таким чином для залежних вiд iсто-
рiї рiшень маємо послiдовностi ∆t

i(x
0, . . . , xt) =

= ∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

). Цi функцiї визначенi в про-

сторi

Xt+1

Ñ(i)
= XÑ(i) × · · · ×XÑ(i)︸ ︷︷ ︸

(t+1) раз

i приймають значення в Ui.
(2) Локальна стратегiя δ = (δi : i ∈ V ) задає-

ться функцiями δi = {∆t
i, t > 0}, де

∆0
i = ∆0

i (x
0
Ñ(i)

), . . . ,

∆t
i = ∆t

i(x
0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

), . . . ,

є залежною вiд iсторiї послiдовнiстю рiшень вер-
шини i.

Виходячи з цього означення, природно припу-
стити, що вплив керування на еволюцiю залежного
вiд часу випадкового поля ξ вiдбувається через пе-
рехiднi ймовiрностi

P

{
ξt+1 = xt+1 | ξt

Ñ(i)
= y,

{
∆t
i(ξ

0
Ñ(i)

, . . . , ξt
Ñ(i)

) : i ∈ V
}
= u

}
.

Включення марковської структури згiдно з
означенням 2 в конструкцiю процесу веде до при-
пущення, що закон руху системи характеризується
iнварiантними у часi перехiдними ймовiрностями.
А саме, як тiльки система перебуває у станi y i
приймається рiшення u, то, незважаючи на її iсто-
рiю, наступний стан вибирається у вiдповiдностi з
законом переходу, залежним тiльки вiд (y, u).

Виходячи з цього, стратегiя δ визначати-
ме ймовiрнiстну мiру в просторi послiдовностей
(ξ0, ξ1, . . .) для кожного фiксованого початкового
стану x0. Пару (ξ, δ) називатимемо керованою вер-
сiєю випадкового поля ξ стратегiєю δ.

Керований процес взагалi не буде марковським,
оскiльки функцiї ∆t

i, i ∈ V , залежать не тiльки вiд
станiв xt

Ñ(i)
, i ∈ V , а й вiд попереднiх (локальних)

станiв x0
Ñ(i)

, . . . , xt−1

Ñ(i)
також.

Означення 4. Локальна стратегiя δ = (δi : i ∈
∈ V ) називається марковською стратегiєю, якщо
∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

) = ∆t
i(x

t
Ñ(i)

), i ∈ V , тобто

кожна локальна вирiшуюча функцiя ∆t
i залежить

вiд повної iсторiї тiльки через поточний локальний
стан вершини i.

Звiдси випливає, що використання марковської
стратегiї δ як стратегiї керування залежним вiд ча-
су марковським випадковим полем визначає мар-
ковський процес (ξ, δ). Взагалi кажучи, ця версiя ξ
не є однорiдним марковським ланцюгом.
Означення 5. Локальна марковська стратегiя δ =
= (δi : i ∈ V ) називається стацiонарною марков-
ською стратегiєю, якщо ∆t′

i (xÑ(i)) ≡ ∆t′′

i (xÑ(i)),

i ∈ V , для всiх t′ i t′′, тобто стацiонарна марков-
ська стратегiя δ повнiстю визначається функцiями

∆i : XÑ(i) → Ui, i ∈ V ;

xt
Ñ(i)

→ ∆i(x
t
Ñ(i)

).

У багатьох задачах допустимi рiшення для ке-
руючих впливiв на систему залежать тiльки вiд
актуального стану системи. Тодi нехай U ti (xÑ(i))

описує певнi обмеження значень для рiшення ∆t
i

у момент часу t, якщо ξt
Ñ(i)

= xÑ(i) i U t(x) =

= ×i∈V U ti (xÑ(i)).
Означення 6. (1) Для кожної вершини i ∈ V i ко-
жної конфiгурацiї околицi (стану) xÑ(i) вершини i

U ti (xÑ(i)) — множина допустимих рiшень для ∆t
i у

момент часу t, якщо ξt
Ñ(i)

= xÑ(i).
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(2) Локальна стратегiя δ називається допусти-
мою, якщо для кожного t ∈ N

∆t(x0, . . . , xt−1, xt) =

=
{
∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt−1

Ñ(i)
, xt
Ñ(i)

) : i ∈ V
}
∈

∈ U t(xt).

Клас усiх допустимих детермiнованих ло-
кальних стратегiй позначимо через LD; пiдклас
допустимих локальних марковських стратегiй че-
рез LDM .

(3) Через LDS позначимо клас допустимих
детермiнованих стацiонарних локальних марков-
ських стратегiй з iнварiантними в часi обмежую-
чими множинами: ∆t = ∆t′ для всiх t, t′ ∈ N i
U t(x) = U(x) = ×i∈V Ui(xÑ(i)) для всiх t.
Означення 7. Пара (ξ, δ) називається керованим
процесом з локально взаємодiючими синхронними
компонентами, заданим на скiнченному графi Γ =
= (V,B), якщо ξ = (ξt : t ∈ N) — стохастичний
процес з простором станiв X = ×i∈V Xi, δ =
= (δi : i ∈ V ) — локальна стратегiя, i переходи ξ
визначаються так:

P
{
ξt+1
S = xS | ξ0 = x0,∆0(ξ0) = u0, . . . ,

ξt−1 = xt−1,∆t−1(ξ0, . . . , ξt−1) = ut−1,

ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u
}
=

= P
{
ξt+1
S = xS | ξ0 = x0, . . . , ξt−1 = xt−1,

ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u
}
=

= P
{
ξt+1
S = xS | ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u

}
=

=
∏

j∈S

P
{
ξt+1
j = xj | ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = u

}
=

=
∏

j∈S

P
{
ξt+1
j = xj | ξtÑ(j)

= yÑ(j),

∆t
j(ξ

0
Ñ(j)

, . . . , ξt
Ñ(j)

) = uj
}
=

=
∏

j∈S

Qj{xj | yÑ(j), uj} · 1{u}
(
∆t(ξ0, . . . , ξt)

)
=

= QS(xS | y, u) · 1{u}
(
∆t(ξ0, . . . , ξt)

)
,

S ⊆ V, y ∈ X, u ∈ U(y),

де Qj{xj | yÑ(j), uj} — локально визначенi перехi-
днi ядра, якi означають iнварiантний у часi закон
руху системи. Для S = V будемо писати:

Q(x | y, u) = P{ξt+1 = x | ξt = y,∆t = u}.

Очевидно, що
∑

x∈X

Q(x | y, u) = 1, y ∈ X.

ξ коротко називатимемо керованим залежним
вiд часу випадковим полем.

Якщо у станi t ∈ N система перебуває у ста-
нi ξt = xt i прийнято рiшення ut, то система має
(однокроковi) втрати r(xt, ut) > 0. Очiкуванi втра-
ти до моменту часу T включно, якщо ξ починає з
ξ0 = y i використовується стратегiя δ будуть тодi
такими:

QδT (y) = Eδy
1

T + 1

T∑

t=0

r(ξt,∆t) :=

:= E
δ
y

1

T + 1

T∑

t=0

r
(
ξt,∆t(ξ0, . . . , ξt)

)
, (4)

де Eδy — математичне сподiвання, що вiдповiдає ке-
рованому процесу (ξ, δ), якщо ξ0 = y. Задача по-
лягає у знаходженнi стратегiї δ, що асимптотично
мiнiмiзує очiкуванi витрати на необмеженому го-
ризонтi

Rδy = lim sup
T→∞

QδT (y). (5)

Позначимо через

ρ(y) = inf
δ∈LD

Rδy

значення, яке може набути оптимальна стратегiя.
Означення 8. Стратегiя δ⋆ ∈ LD називається
оптимальною, якщо ρ(y) = Rδ

⋆

y для всiх y ∈ X .
Основним результатом для задачi керування

марковським полем на графi є знаходження опти-
мальної стратегiї в класi стацiонарних марковських
стратегiй (див. [2]).
Теорема. Розглянемо керований процес (ξ, δ) з

локально взаємодiючими синхронними компонен-

тами, заданий на скiнченному графi Γ = (V,B)
вiдповiдно до означення 7 зi скiнченною множиною

станiв X випадкової величини ξ i скiнченною

множиною керуючих впливiв U . Нехай множина

допустимих рiшень U t(·) не залежить вiд t. Тодi

в класi LD допустимих детермiнованих локальних

стратегiй iснує єдина оптимальна стратегiя, яка

належить класу LDS стацiонарних марковських

стратегiй.

NK-автомати Кауффмана

Як зазначено в [4], геном вищих органiзмiв на-
лiчує iнформацiю про виробництво близько 100 000
рiзних протеїнiв. Одним iз центральних тверджень
у бiологiї розвитку є пояснення iснування рiзних
типiв клiтин наявнiстю рiзних генiв, якi функцiо-
нують всерединi цих клiтин. При цьому всi клiтини
мають майже однаковий генетичний склад. Вони
диференцiюються унаслiдок рiзної поведiнки генiв
у них.

Геном дiє як мережа, у якiй гени регулюють
один одного або безпосередньо, або за допомогою
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вироблених протеїнiв. Поведiнка цiєї системи ви-
значає тип клiтини. Розумiння структури i пове-
дiнки генних регуляторних систем є центральною
задачею молекулярної бiологiї.

Кожна складна система має так званi локальнi
властивостi: цi характеристики описують, як окре-
мi елементи в системi пов’язанi та як вони можуть
впливати один на одний. В геномi елементами є ге-
ни. Активнiсть одного гена регулюється невеликою
кiлькiстю iнших генiв. Також iснують правила, що
керують взаємодiєю генiв.

При заданому наборi локальних властивостей
можна збудувати велику єднiсть (ensemble) або
клас усiх систем, якi вiдповiдають цим правилам.
Статистичнi методи дозволяють визначити середнi
характеристики систем.

C. Кауффман запропонував у [4] такий пiдхiд
до моделювання генної регуляторної системи. По-
ведiнка елементiв системи iдеалiзується представ-
ленням їх як булевих елементiв. Щоб вивчити по-
ведiнку багатьох елементiв використовуються ви-
падковi булевi мережi. В булевiй NK-мережi кожен
зN булевих елементiв регулюєтьсяK iншими. Для
кожного елемента iснує булева функцiя, яка визна-
чає його еволюцiю. Поведiнка бiологiчної системи
iдеалiзується також тим, що розглядаються авто-
номнi випадковi булевi NK-мережi, тобто такi, в
яких жоднi вхiднi данi не надходять з-поза систе-
ми. Таким чином, задавши значення N i K , можна
розглянути клас мереж, якi мають спiльнi власти-
востi. Кожна комбiнацiя значень елементiв мережi
утворює стан мережi. На кожному часовому кроцi
значення булевих елементiв обчислюються за до-
помогою булевих функцiй. Оскiльки всi значення
обчислюються одночасно i система змiнює значе-
ння усiх елементiв одномоментно, кажуть, що си-
стема синхронна. Послiдовнiсть станiв називають
траєкторiєю мережi. Важливою властивiстю мере-
жi є скiнченна кiлькiсть станiв. Таким чином, си-
стема рано чи пiзно має увiйти в один зi станiв
повторно. Оскiльки наступний стан повнiстю ви-
значається попереднiм, система буде i надалi по-
вторювати траєкторiю i утворювати таким чином
цикл. Такi цикли називаються динамiчними атра-
кторами мережi. Як тiльки система досягає стану,
який належить циклу, вона залишається в цьому
циклi. Стани, якi приводять до станiв, що нале-
жать атрактору, називаються басейном атрактора.
Кожна мережа має принаймнi один атрактор. Зали-
шена без зовнiшнього впливу мережа потрапить в
один з атракторiв i залишиться в ньому. Iнша ситу-
ацiя спостерiгатиметься, якщо мережа зазнає зов-
нiшнiх збурень. Збуренням називається одноразова
змiна стану на випадковий iнший. Розглядатиме-
мо повнi (одноразова випадкова змiна значень усiх
елементiв мережi) та мiнiмальнi збурення (однора-
зова змiна значення одного випадкового елемента

мережi на протилежний). Реакцiя мережi на збу-
рення може сильно вiдрiзнятися. Для порiвняння
реакцiї мереж на збурення введемо поняття ста-
бiльностi. Стабiльнiсть NK-мережi до збурень —
умовна ймовiрнiсть того, що мережа не вийде за
межi свого басейну пiсля збурення.

Особливiсть повних збурень полягає в тому, що
для будь-яких двох станiв iснує повне збурення,
яке переводить перший стан у другий. Отже, у разi
повних збурень матимемо повний граф, що описує
досяжнiсть станiв автомата. Цiкавiшим з цiєї то-
чки зору є варiант мiнiмальних збурень. Тодi граф
досяжностi буде вiдповiдати графу околiв Γ i, отже,
до такої задачi можна буде застосувати результати
попереднього роздiлу. Для цього потрiбно визна-
чити функцiю втрат. Якщо припустити, що в ко-
жен момент часу випадковим чином вiдбувається
мiнiмальне збурення, на яке може впливати деяке
рiшення (наприклад, з метою лiкування, селекцiї
тощо), то матимемо перехiднi синхроннi локальнi
ймовiрностi. Крiм того, кожнiй парi рiшень i ста-
нiв можна поставити у вiдповiднiсть функцiю втрат
(наприклад, вартiсть лiкування, ступiнь досяжностi
цiльового басейну тощо). Таким чином отримаємо
задачу мiнiмiзацiї витрат, для розв’язку якої потрi-
бно буде знайти стацiонарну марковську стратегiю.

Порiвнюючи стабiльнiсть до повних i мiнiмаль-
них збурень, можна оцiнити рiвень досяжностi мiж
басейнами автомата: якщо рiзниця мiж стабiльнi-
стю до повних i мiнiмальних збурень висока, то
досяжнiсть мiж станами пiд впливом мiнiмальних
збурень — низька i навпаки.

Отже, пiд NK-автоматом розумiють:
• дискретну;
• динамiчну;
• синхронну;
• автономну
мережу зN булевих елементiв, кожен з яких маєK

Рис. 1. Граф зв’язкiв булевих елементiв (генiв),
N = 4, K = 3
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входiв та один вихiд, причому значення кожного
елемента на наступному кроцi залежать вiд зна-
чень його вхiдних елементiв через деяку булеву
функцiю.

На рис. 1 наведено приклад графа зв’язкiв бу-
левих елементiв (генiв), а на рис. 2 граф станiв
автомата. Бачимо, що автомат має три басейни.

Рис. 2. Граф станiв автомата, наведеного на рис. 1

С. Кауффман у [5] наводить низку тверджень
щодо залежностi мiж структурними та поведiнко-
вими характеристиками NK-автомата. Вiн розгля-
дає такi властивостi NK-автомата:
• кiлькiсть атракторiв;
• медiанне значення довжини атрактора;
• розмiри басейнiв, якi утворюють навколо себе
динамiчнi атрактори;
• стабiльнiсть до мiнiмальних збурень, тобто одно-
разової змiни значення значення одного з булевих
елементiв на протилежне;
• стабiльнiсть до структурних змiн в автоматi, тоб-
то до змiн у логiчних функцiях;
• досяжнiсть мiж рiзними атракторами, тобто кiль-
кiсть iнших атракторiв, до яких система може
перейти пiсля з кожного з атракторiв пiсля усiх
можливих мiнiмальних збурень;
• внутрiшня гомогеннiсть функцiї P — частка се-
ред 2K значень функцiї, яка дорiвнює нулю (або
одиницi, залежно вiд того, яких значень бiльше по-
ловини);
• середня внутрiшня гомогеннiсть усiх функцiй
з K входами (PK).

Пошкодження лiсiв вiтром

Для аналiзу вартостi з урахуванням ризику по-
шкодження вiтром у довгостроковому управлiннi
лiсами i аналiзу впливу тривалостi перiодiв часу
управлiння в роботi [6] було створено i проведено
дослiдження трьох марковських моделей керува-
ння лiсом великого масштабу з використанням
п’яти-, десяти- i двадцятирiчного перiодiв часу.

Використовуючи цi три моделi, довгостроковi полi-
тики ведення лiсового господарства з урахуванням
i без урахування ризику пошкодження вiтром були
створенi на основi п’яти-, десяти- i двадцятирi-
чних перiодiв часу. Опишемо, як були визначенi
постановки моделей, як були оптимiзованi полiти-
ки управлiння господарством, було оцiнено їхнiй
довгостроковий вплив на стан майна, i проведено
оцiнку їхнього впливу на вартiсть нерухомостi.
Обраний лiсовий фонд розташований у пiвденнiй
частинi Швецiї i називається Bjornstorp. Маєток
Bjornstorp повнiстю охоплює 2800 га i складається
з 1200 га лiсових земель, роздiлених на 623 стенди,
в яких в основному переважають норвезькi ялини.

Типовi конструкцiї i процес збору даних такi. У
всiх трьох моделях Bjornstorp кiлькiсть можливих
станiв варiювалася вiдповiдно до довжини перiодiв
часу, в той час як максимальний вiк i кiлькiсть
допустимих рiшень для управлiння була однако-
вою. Таким чином, простiр станiв вiдрiзнявся при
переходi мiж трьома моделями керованого марков-
ського поля, у той час як простори дiй цих моделей
були однаковими. Простiр дiй обирався невеликим,
дозволяючи лише два види дiяльностi управлiння
на кожному стендi, вiд виконання яких залежала
стратегiя (|Ai| = 2). Для позначення цього стенди
подiляли на два типи: чiткий i нечiткий. Цi два види
дiяльностi управлiння були обранi тому, що вони
iстотно впливали на рiвень ризику i фiнансової
оцiнки стендiв. Крiм цих двох заходiв з управ-
лiння, стенди були також обробленi вiдповiдно
до кiлькостi основних заходiв з управлiння, таких
як пiдготовка будiвельного майданчика, посадки,
попереднiх комерцiйних вирубок i вирубок для
догляду. Термiни проведення цих заходiв з управ-
лiння були заздалегiдь визначенi i зафiксованi у
вiдповiдностi до вiку стенда.

Характеристики та доходи для кожного стенда
були розрахованi з використанням моделi зростан-
ня та прибутковостi (growth-and-yield), розробленiй
Вiкстрьомом [7]. Таблиця була згенерована для ко-
жного стенда так, щоб задовольняти характеристи-
ки стенда для кожного можливого стану стенда, а
також доходи i витрати, пов’язанi з рiзними видами
дiяльностi, в тому числi доходи, якщо проводилися
рятувальнi роботи. Модель зростання та прибутко-
востi базується на п’ятирiчних перiодах часу, ре-
зультати яких були згодом агрегованi в десяти- i
двадцятирiчнi перiоди часу усередненням значень
вiдповiдних п’ятирiчних перiодiв. Наприклад, до-
хiд вiд вирубки стенда протягом певного десятирi-
чного перiоду розраховується як середнiй дохiд вiд
вирубки стенда протягом вiдповiдних п’ятирiчних
перiодiв часу.

Для того щоб оцiнити ймовiрнiсть пошкодже-
ння вiтром для стендiв, був використаний iнстру-
мент, розроблений Олофссоном i Бленновим [8].
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Параметри цього iнструменту спиралися на iстори-
чнi данi i були створенi для класифiкацiї щорiчної
ймовiрностi пошкодження вiтром по краях стен-
да згiдно з процедурою класифiкацiї залежно вiд
стану лiсу i вiд географiчного мiсця розташуван-
ня стенда. Iмовiрнiсть пошкодження вiтром на ме-
жi, таким чином, визначається як залежнiсть стану
стенда i вiд стану сусiднiх стендiв. Використання
iнструменту для кожної межi мiж секцiями стендiв
дає можливiсть класифiкувати їх за рiвнем щорi-
чної ймовiрностi пошкодження вiтром. Виходячи
з класифiкацiї крайнiх дiлянок стенда, стенди було
класифiковано на такi, що мають високу або низьку
ймовiрнiсть пошкодження вiтром. Якщо яка-небудь
з крайнiх дiлянок стенда була класифiкована як та-
ка, що має високу рiчну ймовiрнiсть пошкодження
вiд вiтру, то стенд класифiкувався як такий, що має
високу ймовiрнiсть пошкодження вiд вiтру. Таким
чином, тiльки якщо всi крайнi дiлянки мають низь-
ку рiчну ймовiрнiсть пошкодження вiтром, стенд
був класифiкований як такий, що має низьку ймо-
вiрнiсть пошкодження вiд вiтру.

Завдяки структурi майна i припущень для iн-
струменту, що використовується для оцiнки ймо-
вiрностi пошкодження вiтром, моделi керованих
випадкових полiв для садиби можна висловити в
компактнiй формi. У цьому разi граф сусiдстваG =
= (V,E) визначає структуру прихованих ефектiв
мiж стендами. Таким чином, для кожного стенда i
визначається, як iншi стенди в маєтку впливають
на ймовiрнiсть пошкодження вiтром у цьому стен-
дi i. Крiм того, тiльки якщо стенд j має спiльну
межу зi стендом i, (j, i) ∈ E. Таким чином, межовi
секцiї (j, i) ∈ E, де стенд j не впливає на ймовiр-
нiсть пошкодження вiтром для стенда i, можуть бу-
ти видаленi без обмеження загальностi. Надлишко-
вi i маловпливовi залежностi мiж стендами, таким
чином, можуть бути видаленi, щоб зменшити за-
лежнiсть сусiднiх залежностей мiж стендами i тим
самим зменшити час роботи алгоритмiв рiшення.

Видалення надлишкових i маловпливових сусi-
днiх залежностей було вперше виконано вiдповiд-
но до межової розмiтки мiж стендами. Iнструмент,
який використовується для класифiкацiї рiчної
ймовiрностi пошкодження вiд вiтру, ґрунтується
на припущеннi, що якщо два стенди роздiленi
дорогою чи нелiсовою дiлянкою, то стенди взаємно

незалежнi один вiд одного i не можуть надавати
один одному укриття вiд вiтру. По-друге, зале-
жностi сусiда, якi не впливають на ймовiрнiсть
пошкодження стенда вiтром, були видаленi. Якщо
для кожного можливого стану стенда ймовiрнiсть
пошкодження стенда вiтром є однаковою для всiх
можливих станiв сусiднього стенда, то стан стенда
не залежить вiд стану сусiднього стенда i сусiдська
залежнiсть є зайвою, а, отже, може бути видалена.

Надлишковi i маловпливовi межовi секцiї були
видаленi для кожної з трьох моделей. Пiсля вида-
лення надлишкових i маловпливових межових се-
кцiй, стенди були згрупованi в кластери. Кластер
являє собою набiр стендiв, для яких ризики пошко-
дження вiтром залежать тiльки вiд iнших стендiв
в кластерi. Зокрема, для будь-яких двох кластерiв
A = {sf , . . . , sg} i B = {sk, . . . , sl} не iснує жо-
дного орiєнтованого ребра, нi (i, j) ∈ E, нi (j, i) ∈
∈ E, де i ∈ {sf , . . . , sg} i j ∈ {sk, . . . , sl}. Розмiри
кластерiв були порiвняно невеликi i найбiльшi кла-
стери мiстили лише 5 стендiв.

Розрахунок i оцiнка полiтики управлiння про-
водилися так. Завдяки незалежностi мiж класте-
рами, полiтика управлiння лiсовим господарством
кожного кластера може бути обчислена окремо. Пi-
сля цього полiтика управлiння всiм майном може
бути створена шляхом об’єднання полiтик управлi-
ння кластерами. Таким чином, завдяки компактнiй
формi моделi, полiтика управлiння запропонованих
моделей керованого марковського поля може бути
обчислена значно ефективнiше.

Висновок

Загалом застосування теорiї випадкових полiв
на практицi ускладнюється вiдсутнiстю iнформацiї
про перехiднi ймовiрностi, пошук яких доволi тру-
домiсткий i ресурсозатратний. На прикладi керу-
вання лiсовим господарством показано, як можна
уникнути цiєї проблеми задля успiшної реалiзацiї
теоретичних положень. У подальшому перспектив-
ними є дослiдження щодо застосування теорiї ке-
рованих марковських процесiв i полiв у рiзних га-
лузях людської дiяльностi. При цьому основним
напрямом дослiджень є розробка ефективних ме-
тодiв збору iнформацiї та агрегування отриманих
даних.
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R. Chornei

SOME APPLICATIONS OF THE THEORY OF CONTROL OF
SPATIALLY STRUCTURED MARKOV FIELDS

This paper discusses some applications of the theory of controlled Markov fields defined on some finite

undirected graph. This graph describes a system of “neighborhood dependence” of the evolution of a random

process described by local and synchronously change of state of vertices, depending on the decisions made in

them. An example of the theory to the Kauffman NK-automaton and forest management to reduce losses from

wind damage.

Keywords: Markov decision process, optimal strategy.
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